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摘    要   复杂工业过程具有模型维数高、多时间尺度耦合、动态不确定性等特点, 其运行优化控制 (Operational optimal
control, OOC)一直是控制领域的研究难点与热点. 本文聚焦一类由多个快变且互联的设备单元与慢变且模型未知的运行

过程串联组成的工业过程, 提出一种数据和模型混合驱动的非串级双速率组合分散运行优化控制方法. 该方法通过奇异摄

动理论, 将非串级双速率运行优化问题描述为异步采样的慢子系统最优设定值跟踪和快子系统最优调节控制. 利用工业运

行数据, 采用不依赖系统动态的 Q-学习算法设计慢子系统最优跟踪策略, 克服运行过程模型难以建立的情形; 针对快子系

统, 设计基于模型的分散次优控制策略, 并给出收敛因子的下界, 解决设备层互联项对系统稳定性的影响. 通过浮选过程仿

真实验验证了所提控制方法的有效性.
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Abstract   Due to the features of high model dimensionality, multiple time scales, and dynamic uncertainty, opera-
tional optimal control (OOC) for complex industrial processes has always been a difficult and hot topic in the con-
trol community. This paper proposes a data-based and model-based non-cascade dual-rate composite decentralized
OOC scheme for a class of industrial processes, which consist of multiple fast-changing and interconnected unite
devices and a slow-changing operational process with unknown dynamics. Based on singular perturbation theory,
the non-cascade dual-rate OOC problem is formulated as two asynchronous sampling optimal problems related to
set-point tracking of the slow subsystem and regulator of the fast subsystem. The Q-learning algorithm which is in-
dependent of the model knowledge of the operational process is adopted to design optimal tracking policy for the
slow subsystem by using industrial data. For the fast subsystem, we present a model-based decentralized suboptim-
al control policy and provide a lower bound on the convergence factor, so that the impact of interconnected items
on system stability is offset. Simulation experiments on a flotation process illustrate the effectiveness of the pro-
posed method.
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冶金、化工、电力等现代工业一般由多个环节

串联、并联或耦合而成, 往往呈现模型维数高、多时

间尺度耦合、动态不确定性等综合复杂性. 传统设

计只考虑设备层过程控制的控制方法, 无法实现运

行过程的优化, 容易导致产品质量低下和能源浪费[1−2].
因此, 综合考虑设备单元过程控制和运行过程优化

控制的复杂工业控制问题引起了学术界和工业界的

广泛关注[3−5]. 运行优化控制 (Operational optimal
control, OOC)的内涵是在保证过程控制安全运行

的条件下, 优化运行指标, 从而提高产品质效并降

低生产消耗[6].
工业过程运行优化控制目前普遍采用如图 1所
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r∗

y∗1(t), · · · , y∗m(t)

r(t) r∗

示的串级控制结构, 外环利用设定值优化器, 根据

期望运行指标 , 确定设备层过程控制回路设定值

, 内环控制器用于实现设定值跟踪,
进而使实际运行指标  控制在目标值   附近[7].
得益于上层优化与底层控制的独立处理, 以及能逐

步设计内外环控制器的优势, 工程师和学者们已提

出很多串级控制结构下的研究成果, 如实时优化、

模型预测控制、自优化等基于数学模型的方法, 以
及迭代学习、模糊逻辑、神经网络等基于数据驱动

的智能控制方法.
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图 1   工业过程串级运行优化控制结构

Fig. 1    The cascade structure of operational optimal
control in industrial process

 

在串级控制框架下, 文献 [8]面向设备层输出

是运行层输入且运行过程含有未建模动态的串联工

业过程, 提出了基于多模态切换和神经网络补偿的

鲁棒自适应运行控制方法. 文献 [9]进一步将该方

法拓展到双速率控制中. 文献 [10]利用参考调节器,
处理了具有不可行设定值且输入受限的运行优化问

题. 受生物学习机制启发, 增强学习 (Reinforce-
ment learning, RL)能在未知环境下不断反馈更新

寻找系统最优控制策略[11−12]. 因其具有突出的自学

习能力, 促使很多学者探索基于 RL的复杂工业过

程控制方法. 为处理运行过程模型难以获取情况下的

运行优化控制问题, 文献 [4]结合模型预测控制和

Q-学习算法[13], 提出了多速率运行优化控制方法. 文
献 [14]借助史密斯预估器, 提出了双 Q-学习算法,
解决在无线网络环境中外环回路传输存在丢包情况

下的混合选别浓密过程控制问题. 文献 [15−17]研
究了非线性工业过程的 RL运行控制方案. 串级控

制结构是一种典型的分层模式, 首先设计内环反馈

回路, 然后基于设备层过程控制回路与运行层运行

过程构建的增广系统设计外环反馈回路. 然而内环

过程控制回路的跟踪误差或者外环设定值优化误差

对整个运行优化和控制有显著的负面影响[8]. 此外,
随着现代工业朝着复杂化与大型化方向发展, 基于内

环稳定的全阶增广模型的外环设定值优化设计具有

较大计算量, 容易发生 “维数灾” 和 “病态数值问题” [18].

u1(t), · · · , um(t)

r(t) r∗

为实现同时调节设备单元与运行过程, 提高运

行指标跟踪性能, 进而提质增效, 已有学者研究了

工业过程的非串级控制模式[5, 18]. 如图 2所示, 在非

串级运行优化控制中, 过程控制设备与运行过程组

成的工业过程被建模成一个整体大规模系统, 并通

过直接优化控制输入   驱动实际运

行指标  跟踪目标值  [18].
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图 2   工业过程非串级运行优化控制结构

Fig. 2    The non-cascade structure of operational optimal
control in industrial process

 

工业过程不同层级之间具有不同时间尺度, 面
向过程控制的设备层具有快时间尺度动态, 面向运

行过程的运行层具有慢时间尺度动态[3−4]. 奇异摄动

系统是建模多时间尺度系统的有效工具, 其中奇异

摄动参数表示慢快动态分离的程度[19−20]. 通过奇异

摄动理论, 全阶模型控制问题可简化为降阶慢快子

系统控制问题, 从而有效避免了控制器设计时存在

的 “维数灾” 和 “病态数值问题”, 而且对于充分小

的奇异摄动参数, 独立子系统的稳定性蕴涵了整体

系统稳定性[21−22]. 文献 [5]利用奇异摄动理论将复杂

工业过程运行优化问题刻画成慢快子系统的最优控

制问题, 并提出了双 Q-学习的数据驱动控制算法,
不仅实现了运行指标的跟踪, 还解决了设备层高频

振动抑制问题. 文献 [18]针对具有多个设备单元的

工业过程, 提出了数据和模型混合驱动的非串级组

合分散控制方法, 有效降低了控制器的通讯量与计

算量. 非串级运行优化控制的研究目前处于起步阶

段, 还有许多亟待解决的科学难题. 一方面, 工业过

程广泛存在慢快时间尺度耦合现象, 应用在串级双

速率控制中的提升技术很难借鉴到非串级控制框架

中; 另一方面, 不同设备单元间的互联对整体系统

稳定性分析和优化控制提出新的挑战.
本文充分考虑复杂工业过程特点, 整合奇异摄

动理论[19] 与 RL技术[11], 针对一类由多个快变且互

联的设备单元与慢变且模型未知的运行过程串联组

成的工业过程, 提出一种数据和模型混合驱动的非

串级双速率组合分散运行优化控制方法. 主要贡献

概括如下:
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1)区别于已有非串级控制工作, 相比文献 [5],
本文对解耦后的慢快子系统进行异步采样, 设计双

速率组合控制器, 解决了因各层级间采样周期不同

而难以统一控制的问题, 同时还处理了设备层存在

互联时的分散控制问题, 给出了具有稳定性保证的

快子系统分散次优控制设计方法; 相比文献 [18], 本
文不仅设计了双速率控制器, 还进一步考虑了多设

备互联时的分散控制问题.
2)现有基于 RL的工作[3−5, 14, 16−18, 23−24] 使用折扣

代价的最优设定值跟踪控制表达, 然而在运行过程

模型未知时难以确定折扣因子的下界[25], 致使闭环

系统稳定性无法保证. 本文通过定义增量式的最优

设定值跟踪控制表达[26], 移除了代价函数中的折扣

因子, 避免了折扣因子带来的弊端.
本文的组织结构如下: 第 1节描述基于奇异摄

动的工业过程非串级双速率组合分散运行优化控制

问题; 第 2节设计慢快子系统优化控制问题的解,
同时给出慢子系统问题的解存在条件以及保证快子

系统稳定的充分条件; 第 3节设计运行优化控制策

略, 提出数据和模型混合驱动的组合控制方法, 并
进行性能分析; 第 4节利用浮选过程进行仿真实验,
验证所提方法对运行指标的跟踪能力; 第 5节对本

文工作进行全面总结. 

1    基于奇异摄动的工业过程非串级双速

率组合分散运行优化控制问题描述

本部分首先将工业过程建模成一类快动态互联

且慢动态未知的奇异摄动系统; 然后依据奇异摄动

理论对全阶模型进行降阶处理, 分离为慢采样的慢

子系统和快采样的快子系统; 最后分别刻画慢快子

系统的最优控制问题. 

1.1    工业过程建模

考虑图 3所示的工业过程, 其动态模型由设备

层过程控制对象的动态模型和运行层运行过程的动

态模型两部分构成[3−5, 8, 15, 18]. 设备层对象的执行器

装置, 如阀门、电振机、水泵等变化速率比较快, 而
与质量、效率和消耗等运行指标相关的运行层动态

变化缓慢, 同时设备层输出为运行层输入, 因此工

业过程具有显著的慢快时间尺度耦合特性[3, 5]. 因运

行指标的束缚, 不同设备单元之间往往存在互联影

响[3], 而运行过程中复杂的物理、化学、相变等反应

或变化[27], 导致其数学模型很难获取. 基于以上分

析, 本文将工业过程建模为一类由多个快变且互联

的设备单元与慢变且模型未知的运行过程串联组成

的奇异摄动系统.

设备层动态模型为{
ẋi(t) = Aixi(t) +Biui(t) + gi(t)

yi(t) = Cixi(t)
(1)

i = 1, 2, · · · , m xi ∈ Rni ui ∈ Rmi yi ∈ Rqi

i

gi =
∑m

j=1, j ̸=i Dijyj

Ai ∈ Rni×ni Bi ∈ Rni×mi Ci ∈
Rqi×ni Dij ∈ Rni×qi n0 =∑m

i=1 ni

其中,  ,  ,  ,  
分别表示过程控制中第  个设备单元的系统状态、

控制输入和被控输出,   是设备

单元之间的互联项,  ,  ,  
,       是适当维数的矩阵 ,    

.

运行层动态模型为ż(t) = Ez(t) +

m∑
i=1

Fiyi(t)

r(t) = Gz(t)

(2)

z ∈ Rnz r ∈ Rqr

E ∈ Rnz×nz Fi ∈ Rnz×qi G ∈ Rqr×nz

其中,    为运行过程状态,    为运行指

标,  ,  ,   是适当维

数的矩阵. 为克服控制设计时对运行过程模型参数

的依赖, 作如下假设.
E Fi G假设 1. 矩阵 ,  ,   是未知的.

1 ≫ ε > 0引入奇异摄动参数  来刻画设备层与

运行层之间的时间尺度差, 定义

Āi = εAi, B̄i = εBi, D̄ij = εDij

结合式 (1)和式 (2), 可得如下奇异摄动系统

ż(t) = Ez(t) +

m∑
i=1

Hixi(t)

εẋi(t) = Āixi(t) + B̄iui(t) +

m∑
j=1, j ̸=i

N̄ijxj(t)

r(t) = Gz(t)

(3)

i = 1, 2, · · · , m z xi

Hi = FiCi N̄ij = D̄ijCj

其中,  ,   称为慢状态变量,   为快

状态变量,    ,  .
 

1.2    异步采样的慢快子系统

为避免基于工业过程整体模型控制设计时存在
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图 3    多设备单元互联的工业过程

Fig. 3    Industrial process with multiple and
interconnected unit devices
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的 “维数灾” 和 “病态数值问题”, 并满足设备层与

运行层的双速率采样要求, 本节将全阶系统 (3)解
耦为两个异步采样的离散化慢、快子系统.

将式 (3)改写为紧凑形式
ż(t) = Ez(t) +Hx(t)

εẋ(t) =
(
Ā+ N̄

)
x(t) + B̄u(t)

r(t) = Gz(t)

(4)

x = [xT1, x
T
2, · · · , xTm]T u = [uT1, u

T
2, · · · , uTm]T

H = [H1, H2, · · · , Hm] Ā = diag{Ā1, Ā2, · · · , Ām}
B̄ = diag{B̄1, B̄2, · · · , B̄m}

其中,  ,     ,
,     ,

   ,

N̄ =


0 N̄12 · · · N̄1m

N̄21 0 · · · N̄2m

...
...

. . .
...

N̄m1 N̄m2 · · · 0


为了准确获取设备层的快动态信息, 参照文献 [21],

把系统 (4)离散化为

z(n+ 1) = (1+ εhE) z(n) + εhHx(n) (5a)

x(n+ 1) =
(
1+ hĀ+ hN̄

)
x(n) + hB̄u(n) (5b)

h其中,   为快采样周期. 为满足系统可分解性, 作如

下一般性假设. (
Ā+ N̄

)
假设 2. 矩阵  非奇异.

u(n) = us(n) +

uf (n) x(n) = xs(n) + xf (n) us(n) xs(n)

uf (n) xf (n) u(n) x(n)

uf (n) xf (n)

根据奇异摄动理论 [19, 21], 定义  

,  , 其中,  ,   和

,   分别是快采样下 ,   的慢、快部

分. 在慢时间尺度下, 快部分已经达到稳态, 可以忽

略 ,  . 因此通过式 (5b), 可得

xs(n) =
(
1+ hĀ+ hN̄

)
xs(n) + hB̄us(n) (6)

将式 (6) 代入到式 (5a)中, 有

zs(n+ 1)− zs(n)

ε
= hEzs(n) −

hH
(
Ā+ N̄

)−1
B̄us(n) (7)

ε → 0令 , 得到降阶慢子系统的连续时间形式为

żs(t) = Êszs(t) + Ĥsus(t) (8)

Ês = hE Ĥs = −hH(Ā+ N̄)−1B̄其中,  ,  .

T = Nh (N > 1)对系统 (8) 进行周期为   的离

散化, 获得慢采样的慢子系统模型为{
zs(k + 1) = Eszs(k) +Hsus(k)

rs(k) = Gzs(k)
(9)

Es = eÊsT , Hs =
∫ T

0
eÊstdtĤs其中,  .

(Es, Hs) (Es, G)假设 3.   能控,   能观.

因为慢变量在瞬时可认为是常值, 把式 (6)代
入式 (5b), 可得快采样的快子系统模型为

xif (n+ 1) = Aifxif (n) +Bifuif (n) +

m∑
j=1, j ̸=i

Nijxjf (n),

i = 1, 2, · · · , m (10)

Aif = 1+ hĀ1 Bif = hB̄i Nij = hN̄ij xf =

[xT1f , x
T
2f , · · · , xTmf ]

T uf = [uT1f , u
T
2f , · · · , uTmf ]

T

其中,  ,  ,  ,  

,  .

(Aif , Bif ) i = 1, 2, · · · , m假设 4.  ,   能控.

z(k)

ε∗ > 0 ε ∈ (0, ε∗]

引理 1[21]. 如果闭环子系统 (9)和 (10)是渐近

稳定的,   是慢采样下系统 (5)的解, 则存在某

个 , 使对所有 , 有

z(k) = zs(k) + O(ε), k ≥ 0 (11)
 

1.3    运行优化控制问题

r r∗

本文中非串级双速率组合分散运行优化控制任

务为在假设 1下, 设计基于设备层数据快采样与运

行层数据慢采样的分散组合控制器, 使实际的运行

指标   跟踪期望的设定值  . 为了达到这一目标,
分别对降阶系统 (9)和 (10)定义优化控制问题.

us(k)问题 1. 寻找慢子系统 (9) 的最优控制  ,
相对如下代价函数

Js =
1

2

∞∑
k=0

(
eTs(k)Qses(k) + ∆uTs(k)Rs∆us(k)

)
(12)

es(k) = rs(k)− r∗(k) ∆us(k) = us(k + 1) −
us(k) Qs = QT

s > 0 Rs = RT
s > 0

其中 ,    ,    

,    和   为加权矩阵.
us(k)

rs(k) r∗(k)

r(k) r∗(k)

∆us(k) us(k)

注 1. 慢子系统 (9) 的控制问题是设计  ,
使  跟踪设定值  . 根据式 (11)的近似性,
此时运行指标   也能近似跟踪  . 且本文对

控制增量   而不是控制本身    进行加

权, 可保证代价函数的有界性, 可克服存在的工

作[3−5, 14, 16−18, 23−24] 添加折扣因子带来稳定性难以分析

的问题[26].
uif (n)问题 2. 寻找快子系统 (10)的最优控制 ,

相对如下代价函数

Jif =
1

2

∞∑
n=0

γn
(
xTif (n)Qifxif (n) + uTif (n)Rifuif (n)

)
(13)

γ ≥ 1 Qif = QT
if ≥ 0 Rif =

RT
if > 0 (Aif , Qif )

其中,   是收敛因子,    和  

 为加权矩阵,   能观.

注 2. 快子系统 (10)的控制问题是设计分散形
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uif (n)

γ

式的 , 进而实现设备单元控制器之间的独立

运行. 由于不同设备单元间的互联项, 无法设计最

优的控制策略. 因此本文考虑次优的分散控制器,
并受文献 [28]和文献 [29]启发, 将借助收敛因子 

来保证快子系统的整体稳定性. 

2    工业过程慢快子系统优化控制问题

求解
 

2.1    慢子系统优化控制

∆zs(k) = zs(k + 1)− zs(k)

Zs(k) = [∆zTs (k), e
T
s(k)]

T
引入变量 , 定义辅助

状态 , 基于式 (9)构造辅助

系统

Zs(k + 1) = AsZs(k) +Bs∆us(k) (14)

As =

[
Es 0

G 1

]
, Bs =

[
Hs

0

]
其中,  .

参考辅助系统 (14), 将代价函数 (12)重写为

Js =
1

2

∞∑
k=0

(
ZT
s (k)Q̄sZs(k) + ∆uTs(k)Rs∆us(k)

)
(15)

Q̄s = [0, 1]TQs[0, 1]其中,  .
结合式 (14)和式 (15)可知, 问题 1中的优化

问题能转化为最优调节器. 受文献 [26]启发, 引理

2给出了问题 1的可稳解存在且唯一的条件.
引理 2. 在假设 3下, 如果

rank

[
Es − 1 Hs

G 0

]
= nz + qr (16)

(As, Bs) (As,
√

Q̄s)则  能控,   能观.

证明. 进行行列变换可得如下秩关系

rank
[
Bs, AsBs, A2

sBs, · · · , Anz+qr−1
s Bs

]
=

rank

([
Es − 1 Hs

G 0

]
× Λ

)

其中,

Λ =

[
0 Hs EsHs · · · Enz+qr−2

s Hs

1 0 0 · · · 0

]
(Es, Hs)

rank(Λ)=nz+n0

[
Es − 1 Hs

G 0

]
∈R(nz+qr)×(nz+n0)

rank [Bs, AsBs, A2
sBs, · · · ,

Anz+qr−1
s Bs] = nz + qr (As, Bs)

在假设 3下, 可知  能控, 那么必然存在

, 而且 .

如果式 (16) 成立, 则      
, 故  能控.

通过初等变换, 可观性秩条件判据满足

rank



√
Q̄s√

Q̄sAs√
Q̄sA

2
s

...√
Q̄sA

nz+qr−1
s


= rank



0 1

G 0

GEs 0
...

...

GEnz+qr−2
s 0


(Es, G) (As,

√
Q̄s)那么  能观保证了  能观.  □

注 3. 由文献 [30]可知, 式 (16)也是渐近跟踪

控制问题可解的充分条件. 虽然在假设 1下无法直

接判断式 (16)是否成立, 但是对于具体的复杂工业

过程来说, 往往可知其运行层的名义模型 (也可用

输入输出数据进行辨识获得), 进而判断引理 2中

式 (16)的条件是否满足.

根据最优控制理论[31], 在引理 2的条件下, 系

统 (14)相对代价函数 (15)的最优控制输入为

∆us(k) = KsZs(k) (17)

Ks = −(Rs +BT
sPsBs)

−1BT
sPsAs Ps = P T

s >

0
其中,  ,  

 是如下代数黎卡提方程 (Algebraic Riccati equa-

tion, ARE)的唯一可稳解.

0 = AT
sPsAs − Ps + Q̄s −AT

sPsBs ×(
Rs +BT

sPsBs

)−1
BT

sPsAs (18)

us(k)

Ks = [Ks, 1, Ks, 2] Ks, 1 ∈ Rn0×nz Ks, 2 ∈
Rn0×qr

1, 2, · · · , k

为表达慢子系统控制输入   的具体形式,

设 , 其中,  ,  

.  根据式 (14) 中的定义 ,  对式 (17) 的第

 控制序列进行展开.

us(k)− us(k − 1) = Ks, 1 (zs(k)− zs(k − 1)) +

Ks, 2es(k − 1)

us(k − 1)− us(k − 2) = Ks, 1 (zs(k − 1) −
zs(k − 2)) +Ks, 2es(k − 2)

...
us(1)− us(0) = Ks, 1 (zs(1)− zs(0)) +Ks, 2es(0)

us(0) = Ks, 1zs(0)

考虑到下文无模型控制器设计需要, 设慢子系

统初始控制序列为  , 把上式等号

两端分别相加, 可得

us(k) = Ks, 1zs(k) +Ks, 2

k−1∑
i=0

es(i) (19)

es(k) = rs(k)− r∗
定理 1. 在控制输入 (19)的作用下, 闭环慢子

系统 (9)渐近稳定, 并且跟踪误差 

渐近收敛到零.

证明. 把式 (19)代入式 (14), 有
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Zs(k + 1) =

[
∆zs(k + 1)

es(k + 1)

]
= Asc

[
∆zs(k)

es(k)

]

Asc =

[
Es +HsKs, 1 HsKs, 2

G 1

]

Asc = (As −BsKs)

es(k) = rs(k)− r∗

其中,  . 因式 (17) 是

系统 (14)的一个最优控制输入, 根据参考文献 [31],
可知闭环矩阵  的所有特征值在

单位圆内. 因此  渐近收敛到零.
ς(k) =

∑k−1
i=0 es(i)定义 , 结合式 (19)和式 (9), 有[

zs(k + 1)

ς(k + 1)

]
= Asc

[
zs(k)

ς(k)

]
+

[
0 0
0 −1

][
0
r∗

]
Asc

r∗
因  的所有特征值在单位圆内且运行指标设定值

 是常数, 所以系统 (9)渐近稳定在一个非零平衡

点处.  □ 

2.2    快子系统优化控制

忽略互联项, 快子系统 (10)变为

xif (n+ 1) = Aifxif (n) +Bifuif (n),

i = 1, 2, · · · , m (20)

根据最优控制理论[31], 系统 (20)相对代价函数

(13)的最优控制输入为

uif (n) = Kifxif (n) (21)

Kif = −(Rif + γBT
ifPifBif )

−1γBT
ifPifAif

Pif = P T
if > 0

其中,  ,

 是如下 ARE的唯一可稳解.

0 = γAT
ifPifAif − Pif +Qif − γ2AT

ifPifBif ×(
Rif + γBT

ifPifBif

)−1
BT

ifPifAif (22)

本文设计控制输入 (21)为优化问题 2的次优

解, 下面将对快子系统 (10)的稳定性进行分析. 为
此, 重写式 (10)为紧凑形式

xf (n+ 1) = Afxf (n) +Bfuf (n) +Nfxf (n) (23)

Af =diag{A1f , A2f , · · · , Amf} Bf = diag{B1f ,

B2f , · · · , Bmf}
其中,  ,  

,

Nf =


0 N12 · · · N1m

N21 0 · · · N2m

...
...

. . .
...

Nm1 Nm2 · · · 0


∥Nfx(n)∥ < η ∥x(n)∥设式 (23) 中互联项满足  .

重写控制输入 (21)为

uf (n) = Kfxf (n) (24)

Kf = diag{K1f , K2f , · · · , Kmf} = −(Rf +

γBT
fPfBf )

−1 γBT
fPfAf Rf = diag{R1f , R2f , · · · ,

其中,  

,    

Rmf} Pf = diag{P1f , P2f , · · · , Pmf} Pf >

0
,    ,  同时  

 满足如下增广 ARE

0 = γAT
fPfAf − Pf +Qf − γ2AT

fPfBf ×(
Rf + γBT

fPfBf

)−1
BT

fPfAf

其对应的 Lyapunov方程为

γAT
cfPfAcf − Pf + Q̄f = 0 (25)

Qf = diag{Q1f , Q2f , · · · , Qmf} Acf = Af +

BfKf Q̄f = Qf +KT
fRfKf

其中,  ,  

,  .

定理 2. 设互联快子系统 (23)的控制输入为式

(24), 如果

γ ≥ η2λ−2
m (Acf ) + 2 (26)

则其闭环系统是渐近稳定的.
证明. 对互联快子系统 (23)选取 Lyapunov函数

Vf (n) = xTf (n)Pfxf (n)

由式 (23) ~ 式 (25)可得

Vf (n+ 1)− Vf (n) =

xTf (n)
(
AT

cfPfAcf − Pf

)
xf (n) +

xTf (n)N
T
f PfAcfxf (n) + xTf (n)A

T
cfPfNfxf (n) +

xTf (n)N
T
f PfNfxf (n) =

− xTf (n)
(
Q̄f + (γ − 1)AT

cfPfAcf

)
xf (n) +

xTf (n)N
T
f PfAcfxf (n) + xTf (n)A

T
cfPfNfxf (n) +

xTf (n)N
T
f PfNfxf (n) =

− xTf (n)Q̄fxf (n)− xTf (n)
(
AT

cfP
1
2

f −NT
f P

1
2

f

)
×(

AT
cfP

1
2

f −NT
f P

1
2

f

)T
xf (n) −

xTf (n)
(
(γ − 2)AT

cfPfAcf −NT
f PfNf

)
xf (n) ≤

− ((γ − 2)λ2
m(Acf )− η2)λM (Pf )∥xf (n)∥2

λM (·) λm(·)其中,   与  分别表示矩阵的最大、最小特

征值. 因此若式 (26) 成立, 则闭环互联快子系统

(23)是渐近稳定的.  □

γ

Qif Rif

注 4. 对于实际的工业系统, 根据工程经验在优

化问题 2中选择较大的收敛因子 , 同时减小加权

矩阵  (或增大  )可保证式 (26)成立. 

3    非串级双速率组合分散运行优化控

制设计
 

3.1    运行优化控制策略

由前两节的分析可知, 依据非串级运行优化控
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h T h T

T = Nh

制路线, 工业过程动态模型 (1)和动态模型 (2)能
建模为一类快动态互联且慢动态未知的奇异摄动系

统 (3), 其运行指标设定值跟踪控制描述为慢动态

的输出跟踪问题. 参照奇异摄动理论, 离散化的工

业过程模型 (5) 能被分解为异步采样的慢子系统

(9)与快子系统 (10), 通过定义两个独立的优化问

题 1和问题 2, 可直接设计设备层的双速率组合分

散控制输入. 因此根据子系统采样周期, 设置设备

层采样周期为 , 运行层采样周期为 ,   与  之间

满足关系式 . 由于运行层运行过程模型参

数未知, 使慢子系统问题的解 (19)无法直接获取,
故本文采用 Q-学习算法, 利用工业运行数据在线学

习慢子系统最优输入的控制增益, 实现慢动态输出

跟踪设定值的目的, 同时利用设备层模型信息计算

快子系统优化问题的解 (21), 并判断定理 2中的收

敛因子条件, 进而完成非串级双速率组合分散控制

器的设计.
 

3.2    基于 Q-学习的组合控制器

为了解决运行过程模型难以获取的难题, 下面

设计基于 Q-学习的数据驱动算法求解慢子系统的

控制输入. 定义代价函数 (15)的值函数为

Vs (Zs(k), ∆us(k)) =

∞∑
k=0

(ZT
s (k)Q̄sZs(k) +

∆uTs(k)Rs∆us(k)) (27)

∆us(k) = KsZs(k)

对于辅助系统 (14)的一个固定增量形式的控

制输入 , 其闭环系统可递推为

Zs(k) = (As +BsKs)Zs(k − 1) =

(As +BsKs)
k
Zs(0), ∀ k = 1, 2, · · · (28)

将式 (28)代入式 (27)中得

Vs (Zs(k), ∆us(k)) = ZT
s (0)PsZs(0) (29)

其中,

Ps =

∞∑
k=0

(
(As +BsKs)

k
)T

×

(
Q̄s +KT

sRsKs

)
(As +BsKs)

k

根据式 (27)和式 (29), 表达如下 Bellman方程

ZT
s (k)PsZs(k) = ZT

s (k)Q̄sZs(k) +

∆uTs(k)Rs∆us(k) +

ZT
s (k + 1)PsZs(k + 1) (30)

参照文献 [12]和 Bellman方程 (30), 定义 Q-
函数

Q (Zs(k), ∆us(k)) = ZT
s (k)Q̄sZs(k) +

∆uTs(k)Rs∆us(k) +

ZT
s (k + 1)PsZs(k + 1) (31)

将式 (14)代入上式 Q-函数中, 可得

Q (Zs(k), ∆us(k)) =

[
Zs(k)

∆us(k)

]T
H

[
Zs(k)

∆us(k)

]
=

[
Zs(k)

∆us(k)

]T [
HZsZs HZs∆us

H∆usZs H∆us∆us

][
Zs(k)

∆us(k)

]
(32)

其中,

H =

[
Q̄s +AT

sPsAs AT
sPsBs

BT
sPsAs Rs +BT

sPsBs

]
∂Q(Zs(k),∆us(k))

∂∆us(k)
= 0利用  得到慢子系统的增量

控制输入为

∆us(k) = −H−1
∆us∆us

H∆usZs
Zs(k) (33)

Ks = −H−1
∆us∆us

H∆usZs
其中,  , 可见其与式 (17)等价.

结合式 (31)与式 (32), Q-函数的 Bellman方

程为

XT
s (k)HXs(k) = ZT

s (k)Q̄sZs(k) +

∆uTs(k)Rs∆us(k) +

XT
s (k + 1)HXs(k + 1) (34)

Xs(k) = [ZT
s (k), ∆uTs(k)]

T其中,  .

Xs(k) ∆us(k)

慢子系统 (9)是虚拟系统, 基于其构造的辅助

系统 (14)的状态  与输入  的数据信息

无法直接获取, 受文献 [5, 18, 22, 32]的启发, 本文

将借助引理 1中的近似性进行数据替换. 为此, 定义
∆x(k) = x(k + 1)− x(k)

e(k) = r(k)− r∗

∆ũs(k) = KsZ(k + 1)−KsZ(k)

然后, 将式 (34)改写为

XT(k)H̃X(k) = ZT(k)Q̄sZ(k) +

∆ũTs(k)Rs∆ũs(k) +

XT(k + 1)H̃X(k + 1) (35)

其中,

Z(k) =

[
∆x(k)

e(k)

]
, X(k) =

[
Z(k)

∆ũs(k)

]

H̃ =

[
H̃ZsZs

H̃Zs∆us

H̃∆usZs H̃∆us∆us

]
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通过式 (33)和式 (35), 针对运行过程模型未知

问题, 利用算法 1来设计慢子系统的最优控制增益.
算法 1. 基于 Q-学习的策略迭代算法

K̃0
s1)初始化: 给定一个初始稳定的控制增益 ;

2)策略评价:

XT(k)H̃j+1X(k) = ZT(k)Q̄sZ(k) +(
∆ũj

s(k)
)T

Rs∆ũj
s(k) +

XT(k + 1)H̃j+1X(k + 1) (36)

3)策略改进:

∆ũj+1
s (k) = −

(
H̃j+1

∆us∆us

)−1
H̃j+1

∆usZs
Z(k) (37)

.

注 5. 算法 1的具体求解过程类似文献 [12−13],
这里不再赘述. 使用基于值迭代的 Q-学习算法能放

宽初始稳定控制增益条件, 详见文献 [33]. 最近, 自
适应动态规划 (Adaptive dynamic programming,
ADP) [34] 方法已经广泛应用于最优输出调节领域

设计无模型控制器, 解决系统输出跟踪控制问题,
如文献 [29]和文献 [35]. 相比存在的 ADP方法, 本
文只需求解一个最优控制问题, 而文献 [29] 和文

献 [35]还要额外求解一个静态的优化问题, 因此本

文方法降低了设计复杂度; 此外, 本文基于 Q-学习

的跟踪方法所学未知变量较少, 还具有计算方面的

优势 

K̃s = Ks +∆Ks

∆Ks ε

实际上, 算法 1中的数据替换会导致计算误差, 故
算法 1学习得到的控制增益可写为 ,
其中,   是关于  的摄动[22, 32]. 在执行完算法 1
后, 基于式 (19)和式 (24), 构造如下双速率组合控

制器

u(n) = us(k) + uf (n) =

K̃s, 1zs(k) + K̃s, 2

k−1∑
i=0

es(i) +Kfxf (n) (38)

K̃s = [K̃s, 1, K̃s, 2] Nk ≤ n < N(k + 1)其中,  ,  .

z(k)

e(i) (x(n)− xs(n)) zs(k)

es(i) xf (n)

参照奇异摄动理论 [19 ,  21], 下面将用变量  ,
 和   分别替换式 (38) 中的  ,

 和 , 获得如下基于实际状态的工业过程

运行优化控制器

u(n) = K̃s, 1z(k) + K̃s, 2

k−1∑
i=0

e(i) +

Kf

(
x(n) +

(
Ā+ N̄

)−1
B̄us(k)

)
=

ΠK̃s, 1z(k) + ΠK̃s, 2

k−1∑
i=0

e(i) +Kfx(n) (39)

Π = 1+Kf (Ā+ N̄)−1B̄ Nk ≤ n < N(k + 1)其中,  ,  .

进一步, 表达显示的设备层控制输入的分散形

式, 即

ui(n) =
[
ΠK̃s, 1

]
i, ·
z(k) +Kifxi(n) +

[
ΠK̃s, 2

]
i, ·

k−1∑
i=0

e(i),

i = 1, 2, · · · , m (40)

[Θ]i, · Θ i其中,   表示矩阵  的第  行向量.
 

3.3    性能分析

j → ∞ H̃j引理 3. 当算法 1的迭代次数  时,   收

敛到

lim
j→∞

H̃j = H + O(ε) (41)

证明. 根据式 (11), 可知
Z(k) = Zs(k) + O(ε)

X(k) = Xs(k) + O(ε)

∆ũs(k) = ∆ũs(k) + O(ε)

然后, 据此重写式 (34)为

(XT(k)− O(ε))H (X(k)− O(ε)) =(
ZT(k)− O(ε)

)
Q̄s (Z(k)− O(ε))+(

∆ũTs(k)− O(ε)
)
Rs (∆ũs(k)− O(ε))+(

XT(k + 1)− O(ε)
)
H (X(k + 1)− O(ε))

进行展开变换, 上式可进一步改写成

XT(k) (H + O(ε))X(k) =

ZT(k)Q̄sZ(k) + ∆ũTs(k)Rs∆ũs(k) +

XT(k + 1) (H + O(ε))X(k + 1)

将上式与式 (35)进行对比, 可得

H̃ = H + O(ε)

limj→∞H̃j = H̃ = H + O(ε)因此,  .  □

由式 (41)可知算法 1收敛时慢子系统的反馈

增益为

K̃s = − H̃−1
∆us∆us

H̃∆usZs
=

−H−1
∆us∆us

H∆usZs
+ O(ε) =

Ks + O(ε) (42)

ε∗ > 0 ε ∈ (0, ε∗]

定理 3. 设离散化的工业过程 (5)的控制输入

为 (39), 则存在某个 , 使对所有 , 闭
环系统 (5)是渐近稳定的.

ε∗ > 0

证明. 首先根据文献 [21]可知, 如果慢快子系

统 (9)与 (10)是渐近稳定的, 那么存在某个 ,
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ε ∈ (0, ε∗]

ε

O(ε)
Ãsc = (As −BsKs) + O (ε)

使对所有 , 快采样离散时间奇异摄动系统

(5)是渐近稳定的. 对于快子系统, 由定理 2可知,
当设计的收敛因子满足条件 (26)时, 快子系统 (10)
是渐近稳定的; 对于慢子系统 (9), 由矩阵的连续性

可知, 当奇异摄动参数  充分小时, 通过算法 1学
习到的反馈增益 (42)的摄动误差  不会影响闭

环矩阵  的特征值在单位

圆内的特性, 借鉴定理 1的路线可证闭环慢子系统

也是渐近稳定的.  □

注 6. 文献 [3−4, 9, 14−17]提出的双速率运行

优化控制方案都是基于提升技术, 将设备层过程控

制回路与运行层运行过程的采样周期提升至相同框

架下, 然后对增维的广义工业过程模型进行控制设

计, 若设备层与运行层之间的时间尺度相差较大,
使用提升技术会导致系统阶数过高且计算量显著增

加, 容易发生 “维数灾” 和 “病态数值问题”. 相比之下,
本文方法利用奇异摄动降维有效避免了这些缺陷.

注 7. 非串级双速率控制器 (39)含有运行指标

跟踪误差的积分, 因积分器的作用, 使其可抑制常

值或分段常值的干扰, 保持运行指标的无静差跟踪.
在实际中这些干扰可能来自模型线性化误差、外界

环境变化、原材料波动以及生产设备老化等环节.
因此, 本文方法对于非串级控制具有工程应用价值.

注 8. 本文所提非串级双速率控制方法具有一

般性, 能推广到更复杂的奇异摄动系统. 如文献 [22]
中的多参数奇异摄动系统, 只需在慢子系统设计时

进行相似的坐标变换, 即可按照本文路线进行非串

级双速率分散控制器设计. 对于非线性奇异摄动系

统, 可参照文献 [36]在解决快子系统含有慢时变参

数的影响下, 设计非串级双速率控制器. 

4    仿真实验

本节以浮选过程为例验证所提非串级双速率组

合分散运行优化控制方法的有效性. 

4.1    浮选过程工艺流程

浮选过程是借助矿物的亲水或疏气性质进行矿

物分离的[3]. 本文选取图 4所示的黄铜矿单浮选过

程, 其由槽体、给矿泵、搅拌机、空气集流器、阀门

等装置组成. 在浮选过程中, 来自磨矿过程的矿粒

首先与一定比例的水和浮选药剂被给矿泵输送至浮

选槽, 被选矿物在药剂的作用下产生亲水性, 通过

空气集流器在槽体内会产生大量气泡, 从而将被选

矿物带入泡沫尾, 达到分层的效果. 之后被选矿物

在泡沫尾中经精矿阀门流出, 杂质等在矿浆中经尾

矿阀门流出, 实现分离被选矿物与杂质的目的. 浮

r1 r2选过程优化目标是将精矿品位  与尾矿品位  两

个运行指标控制在目标值附近.

u1

u2 y1

y2 y1 y2

r1 r2

浮选过程运行控制可描述为设备层与运行层两

层结构[3]. 设备层通过改变尾矿阀门开度  与给矿

泵转速  来改变泥浆液位高度  和给矿矿浆流量

. 运行层通过改变液位高度  和矿浆流量  来控

制精矿品位  和尾矿品位 .
设备层的数学模型为[3]

ẏ1(t) = −k1
A
u1(t)

√
2gy1(t) +

y2(t)

A

ẏ2(t) = −y2(t)

τ
+

k0
τ
u2(t)

A g k1 k0

τ

其中,   为浮选槽底面积,   为重力加速度,  ,  
为与阀门和给矿泵相关的系数,   为时间常数.

运行过程的数学模型为[16]

dM i
p(t)

dt
= −

(
kip +

qT
(1− εg)Ay1(t)

)
M i

p(t) +

kieM
i
e(t) + y2(t)X

i
a

dM i
e(t)

dt
= −

(
kie +

qc
(1− εg)A (H − y1(t))

)
M i

e(t) +

kipM
i
p(t)

精矿与尾矿品位分别为

r1(t) =
M1

e (t)g
1
cp +M2

e (t)g
2
cp

M1
e (t) +M2

e (t)
Lcu

r2(t) =
M1

p (t)g
1
cp +M2

p (t)g
2
cp

M1
p (t) +M2

p (t)
Lcu

i = 1, 2 M1
p , M2

p

M1
e , M2

e

其中,  ;   为泥浆中的矿物质量和脉

石质量;   为泡沫中的矿物质量和脉石质量;
其他参数均为常数, 物理意义详见文献 [16].

为描述奇异摄动系统 (3)的形式, 选取慢状态

 

LT

尾矿阀门

进气

精矿阀门

y1(t)
液位

u1(t)
r2(t)

r1(t)

y2(t)

给矿泵

u2(t)

 

图 4    单浮选槽示意图

Fig. 4    Configuration of single flotation cell
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z = [M1
p , M2

p , M1
e , M2

e ]
T x1 = y1

x2 = y2 r = [r1, r2]
T

向量 , 快状态向量 ,

, 输出向量  , 参照文献 [3] 和文

献 [16], 结合浮选过程实际工况, 设备层与运行层模

型在平衡点处线性化后得到相关参数.

E =
−17.9624 0 65.6000 0

0 −0.1024 0 316.0000

17.9000 0 −65.9474 0

0 0.0400 0 −316.2470



H1 =


0.3746

18.3790

−3.9600

−0.0903

 , H2 =


0.1549

3.0484

0

0


Ā1 = −11.4100, B̄1 = −64.0600, Ā2 = −30

B̄2 = 153, N̄12 = 1.8800, N̄21 = 0

G =

[
0 0 0.0832 −3.6501

0.0203 −0.0004 0 0

]
ε = 0.01其中,  . 

4.2    仿真结果

r1 r2

h = 0.05

T = 1

Qs = 1000 12 Rs = 12 Q1f = 100 Q2f =

1 R1f = R2f = 1

设置精矿品位  和尾矿品位  的期望设定值

为 17.35和 0.75[3], 设备层泥浆液位高度和矿浆流量

变化是快过程, 其采样周期为  s, 运行层泥

浆质量和泡沫质量变化是慢过程, 其采样周期为

 s, 分别选取代价函数 (12)和代价函数 (13)的
加权矩阵 ,  ,  ,  
,  .

H̃

K̃s H Ks

r1 r2

r∗1 r∗2
e1 = r1 − r∗1 e2 = r2 − r∗2

本文所提 Q-学习方法仅使用运行过程动态模

型来生成数据, 实际设计时无需其模型参数. 选择

不同频率的正弦信号为探测噪声, 并执行算法 1学
习慢子系统最优控制增益, 由图 5和图 6可知,  ,

 在迭代过程中与其最优值 ,   差的 2范数逐

渐减小且趋于零. 从图 7和图 8的仿真结果可以看

出, 系统运行 65 s后, 所提非串级双速率组合控制

器能很好地驱使浮选过程运行指标  和  跟踪设

定值  和 . 而且, 通过图 9能清晰观察到矿物品

位的跟踪误差  ,    都渐近收

敛到零.
此外, 为验证在复杂环境下所提方法的抗干扰

能力, 在设备层输入通道中加入如图 10所示的扰

动来模拟实际工况变化. 从图 11、图 12中可看出,
尽管浮选过程受到干扰的影响, 但在非串级双速率

r1 r2控制器作用下每次精矿品位  和尾矿品位  依然

能稳定在其设定值. 该仿真结果表明, 本文所提具

有误差积分类型的非串级双速率运行优化控制方法

具有良好的鲁棒性和抗干扰能力. 
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H̃图 5    内核矩阵  的收敛性

H̃ HFig. 5    Convergence of    to its ideal value  
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K̃s图 6    控制增益  的收敛性

K̃s KsFig. 6    Convergence of    to its ideal value  
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图 7    精矿品位跟踪曲线

Fig. 7    The tracking performance of the concentrate
grade to its set-point
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4.3    对比仿真

首先, 将本文方法与文献 [18]的非串级分散控

制方法在相同实验条件下进行对比. 由于文献 [18]
没有考虑设备层间的互联, 因此为实现分散控制器

设计, 这里直接忽略设备层互联项, 然后将文献 [18]
的控制策略作用于浮选过程中. 所得文献 [18]的慢

快子系统控制器参数为

Kc
s =

[
0.6390 −0.0186 1.1599

0.0115 −0.0003 0.0093

−5.3686 −326.4713

0.0104 20.8514

]

Kc
f =

[
−0.0037 0

0 −0.0151

]
为评价两种方法的控制性能, 引入绝对误差积

分 (Integral absolute error, IAE)与误差均方差

(Mean square error, MSE)[3, 5, 14], 即
IAE =

k∗+N−1∑
j=k∗

|r(j)− r∗|

MSE =

√√√√ 1

N

k∗+N−1∑
j=k∗

|r(j)− r∗|2

从表 1 中可见本文方法的评价性能均优于文

献 [18]的结果, 主要原因是文献 [18]使用了带有折

扣因子的代价函数, 而这种折扣的跟踪控制方法往

往无法实现零稳态误差跟踪[13].
其次, 将本文方法与文献 [5]的非串级控制方

法在相同实验条件下进行对比. 由于文献 [5]没有

考虑多设备单元情况, 因此这里将设备层模型当成

一个整体情况来处理. 从图 13、图 14可以看出基于

文献 [5]的方法浮选过程精矿品位和尾矿品位也能

近似跟踪上其设定值, 可是对比图 7、图 8发现其达

到稳态时间较长且存在稳态误差. 主要原因也是其

使用了基于折扣代价函数的最优跟踪方法. 
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图 8    尾矿品位跟踪曲线

Fig. 8    The tracking performance of the tail
grade to its set-point
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图 9    浮选过程矿物品位跟踪误差曲线

Fig. 9    Evolution of the ore grade tracking error
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图 10    扰动曲线

Fig. 10    Evolution of the disturbance
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图 11    扰动下精矿品位跟踪曲线

Fig. 11    The tracking performance of the concentrate
grade to its set-point under disturbance
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图 12    扰动下尾矿品位跟踪曲线

Fig. 12    The tracking performance of the tail grade to its
set-point under disturbance
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5    结论

本文针对多设备单元互联、多时间尺度耦合以

及运行层模型未知的一类工业过程, 研究了非串级

双速率组合分散运行优化控制问题. 将奇异摄动理

论与 RL技术相结合, 提出了一种工业过程双速率

组合分散控制方法. 利用奇异摄动理论将工业过程

解耦为异步采样的慢快子系统, 采用数据驱动的 Q-
学习算法求解慢子系统问题, 实现了运行指标的跟

踪控制, 同时求解基于模型的快子系统优化问题,
实现了多设备单元之间的分散控制. 相较串级控

制结构, 本文方法能同时调节设备单元与运行过

程, 设计过程不受设备层与运行层间时间尺度分离

程度的影响, 避免了 “维数灾” 和 “病态数值问题”.
对浮选过程进行的仿真实验验证了所提方法的有

效性.
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图 14    基于文献 [5]的尾矿品位跟踪曲线

Fig. 14    The tracking performance of the tail grade to its
set-point using the method in references [5]
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