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摘    要   由于容易实施, 基于投影梯度的分布式在线优化模型逐渐成为一种主流的在线学习方法. 然而, 在处理大数据应

用时, 投影步骤成为该方法的计算瓶颈. 近年来, 研究者提出了面向凸代价函数的分布式在线条件梯度算法, 其悔界为

, 其中  是一个时间范围. 该算法存在两方面的问题, 一是其悔界劣于公认的悔界 ; 二是没有分析非凸代

价函数的收敛性能, 而实际应用中代价函数大部分是非凸函数. 因此, 提出一种基于条件梯度的加速分布式在线学习算法,
使用 Frank-Wolfe 步骤替代投影步骤, 避免昂贵的投影计算. 文中证明当局部代价函数为凸函数时, 所提算法达到公认的

悔界 ; 当局部代价函数为潜在非凸函数时, 所提算法以速率  收敛到平稳点. 最后, 仿真实验验证了所提算法

的性能与理论证明的结论.
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Abstract   The distributed online optimization model based on projected gradient has become a prominent
paradigm for online learning due to its simplicity. However, this paradigm is incapable of handling massive data ap-
plications because the projection step becomes the computational bottleneck. Recent studies have presented the dis-
tributed online conditional gradient algorithms for convex cost functions, which achieved an O(T 3/4) regret bound,
where T is a time horizon. There are two negative problems for those algorithms. The first one is that the regret
bound of those algorithms is worse than the well known regret bound  . The second one is that the conver-
gence performance of the presented algorithms has not been analyzed for non-convex cost functions, which are common
in practice. In this paper, we propose an accelerated distributed online learning algorithm based on the conditional
gradient method over networks, which avoids the prohibitively expensive projection steps by using Frank-Wolfe
step. Moreover, when the local cost functions are convex, we show that the regret bound of    is achieved.
When the local cost functions are potentially non-convex, we also show that the algorithm converges to some sta-
tionary points at rate of  . Finally, the performance of the proposed algorithm and the theoretical results are
verified by simulation experiments.
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近年来, 学术界和工业界对分布式优化产生了 浓厚的兴趣[1−3]. 实际应用中的许多经典问题本质上

都是分布式优化问题. 例如数据管理问题[4−5]、资源

分配问题[6−7]、目标检测与跟踪问题[8−9]、智能电网[10]

等. 在这些应用中, 数据总量规模庞大, 分散在不同

的数据中心; 节点计算能力有限, 分散在不同的物

理位置. 为了提高这些系统的工作效率, 均离不开

分布式优化算法[11−13].
当前, 多数分布式优化算法的局部代价函数是

非时变的. 然而, 在许多动态变化环境中, 局部代价

函数可能是时变的. 例如, 传感器网络中的估计问

题, 由于受干扰和噪声影响, 每个传感器的观察结

果随时间变化. 因此, 动态变化环境的分布式优化
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须考虑局部代价函数的时变性, 即为分布式在线优

化. 在分布式在线优化中, 智能体仅在每一轮动作

结束之后才能获得其局部代价函数值, 即智能体无

法获取其未来代价函数. 从这个意义上说, 分布式

在线优化本质上不同于分布式优化.
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T )

O((logT )2)

O(logT )
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√
T )

O(logT )

近十年来, 机器学习领域主要关注集中式在线

优化问题[14], 定义了一个衡量在线优化算法性能的

“悔函数”, 即算法代价与事后最佳行为代价之差[15].
受分布式优化的启发, 一些学者开始研究分布式在

线优化算法[16−21]. 具体而言, 针对无约束优化问题,
当代价函数是凸函数时, 可达到悔界  [16−17];
当代价函数是强凸函数时, 可达到悔界  [18]

或悔界  [16−17]. 但在实际应用中, 大部分优化

问题是受约束的[22]. 因此针对约束优化问题, 当代

价函数是凸函数时, 可达到悔界  [19−21]; 当代

价函数是强凸函数时, 可达到悔界  [21].
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O(
√
T )

随着各类智能设备的广泛使用, 许多应用中出

现了大数据集, 为了避免在线优化算法投影算子造

成的大数据计算瓶颈, 就需要考虑高维约束优化问

题[23]. 为此, 针对高维约束优化的无投影算法应运

而生, 即 Frank-Wolfe 算法[24]. 在 Frank-Wolfe 算
法中, 使用了一个线性优化步骤替代投影算子. 近
年来, Frank-Wolfe算法[25−26] 在许多领域广受关注.
此外, 多种 Frank-Wolfe算法的变体[27−31] 也相继提

出以解决各种类似问题. 但是这些算法都是针对集

中式场景, 难以适应分布式应用. 为此, 针对非时变

的代价函数提出一种分布式 Frank-Wolfe算法[32].
但在实际中, 代价函数通常是随时间变化的. 针对

此问题提出了无投影分布式在线算法[33−34], 可以达

到凸局部代价函数的悔界 . 但这个悔界劣

于分布式在线优化算法领域公认的悔界 .
因此, 进一步优化分布式在线学习算法的悔界

仍然是一个亟待解决的问题. 本文针对多智能体网

络中的高维约束优化问题, 使用 Frank-Wolfe步骤

替代投影算子, 提出了一种分布式条件梯度在线学

习算法, 主要贡献如下:
1) 提出了 Frank-Wolfe在线学习算法, 每个智能

体仅利用自己及从邻居接收的信息进行分布式在线

学习, 解决了某些场景无法使用集中式学习的应用

需求.
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2) 分析了所提算法的性能. 当局部代价函数为

凸时, 算法的悔界为 ; 当局部代价函数为非

凸时, 算法以速率  收敛于平稳点.   是

当前同类算法能够达到的最好性能.
3) 通过仿真实验验证了所提出算法的性能和

理论分析的结论.
本文其余部分安排如下: 第 1节给出一些预备

知识; 第 2节对所研究问题进行形式化描述, 并提

出了一种分布式条件梯度在线学习算法; 第 3节给

出了一些假设和主要结果; 第 4节对主要结果进行

详细证明; 第 5节描述了仿真实验与仿真结果; 最
后, 对本文进行了总结. 

1    符号及定义

R
Rd d

R+ Z+ ⟨·, ·⟩
∥·∥2

1

D X ∥·∥2
D = supx,x′∈X ∥x− x′∥2 E [X]

X X Rd

f

为了方便描述, 本节介绍一些符号约定和数学

基础. 在本文中, 所有向量都是列向量, 符号  和

 分别表示实数集和   维实欧几里得空间; 符号

 和  分别表示正实数集和正整数集; 符号 

表示实欧几里得空间的内积; 符号  表示标准欧

几里得范数. 设  表示向量中所有元素为 1的列向

量;   表示约束集  相对于标准欧几里得范数 

的直径, 例如  .   表示

随机变量  的期望值. 设凸紧集  是  的一个子

集. 此外, 与函数  相关的一些定义表述如下.
x, y ∈ X α ∈ [0, 1]

f (αx+ (1− α)y) ≤ αf (x) + (1− α) f (y)

f : X 7→ R

定义 1[35]. 对于任意的 ,  , 若
有  , 则称

函数  为凸的.
x, y ∈ X定义 2[32]. 对于任意的 , 若有

f (y) ≥ f (x) + ⟨∇f (x) , y − x⟩+ µ

2
∥y − x∥22 (1)

f : X 7→ R µ µ则称函数  为  -强凸的, 其中  是一个非

负常数.
x, y ∈ X定义 3[32]. 对于任意的 , 若有

f (y) ≤ f (x) + ⟨∇f (x) , y − x⟩+ β

2
∥y − x∥22 (2)

f : X 7→ R β β则称函数  为  -光滑, 其中  是一个正常

数. 另外, 式 (2)等价于以下关系式

∥∇f (x)−∇f (y)∥2 ≤ β ∥x− y∥2 , ∀ x, y ∈ X
(3)

x, y ∈ X定义 4[32]. 对于任意的 , 若有

|f (x)− f (y)| ≤ L ∥x− y∥2 (4)

f : X 7→ R L L则称函数  为  -Lipchitz, 其中  是一个

正常数.
f x∗ = argminx∈X f (x)如果函数  是强凸的并且 ,

则有
f (x)− f (x∗) ≥ µ ∥x− x∗∥22 (5)

µ = 0 f此时, 若式 (1)中的 , 则称函数  为凸函数. 

2    问题形式化和算法

N

G (V, E) V = {1, · · · , N}
E ⊆ V × V

(i, j) ∈ E i, j ∈ V

j i

本文考虑一个由  个智能体组成的网络, 表示

为图  , 其中,    表示智能体

的集合,   表示边的集合. 假设图是固定

无向图 , 符号   表示对于所有的  ,
智能体  可以直接向智能体  发送信息. 若两个智能
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Nj

j j N

N A A

A = [aij ] i, j = 1, · · · , N

体可以直接交换信息, 则它们是邻居.   表示包括

智能体  本身的  的邻居集合. 此外, 使用一个  -
by-  邻接矩阵  表示通信模式, 并假设  为双随

机的, 定义为 ,  .

t =

1, · · · , T i ∈ {1, · · · , N}
X ⊂ Rd xi (t)

f it : X 7→ R i

f it (xi (t)) T

本文主要研究分布式在线优化问题, 即每个智

能体的局部代价函数随时间变化. 在每轮时隙 

 中 , 智能体   必须从凸紧集

 中选择一个点 . 此时环境生成一个代

价函数  作为回报, 并且智能体  产生了

代价 . 这样, 就转化为在一个时间范围 

内协作优化全局代价函数

min
x∈X

f (x) =
1

N

T∑
t=1

N∑
i=1

f it (x) (6)

f it : X 7→ R
i ∈ V t ∈ {1, · · · , N}

xi (t)

其中, 代价函数  是凸的或是潜在非凸的,
并对于智能体   在   轮选择动作

 后依然是有效的. 由于每个智能体只能利用其

本地信息及其与邻居交换的信息, 因此需要设计分

布式在线学习算法解决在线优化问题 (6).
悔函数是衡量在线算法性能的重要指标, 定义

为[21]

R (T ) =
1

N

T∑
t=1

N∑
i=1

f it (x (t))− min
x∈X

f (x) (7)

T

lim supT→∞R (T ) /T = 0

这样, 研究目标转化为设计一个能够解决问题

(6)的分布式在线算法, 可以在  时间达到次线性

悔界, 即  .

i ∈ {1, · · · , N}

i

本文借鉴集中式 Frank-Wolfe在线学习算法[28],
提出了分布式无投影在线学习算法. 在该算法中,
每一个智能体  线性地组合它自己的

估计值和它从邻居接收的估计值, 然后计算一个能

够替代局部梯度的聚合梯度. 最后, 每个智能体  执

行一个 Frank-Wolfe步骤更新它的估计值. 在该算

法中, 每个智能体只知道自己的局部信息, 并只采

取局部计算和局部通信. 具体算法描述如算法 1所
示. 相关的更新过程见式 (8) ~ (12).

算法 1. 基于条件梯度的加速分布式在线学习

算法

xi (1) i = 1, · · · , N T

A = [aij ] ∈ RN×N N

1) 输入. 起始点 ,  ; 最大时间范围 ;

双随机矩阵 ; 智能体个数 .

t = 1, · · · , T2) for    do

i = 1, · · · , N3) 　for 每个智能体   do

xi (t)4) 　　　一致性步骤: 与邻居节点  交互, 即执行

式 (8).

5) 　　　聚合步骤: 计算聚合梯度代替平均梯度, 即执

行式 (9)和式 (10).

6) 　　　Frank-Wolfe 步骤: 计算式 (11), 并根据式

xi (t)(12)更新估计值 .

7) 　end for

8) end for

i ∈ V {xi (t) : 1 ≤ t ≤ T}.9) 输出. 对于所有 ,  

1算法  中, 一致性步骤为

zi (t) =
∑
j∈Ni

aijxj (t) (8)

聚合步骤为

sit (t) =
∑
j∈Ni

aijs
j
t (t− 1)+

∇f it (zi (t))−∇f it (zi (t− 1)) (9)

Si
t (t) =

1

t

t∑
τ=1

N∑
j=1

aijs
j
τ (t) (10)

Frank-Wolfe步骤为

vi (t) = arg min
v∈X

⟨v, Si
t (t)⟩ (11)

xi (t+ 1) = (1− γ (t)) zi (t) + γ (t)vi (t) (12)

γ (t) ∈ (0, 1)其中,   是学习速率. 

3    假设和主要结果

A = [aij ] ∈ RN×N

本节首先给出一些算法的假设, 然后描述本文

的主要结果. 假设邻接矩阵  满足

以下假设.
G i, j ∈ {1,

· · · , N} aii > 0 (i, j) ∈ E aij > 0

aij = 0 A

i, j ∈ V
∑N

j=1 aij = 1
∑N

i=1 aij = 1

假设 1. 图  是强连通图, 对于任意的 

, 有 ; 如果 , 则 , 否则

. 并假设矩阵  是双随机矩阵, 即对于所有

的 , 有  和 .

i

ρ
(
A− (1/N)11T

)
< 1

ρ (·) ∃λ ∈ (0, 1)

x ∈ RN

假设 1是为了保证智能体  的信息能直接或间

接传输至其他智能体. 该假设在分布式优化领域中是

一个标准假设[21, 32, 36]. 需要注意 ,
其中  是矩阵的谱半径. 因此,  , 对于

任意 , 有

∥Ax− 1x̄∥2 =

∥∥∥∥(A− 1

N
11T

)
(x− 1x̄)

∥∥∥∥
2

≤

λ ∥x− 1x̄∥2 (13)

x̄ = (1/N)1Tx ∃ t0 ∈ Z+ κ ∈ (0, 1]

λ

其中,   . 当   且   时,
 的上界满足

λ ≤ tκ0
1 + tκ0

×
(

t0
1 + t0

)κ

(14)

同时, 从式 (14)可以得出

t0 ≥
⌈

1

λ−
1

1+κ − 1

⌉
(15)

为了分析算法 1的收敛性能, 本文分别给出假
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设 2和假设 3[28, 32].
X X∗

x∗ ∈ X∗ f x∗ X

η = infx∈∂X ∥x− x∗∥2 > 0 ∂X

X

假设 2. 约束集  是凸紧集, 最优集  是非空

集.   是函数  的最小值, 其中  是  的内

部点, 即  , 其中   表示

约束集  的边界集.
假设 2确保可以有效地求解一个线性函数的最

小值.
i ∈ {1, · · · , N} t ∈ {1, · · · ,

T} f it β L

假设 3. 对于所有的  和 

, 局部代价函数  是  -光滑和  -Lipschitz的.
在 Frank-Wolfe算法中, 假设 3是一个标准假

设[28, 30, 32−34], 便于理论分析算法的性能. 因此, 本文

也采用该假设.
∆(t) = Ft (x (t))− Ft (x

∗ (t)) Ft = (1/t)×∑t
τ=1fτ , ft=(1/N)

∑N
i=1f

i
t , x

∗(t)∈argminx∈XFt(x).

∆(t)

定义 ,  
      

这样, 可以通过获取  的上界得到悔界.
γ (t) = 2/ (t+ 2)

i ∈ {1, · · · , N} t ∈ {1, · · · , T}
f it µ µ

∃ t0 ∈ Z+ t ≥ t∗ t∗

定理 1. 基于假设 1 ~ 3, 令步长 ,
对于任意的智能体  和  ,
假设每个代价函数  都是一个带正常数  的  -强
凸函数. 则 , 对于所有的 , 其中  定

义为

t∗ = inf

{
t ≥ 1 :

2C√
t+ 1

+
2C

9
(1− θ) +

(4DC2 + 2βD2 + 4Dβ̄C1)(1− θ) ≤ 0

}
(16)

则有

∆(t) ≤ max


9

2

(
βD2 + 2DC2 + 2DβC1

)
,

2η2µ
θ2 − 4C′

9 +

√(
2η2µ
θ2

)2
− 16

9 × η2µ
θ2 C ′

8/81


1

t+ 1

(17)

C2=
√
N{[δ+ β (D + 2C1)

1− κ
] +2β (D+2C1)}tκ0 ,

κ ∈ (0, 1) δ∈R+ ; C1=
√
NDtκ0 , C ′=2βD2 +

4DβC1 + 4DC2 , θ > 1

其中,  

且   和      

   .

Ft(x(t)) O(1/(t+ 1)) Ft(x
∗(t))

定理 1 的证明详见第 4 节 .  由定理 1 可知 ,
 以速度  收敛到 , 而且

收敛速度受网络智能体个数以及网络拓扑结构的影

响. 由定理 1可以得到算法 1任意时刻的界, 同时

得到算法 1的悔界如下.
i ∈

{1, · · · , N} t ∈ {1, · · · , T} f it L

f it

定理 2. 基于假设 1和假设 2, 假设对于所有的 

 和 , 每个代价函数  是  -
Lipchitz和凸的, 并且  可能是非光滑的. 则对于

x∗ ∈ X任意 , 可以得到

R (T ) ≤ 6
√
ρLD

√
T + 1 (18)

其中,

ρ = max{B1, B2}

B1 =
9

2
(LD + 2DC ′

2 + 2LC1)

B2 =
81

8
×

(
2η2L

Dθ2
− 4C ′′

9
+√(

2η2L

Dθ2

)2

− 16

9
× η2L

Dθ2
C ′′

)

C ′
2 =

√
N

{[
δ +

L (D + 2C1)

D (1− κ)

]
+2

L (D + 2C1)

D

}
×tκ0

C ′′ = 2LD + 4LC1 + 4DC2

O(
√
T ) T

X D

L

O(T 3/4)

O(
√
T )

定理 2的证明详见第 4节. 根据定理 2, 可以得

到强凸条件下的平方根悔界, 即算法 1可实现悔界

, 其中  是一个时间范围. 同时, 可以看到悔

界由约束集  的直径  和局部代价函数梯度的上

界  决定. 此外, 悔界也受通信网络连通性的影响.
与文献 [33]和文献 [34]相比, 本文使用了梯度追踪

技术[13] 以提高算法的收敛速度. 在文献 [33] 和文

献 [34]中, 它们的悔界都为 , 而本文所提算

法的悔界为 , 明显优于以上两个工作. 具体

比较见表 1.
  

表 1    不同算法的比较

Table 1    Comparison of different algorithms

算法 凸代价函数 非凸代价函数

D-OCG[33] O(T 3/4) —

D-BOCG[34] O(T 3/4) —

本文算法 O(
√
T ) O(

√
T ) 

 

当代价函数可能是非凸时, 为了分析算法 1的
收敛性, 引入对偶间隙的定义为

ψ (t) = max
v∈X

⟨∇Ft (x (t)) , x (t)− v⟩ =

⟨∇Ft (x (t)) , x (t)− v̂ (t)⟩ (19)

v̂(t)∈argminv∈X⟨∇Ft(x(t)), v⟩ . ψ (t) =

0 , x (t) minx∈X Ft (x)

其中,    如果 

  则估计值  是  的固定点. 因此,
本文使用类似文献 [25]和文献 [30] 的方法分析对

偶间隙, 非凸代价函数的收敛结果如下.
γ (t) = 1/tκ

κ ∈ (0, 1) f it

定理 3. 基于假设 1 ~ 3, 令步长 , 其
中 . 假设每个代价函数  是非凸的, 并且
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T ∃ t0 ∈ Z+

t ≥ t0 T ≥ 13 κ ∈ [1/2, 1)

时间范围   是均等的 . 则  , 对于所有的

 和 , 当  时, 可以得到

min
t∈[T2 +1, T ]

ψ (t) ≤ 1− κ

T 1−κ
×

(
1−

(
2

3

)1−κ
)−1

× ακ

(20)

其中,

ακ = 4LD +

(
βD2

2
+ 2DC2

)
log 2 +

2βDC1

(
2κ − 1

κ

)
T ≥ 6 κ ∈ (0, 1/2)当  且  时, 可以得到

min
t∈[T2 +1, T ]

ψ (t) ≤ 1− κ

Tκ
×

(
1−

(
2

3

)1−κ
)−1

× α̂κ

(21)

其中,

α̂κ = 4LD +
2κ − 1

κ
(2DC2 + 2βDC1)+

βD2

2
×

1−
(
1
2

)1−2κ

1− 2κ

C1 =
√
NDtκ0

C2 =
√
N

{[
δ +

β (D + 2C1)

1− κ

]
+

2β (D + 2C1)

}
× tκ0 , δ ∈ R

+

κ ∈ [1/2, 1) t ∈ [T/2 +

1, T ] O(1/T 1−κ) κ ∈ (0, 1/2)

O(1/Tκ)

κ = 1/2 O(1/
√
T )

L D

定理 3的证明详见第 4节. 根据定理 3可以得

出, 如果 , 算法 1可以在每轮 

 得到收敛速率 ; 如果当 ,
算法 1 可以得到收敛速率  . 此外, 当设置

 时, 算法可以得到最快的收敛速率 .
可以看出, 收敛速率受梯度上界  和约束集直径 

的影响. 

4    性能分析

本节分析当代价函数为凸函数或潜在非凸函数

时算法 1的性能, 并给出主要结果的详细证明. 为
了分析算法 1的性能, 引入下面 3个辅助向量, 并
给出几个引理.

x (t) =
1

N

N∑
i=1

xi (t) (22)

s̄t (t) =
1

t
× 1

N

t∑
τ=1

N∑
i=1

siτ (t) (23)

gt (t) =
1

t
× 1

N

t∑
τ=1

N∑
i=1

∇f iτ (zi (t)) (24)

t = 1, · · · , T引理 1. 对于所有的 , 有以下关系:
s̄t+1 (t+ 1) = gt+1 (t+ 1)a)  ;
x (t+ 1) = (1− γ (t))x (t) + γ (t)v (t)

v (t) = (1/N)
∑N

i=1 vi (t)

b)  , 其中

.

s̄t (t) x (t)

∥zi (t)− x (t)∥2

引理 1 的证明见附录 A. 从引理 1 可以看出,
更新关系由平均序列  和  决定. 下面给出

 的有界性.
κ ∈ (0, 1]

γ (t) = 1/tκ i = 1, · · · , N t ≥ t0

引理  2 .  基于假设 1 ,  对于某些   使

, 则对于所有的  和 , 有

max
i∈{1, ···, N}

∥zi (t)− x (t)∥2 ≤ C1t
−κ (25)

C1 =
√
NDtκ0其中,  .

t zi (t) x (t)

i ∈ {1, · · · , N}
∥∥Si

t (t)− gt (t)
∥∥
2

引理 2的证明见附录 B. 从引理 2可以看出, 当
 趋于无穷大,   和  的均方差趋近于零. 对
于所有的 , 下面给出 

的有界性.
κ ∈ (0, 1) γ (t) =

1/tκ i = 1, · · · , N t ≥ t0

引理 3. 基于假设 1, 存在  使得 

, 则对于所有的  和 , 有

max
i∈{1, ···, N}

∥∥Si
t (t)− gt (t)

∥∥
2
≤ C2t

−κ (26)

C2=
√
N

{[
δ+

β (D+2C1)

1− κ

]
+ 2β(D+2C1)

}
tκ0

i = 1, · · · , N t ≥ 1 δ δ ≥∥∥sit+1 (1)− ϕt+1 (1)
∥∥
2

其中,  ,

且对于所有的   和  ,    满足  
.

t Si
t (t) gt (t)

引理 3 的证明见附录 C. 从引理 3 可以得出,
当  趋于无穷大时,   和  的均方误差趋近

于零. 下面利用引理 1 ~ 3证明定理 1.

ft = (1/N)
∑N

i=1 f
i
t Ft = (1/t)

∑t
τ=1 fτ

C

定理 1 证明. 为了描述方便, 首先定义辅助变

量   和  ,  并将

常数  定义为

C = max


9

2

(
βD2 + 2DC2 + 2DβC1

)
,

2η2µ
θ2 − 4C′

9 +

√(
2η2µ
θ2

)2
− 16

9 × η2µ
θ2 C ′

8
81

 (27)

θ > 1 C ′ = 2βD2 + 4DβC1 + 4DC2.

t = t∗ t ≥ t∗

∆(t) ≤ C/(t+ 1) t∗

Ft β

其中,  ,    显然, 当
 时, 定理 1成立. 然后, 假设对于某些 ,

 成立, 其中  的定义见式 (16). 从
假设 2 可知函数  是  -光滑的, 因此根据引理 1
中的 b), 可以得出

Ft (x (t+ 1)) ≤

Ft (x (t)) +
β

2
∥x (t+ 1)− x (t)∥22 +
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⟨∇Ft (x (t)) , x (t+ 1)− x (t)⟩ ≤

Ft (x (t)) +
β

2
γ2 (t) ∥v (t)− x (t)∥22 +

γ (t)

N

N∑
i=1

⟨∇Ft (x (t)) , vi (t)− x (t)⟩ ≤

Ft (x (t)) +
β

2
γ2 (t)D2 +

γ (t)

N

N∑
i=1

⟨∇Ft (x (t)) , vi (t)− x (t)⟩ (28)

Ft β

X i = 1, · · · , N
v ∈ X

其中, 第 1个不等式可由  是  -光滑函数得出, 第
2个不等式依据引理 1的 b)得出, 第 3个不等式根

据   的有界性得到. 此外, 对于所有  

和 , 可以得出

⟨∇Ft (x (t)) , vi (t)− x (t)⟩ =⟨
Si
t (t) , vi (t)− x (t)

⟩
+⟨

∇Ft (x (t))− Si
t (t) , vi (t)− x (t)

⟩
≤⟨

Si
t (t) , v − x (t)

⟩
+

D ×
∥∥Si

t (t)−∇Ft (x (t))
∥∥
2
≤

⟨∇Ft (x (t)) , v − x (t)⟩+

2D ×
∥∥Si

t (t)−∇Ft (x (t))
∥∥
2

(29)

Si
t(t)

Si
t (t) vi (t) ∈ argminv∈X

⟨
v, Si

t (t)
⟩

∇Ft (x (t)) ∥∥Si
t (t)−

∇Ft (x (t))∥2 gt (t)

其中, 第 1 个不等式通过在等式加上   再减去

,  由   确定 ;  最后

一个不等式通过加上再减去   得到 .  为
了得到式 ( 2 9 ) 的有界性 ,  需要得到  

 的上界. 根据  的定义, 可以得出∥∥Si
t (t)−∇Ft (x (t))

∥∥
2
≤∥∥Si

t (t)− gt (t)
∥∥
2
+ ∥gt (t)−∇Ft (x (t))∥2 ≤

C2

t
+

1

Nt

t∑
τ=1

N∑
i=1

∥∥∇f iτ (zi (t))−∇f iτ (x (t))
∥∥
2
≤

C2

t
+ β × 1

Nt

t∑
τ=1

N∑
i=1

∥zi (t)− x (t)∥2 ≤

C2

t
+
β

t

t∑
τ=1

C1

t
≤

C2

t
+
βC1

t
(30)

{
f1τ , · · · , fNτ

}T
τ=1

β

v ∈ X

其中, 第 1个不等式可依据三角形不等式获得, 第
2个不等式由范数的凸性和引理 3得出, 第 3个不

等式利用函数   的   -光滑性得到,

第 4个不等式根据引理 2得出. 将式 (29)和式 (30)
代入式 (28), 则对任意 , 有

Ft (x (t+ 1)) ≤ Ft (x (t)) +
γ (t)

2
βD2 +

γ (t) ⟨∇Ft (x (t) , v − x (t))⟩+

2Dγ (t)
C2 + βC1

t
(31)

同时, 还可以得到

Ft (x (t+ 1))− Ft (x
∗ (t+ 1)) ≤

Ft (x (t+ 1))− Ft (x
∗ (t)) ≤

Ft (x (t))− Ft (x
∗ (t)) +

γ2 (t)

2
βD2 −

γ (t) ⟨∇Ft (x (t)) , x (t)− v̂ (t)⟩+

2Dγ (t)
C2 + βC1

t
(32)

x∗ (t) = argminx∈X Ft (x)

v̂ (t) ∈
argminv∈X ⟨v, ∇Ft (x (t))⟩ ∆(t) =

Ft (x (t))− Ft (x
∗ (t))

其中, 第 1个不等式依据 

获得 ,  最后一个不等式依据式 ( 3 1 ) 和  

 得到. 此外, 根据 

, 可以得出

∆(t+ 1) =

t

1 + t
(Ft (x (t+ 1))− Ft (x

∗ (t+ 1)))+

1

1 + t
(ft+1 (x (t+ 1))− ft+1 (x

∗ (t+ 1))) ≤

t

1 + t
(∆ (t)− γ (t) ⟨∇Ft (x (t)) , x (t)− v̂ (t)⟩)+

t

1 + t

(
γ2 (t)

2
βD2 + 2Dγ (t)× C2 + βC1

t

)
+

1

1 + t
(ft+1 (x (t+ 1))− ft+1 (x

∗ (t+ 1))) (33)

其中, 最后一个不等式根据式 (32)得出.

Ft µ x∗ (t) ∈ int (X)

int (X) X ξ ∈
[0, 1) x∗ (t)

另外 , 假设   是   -强凸的且  ,

其中 ,    表示   的内点集 . 则对于某些   

,   为

x∗ (t) = x (t) + ξ (w (t)− x (t)) (34)

w (t) ∈ ∂X Ft µ其中,  . 由于  是  -强凸的, 可以得出

µ

2
∥x∗ (t)− x (t)∥22 ≤

Ft (x
∗ (t))− Ft (x (t))−

⟨∇Ft (x (t)) , x∗ (t)− x (t)⟩ =
−∆(t) + ξ ⟨∇Ft (x (t)) , x (t)−w (t)⟩ ≤
−∆(t) + ξ ⟨∇Ft (x (t)) , x (t)− v̂ (t)⟩ (35)

v̂ (t) ∈ argminv∈X⟨∇Ft×
(x (t)) , v⟩
其中, 最后 1个不等式根据 

 得出. 此外, 还可以得出
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µ

2
∥x∗ (t)− x (t)∥22 =

µ

2
ξ2 ∥w (t)− x (t)∥22 ≥

µ

2
ξ2 ∥w (t)− x (t)∥22 ≥ µ

2
η2ξ2 (36)

其中, 第 1个不等式依据下式得出

∥w (t)− x (t)∥22 ≥ (1− ξ)
2 ∥w (t)− x (t)∥22 =

∥w (t)− x∗ (t)∥22

η最后一个不等式根据  的定义得出. 根据式 (35)和
式 (36), 可以得到

∆(t) ≤ ξ ⟨∇Ft (x (t)) , x (t)− v (t)⟩ − µ

2
η2ξ2 ≤

1

2µη2
(⟨∇Ft (x (t)) , x (t)− v̂ (t)⟩)2 (37)

ξ = ⟨∇Ft (x (t)) ,

x (t)− v̂ (t)⟩ /
(
µη2

)其中 ,  最后一个不等式通过设  

 获得. 因此, 根据式 (37), 可以有

⟨∇Ft (x (t)) , x (t)− v̂ (t)⟩ ≥
√

2µη2∆(t) (38)

∆(t+ 1) ft+1(x(t +

1))− ft+1 (x
∗ (t+ 1)) i ∈

{1, · · · , N} t ∈ {1, · · · , T} f it
µ Ft Ft µ

Ft β L

x∗ (t) ∈ argminx∈X Ft (x) Ft

为了获得  的上界, 需要得出 

 的上界. 由于对于所有的  

 和 , 每个代价函数  都是

 -强凸的, 那么根据  的定义, 函数  也是  -强凸

的. 类似地, 假设 3表明  是  -光滑和  -Lipschitz
的. 由于 , 则根据  的强

凸性, 可以得出

µ ∥x (t)− x∗ (t)∥22 ≤ Ft (x (t))− Ft (x
∗ (t)) ≤ C

t+ 1
(39)

其中, 最后一个不等式根据归纳假设得出. 这样, 依
据式 (39), 还可得出

∥x (t)− x∗ (t)∥2 ≤

√
C
µ

t+ 1
(40)

Ft根据  的定义, 有

Ft+1 (x
∗ (t))− Ft+1 (x

∗ (t+ 1)) =

t

t+ 1
(Ft (x

∗ (t))− Ft (x
∗ (t+ 1)))+

1

t+ 1
(ft+1 (x

∗ (t))− ft+1 (x
∗ (t+ 1))) ≤

1

t+ 1
(ft+1 (x

∗ (t))− ft+1 (x
∗ (t+ 1))) ≤

L

t+ 1
∥x∗ (t)− x∗ (t+ 1)∥2 ≤ LD

t+ 1
(41)

Ft (x
∗ (t)) ≤ Ft (x

∗ (t+ 1))

Ft L

X

其中 ,  第 1 个不等式由  

得出, 第 2个不等式依据  是  -Lipschitz的获得, 最后

一个不等式根据  的有界性得到. 依据式 (41), 得出

∥x∗ (t)− x∗ (t+ 1)∥2 ≤

√
LD

µ (t+ 1)
≤

√
C

µ (t+ 1)

(42)

C ≥ LD

∥x (t)− x∗ (t+ 1)∥2 ≤ D

其中 ,  最后一个不等式根据   得到 .  由于

, 可以得出

∥x (t)− x∗ (t+ 1)∥2 ≤min

{√
4C

µ (t+ 1)
, D

}
≤

C

9L
×
√

1

t+ 1
(43)

C ≥ max
{
324L2/µ, 9LD

}
其中,  . 此外, 还可以得到

∥x (t+ 1)− x (t)∥2 = γ (t) ∥v (t)− x (t)∥2 ≤

D × γ (t) ≤ C

9L
×
√

1

t+ 1
(44)

2/(t+ 2) ≤√
1/(t+ 1) t ≥ 2

其中 ,  最后一个不等式根据不等式  

 对所有的  都成立得出. 因此, 根据

式 (43)和式 (44), 得出

∥x (t+ 1)− x∗ (t+ 1)∥2 ≤ 2C

9L
×
√

1

t+ 1
(45)

ft+1 L

其中, 最后一个不等式根据三角不等式得到. 此外,
由于  是  -Lipschitz的, 可以得出

ft+1 (x (t+ 1))− ft+1 (x
∗ (t+ 1)) ≤ 2C

9
×
√

1

t+ 1
(46)

将式 (38)和式 (46)代入式 (33), 可以得到

∆(t+ 1) ≤
√
∆(t)

(√
∆(t)− γ (t)

√
2µη2

)
+

2C

9 (t+ 1)
3/2

+
γ2 (t)

2
βD2 +

2Dγ (t)× βC1 + C2

t+ 1
(47)

∆(t)− γ (t)
√
2µη2∆(t) ≤ 0当 , 由式 (47)得

∆(t+ 1) ≤

2C

9 (t+ 1)
3/2

+
2βD2

(t+ 1)
2 + 4D

βC1 + C2

(t+ 1)
2 ≤

(
2βD2 + 4DC2 +

2

9
C + 4DβC1

)
× 1

t+ 1
≤(

1

3
C + 3βD2 + 6DC2 + 6DβC1

)
× 1

t+ 2
(48)

n ≥ 1
1

n+ t− 1
≤ n+ 1

n
× 1

n+ t
C

其中, 最后一个不等式依据  时成立的不等式

 得出. 根据  的定义, 可得

C ≥ 9

2

(
βD2 + 2DC2 + 2DβC1

)
(49)
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因此, 得出

∆(t+ 1) ≤ C × 1

t+ 2

∆(t)− γ (t)
√
2µη2∆(t) > 0当 , 根据式 (47), 有

∆(t+ 1)− C

t+ 2
≤

C

(
1

t+ 1
− 1

t+ 2

)
− η

√
2µC

(t+ 1)
3
2

+

2C

9

1

(t+ 1)
3
2

+
4DC2 + 2βD2 + 4DβC1

(t+ 1)
2

C

(t+ 1)
2 − η

√
2µC

(t+ 1)
3
2

+
2C

9

1

(t+ 1)
3
2

+

4DC2 + 2βD2 + 4DβC1

(t+ 1)
2 ≤

1

(t+ 1)
3
2

(
C√
t+ 1

− η
√
2µC +

2C

9
+

(
4DC2 + 2βD2 + 4DβC1

)
× 1√

t+ 1

)
≤

1

(t+ 1)
3
2

(
C√
t+ 1

+
2C

9
(1− θ) +

(4DC2 + 2βD2 + 4DβC1)(1− θ)

)
(50)

1/ (t+ 1)− 1/(t +

2) ≤ 1/ (t+ 1)
2

C

1/
√
t+ 1

t∗

其中, 第 2个不等式依据不等式 

 得出, 最后一个不等式根据   的定

义得到. 由于函数  是一个单调递减函数,
因此  定义可由式 (16)给出.

θ > 1 t∗ t > t∗由于若  , 则   值存在. 因此, 如果  ,
则式 (50)的右侧是非正的, 即

∆(t+ 1) ≤ C × 1

t+ 2

则得到算法 1任意时刻的界.  □

定理 1给出了算法 1任意时刻的界. 利用定理

1, 下面给出定理 2的证明.
定理 2 证明. 引入一个辅助函数:

f̃ it (x) =
⟨
∇f it (x (t)) , x

⟩
+
L

D
∥x− x∗∥22 (51)

∇f it (x (t)) f it x (t)∥∥∇f it (x (t))
∥∥
2
≤ L

其中,   表示  在  处的梯度或次梯度

满足 . 因此, 可得

∇f̃ it (x) = ∇f it (x (t)) +
2L

D
(x− x∗) (52)∥∥∇f it (x (t))

∥∥
2
≤ L ∥x− x∗∥2 ≤ D∥∥∥∇f̃ it (x)∥∥∥

2
≤ 3L i ∈ {1, · · · , N}

由于   和  , 则

. 因此, 对于所有的 

t ∈ {1, · · · , T} f̃ it 3L f̃ it和 , 函数  是  -Lipschitz. 根据 

的定义, 可得

f̃ it (x+ y)− f̃ it (x) =
⟨
∇f it (x (t)) , y

⟩
+

L

D
∥y∥22 +

2L

D
⟨x− x∗, y⟩ =⟨

∇f̃ it (x (t)) , y
⟩
+
L

D
∥y∥22 (53)

f̃ it (L/D) (L/D)因此,    是   -强凸和   -光滑的. 根

据定理 1, 可得

∆̃ (t) = F̃t (x (t))− F̃t (x
∗ (t)) ≤ ρ× 1

t+ 1
(54)

其中,
ρ = max{B1, B2}

B1 =
9

2
(LD + 2DC ′

2 + 2LC1)

B2 =

(
2η2L

Dθ2
− 4C ′′

9
+√(

2η2L

Dθ2

)2

− 16

9
× η2L

Dθ2
C ′′

)/(
8

81

)
且

C ′
2 =

√
N

{[
δ+

L (D + 2C1)

D (1− κ)

]
+ 2

L (D + 2C1)

D

}
×tκ0

C ′′ = 2LD + 4LC1 + 4DC2

F̃t (x) =
1

Nt

t∑
τ=1

N∑
i=1

f̃ iτ (x)

和

x∗ (t) = arg min
x∈X

F̃t (x)

x∗ ∈ X因此, 对任何 , 可得
T∑

t=1

f̃t (x
∗ (t)) ≤

T∑
t=1

f̃t (x
∗) (55)

f̃t = (1/N)
∑N

i=1 f̃
i
t F̃t (L/D)

x∗ (t) = argminx∈X F̃t (x)

其中,   . 由于   是   -强凸

且 , 可得

F̃t (x (t))− F̃t (x
∗ (t)) ≥ L

D
∥x (t)− x∗ (t)∥22 (56)

根据式 (54)和式 (56), 可得

∥x (t)− x∗ (t)∥2 ≤

√
D∆̃ (t)

L
≤
√
ρD

L
×
√

1

t+ 1
(57)

t ≥ t∗因此, 对于所有的 , 可以得出

f̃t (x (t)) ≤ f̃t (x
∗ (t)) + 3

√
ρLD ×

√
1

t+ 1
(58)
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f̃ it 3L t = 1

t = T

其中, 利用了  是  -Lipschitze的特性. 从 

到  对式 (58)求和, 可得

T∑
t=1

(
f̃t (x (t))− f̃t (x

∗)
)
≤ 6
√
ρLD ×

√
T + 1 (59)

其中, 不等式根据式 (55)和以下不等式得出

T∑
t=1

1√
t+ 1

≤
∫ T+1

0

1√
τ
dτ = 2

√
T + 1

因此, 根据式 (59), 可以得到

T∑
t=1

⟨∇ft (x (t)) , x (t)− x∗⟩ ≤ 6
√
ρLD ×

√
T + 1

(60)

其中, 使用了不等式

−
T∑

t=1

(
L

D

)
∥x (t)− x∗∥2 ≤ 0

ft依据  是凸函数, 可以得出

ft (x (t))− ft (x
∗) ≤ ⟨∇ft (x (t)) , x (t)− x∗⟩ (61)

根据式 (60)和式 (61), 可以得到

T∑
t=1

ft (x (t))− ft (x
∗) ≤ 6

√
ρLD ×

√
T + 1 (62)

  □

最后, 本文分析非凸函数时算法 1的收敛性能,
即分析对偶间隙的上界, 具体结果如定理 3 所述.
下面给出定理 3的证明.

ψ (t)

γ (t) = 1/tκ
定理 3 证明. 根据  的定义, 即式 (19), 利用

式 (33)和 , 可以得到

∆(t+ 1) ≤ t

t+ 1
(∆ (t)− γ (t)ψ (t))+

t

1 + t

(
γ2 (t)

2
βD2 + 2Dγ (t)× C2 + βC1

tκ

)
+

1

1 + t
(ft+1 (x (t+ 1))− ft+1 (x

∗ (t+ 1))) (63)

其中, 不等式根据引理 2和引理 3得出. 因此, 根据

式 (63), 可得

t

t+ 1
γ (t)ψ (t) ≤ t

t+ 1

(
∆(t) +

γ2 (t)

2
βD2

)
−

∆(t+ 1) +
t

t+ 1
×

2Dγ (t)× C2 + βC1

tκ
+

ft+1 (x (t+ 1))− ft+1 (x
∗ (t+ 1))

1 + t
(64)

∆(t)另外, 根据  的定义, 可得

(ft+1 (x (t+ 1))− ft+1 (x
∗ (t+ 1)))

1 + t
−∆(t+ 1) =

− t

t+ 1
(Ft (x (t))− Ft (x

∗ (t+ 1))) (65)

结合式 (64)和式 (65), 可以得出

γ (t)ψ (t) ≤ ∆(t) +
γ2 (t)

2
βD2 −

(Ft (x (t+ 1))− Ft (x
∗ (t+ 1))) +

2Dγ (t)× C2 + βC1

tκ
(66)

Ft根据  的定义, 还可以得到

Ft (x (t))− Ft−1 (x (t)) =

1

t

t−1∑
s=1

fs (x (t)) +
1

t
ft (x (t))− Ft−1 (x (t)) =

t− 1

t
Ft−1 (x (t)) +

1

t
ft (x (t))− Ft−1 (x (t)) =

1

t
(ft (x (t))− Ft−1 (x (t))) (67)

这样, 根据式 (67), 可以得出

T∑
t=T/2+1

(∆ (t)− (Ft (x (t+ 1))− Ft (x
∗ (t+ 1)))) =

T∑
t=T/2+1

(Ft (x (t))− Ft (x (t+ 1))) −

T∑
t=T/2+1

(Ft (x
∗ (t))− Ft (x

∗ (t+ 1))) =

FT/2+1 (x (T/2 + 1))− FT (x (T + 1))+

FT (x∗ (T + 1))− FT/2+1 (x
∗ (T/2 + 1))+

T∑
t=T/2+2

1

t
× (ft (x (t))− Ft−1 (x (t)))−

T∑
t=T/2+2

1

t
× (ft (x

∗ (t))− Ft−1 (x
∗ (t)))+

L× ∥x (T/2 + 1)− x∗ (T/2 + 1)∥2 +

L×
T∑

t=T/2+2

2

t
∥x (t)− x∗ (t)∥2 ≤

2LD ×

1 +

T∑
t=T/2+2

1

t

 ≤

2LD × (1 + log 2) ≤ 4LD (68)

394 自       动       化       学       报 50 卷



Ft ft L

D∑T
t=T/2+1 t

−1 ≤ log 2T/ (T + 4) ≤ log 2 ≤ 1

其中, 第 1个不等式根据  和  是  -Lipschitz得出,
第 2个不等式由  的定义得到, 第 3个和第 4个不

等式依据 

获得.
t = T/2 + 1 t = T从  到  对式 (66)求和, 可得

T∑
t=T/2+1

γ (t)ψ (t) ≤ 4LD +

T∑
t=T/2+1

(
γ2 (t)

2
βD2 + 2Dγ (t)× C2 + βC1

tκ

)
(69)

γ (t) = t−κ κ ∈ [1/2, 1)由于 , 则当 , 可以得到
T∑

t=T/2+1

γ2 (t) =

T∑
t=T/2+1

t−2κ ≤
T∑

t=T/2+1

t−1 ≤ log 2

(70)

ψ (t) ≥ 0 γ (t) ≥ 0由  和 , 还可以得到[
min

t∈[T/2+1, T ]
ψ (t)

]
×

 T∑
t=T/2

γ (t)

 ≤

T∑
t=T/2

γ (t)ψ (t) ≤

4LD +

(
β
D2

2
+ 2βDC1 + 2DC2

)
log 2 (71)

T ≥ 6因此, 对于所有的 , 可得
T∑

t=T/2+1

γ (t) =

T∑
t=T/2+1

1

tκ
≥
∫ T

T/2+1

t−κdt =

T 1−κ

1− κ

(
1−

(
1

2
+

1

T

)1−κ
)

≥

T 1−κ

1− κ

(
1−

(
2

3

)1−κ
)

(72)

T ≥ 6将式 (72)代入式 (71), 则对所有的 , 有

min
t∈[T/2+1, T ]

ψ (t) ≤ C4

(
1−

(
2

3

)1−κ
)−1

× 1− κ

T 1−κ

(73)

其中,

C4 = 4LD +

(
βD2

2
+ 2βDC1 + 2DC2

)
× log 2

κ ∈ (0, 1/2) t−2κ > t−1当  时, 有 . 因此, 可以得出

T∑
t=T/2+1

1

t2κ
≤
∫ T

t=T/2

1

t2κ
dt =

1−
(
1
2

)1−2κ

1− 2κ
× T 1−2κ

(74)

利用式 (74), 可得

4LD +

T∑
t=T/2+1

γ2 (t)
2

βD2 + 2Dγ (t)×

C2 + βC1

tκ

 ≤
(
βD2

2
+ 2DC2 + 2βDC1

)
×

1−
(
1
2

)1−2κ

1− 2κ
× T 1−2κ + 4LD × T 1−2κ

(1− κ)−1(1−
(2/3)1−κ)T 1−κ

将式 (75) 代入式 (69), 并除以  

, 可得

min
t∈[T/2+1, T ]

ψ (t) ≤ 1− κ

1−
(
2
3

)1−κ × C5

Tκ
(75)

其中,

C5 = 4LD +

(
βD2

2
+ 2DC2 + 2βDC1

)
×

1−
(
1
2

)1−2κ

1− 2κ
 

□ 

5    仿真实验

仿真实验考虑一个数据平均分布的多智能体网

络, 每个节点通过局部通信和局部计算, 与邻居节

点协作完成网络中的全局任务, 使用算法 1解决网

络系统的多分类问题.
在多分类问题中, 每个局部代价函数为

f it (Xi (t)) =

log

1 +
∑

ℓ̸=yi(t)

exp
(
xT
ℓ ei (t)− xT

yi(t)
ei (t)

)
ei (t) ∈ Rd C = {1, · · · , c}

i Xi (t) = [xT
1 , · · · ,

xT
c ] ∈ R

c×d i X ={
X ∈ Rc×d| ∥X∥∗ ≤ ζ

}
∥X∥∗ X

2/(t+ 2)

其中 ,     是类型   的一个元

素, 表示节点  的一个数据实例;  
 表示节点   的一个决策矩阵; 定义  

, 其中   是   的核范数 ;

学习率设为 .
本实验在 aloi和 news20数据集上验证了算法

1的性能. 实验 1考察节点数对算法 1的影响, 当节

点分别为 4、64、128 和 256时算法 1的性能如图 1
所示. 从图 1可以看出, 悔界随着节点数量的增加

而增加, 且在不同节点数时算法 1都是收敛的. 实
验 2采用 64个节点比较算法 1与 D-OCG[33] 算法

的性能, 结果如图 2所示. 从图 2可以看出, 算法 1
均比 D-OCG算法具有更快的收敛速率. 实验 3考
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察不同网络拓扑对算法 1性能的影响, 采用 64个
节点组成完全图、随机图和循环图三种网络拓扑,
算法 1性能如图 3所示. 从图 3可以看出, 采用完

全图拓扑时算法的收敛速率略快于采用随机图 [37]

和循环图拓扑时算法的收敛速率. 

6    结束语

本文研究了多智能体网络系统中的分布式在线

约束优化问题, 其中全局代价函数是局部代价函数

之和, 且局部代价函数是时变的. 为了解决这个问

题, 本文提出了一种分布式条件梯度在线学习算法,

O(
√
T )

T

O(
√
T )

以避免代价高昂的投影算子. 理论分析表明, 对于

凸代价函数, 所提算法可以达到悔界 , 其中

 表示时间范围; 对于非凸代价函数, 所提算法以

 的速率收敛到平稳点. 仿真实验验证了所提

算法的性能和理论分析的结果. 该算法可为多智能

体网络系统的资源分配、数据管理、调度控制等问

题提供参考. 

附录 A    引理 1 的证明

i = 1, · · · ,
N t ≥ 1 N (t+ 1)

证明. 1) 关系 a) 的证明. 对式 (9)从 

 求和, 其中 , 除以  得到

 

5.0

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0
0 500 1 000 1 500 2 000

平
均
损
失

平
均
损
失

迭代次数

(a) news20 数据集

0

% %

500 1 000 1 500 2 000

迭代次数

(b) aloi 数据集

(a) news20 dataset (b) aloi dataset

70

60

50

40

30

20

10

0

4 个节点
64 个节点
128 个节点
256 个节点

4 个节点
64 个节点
128 个节点
256 个节点

 

图 1    在 news20和 aloi数据集上不同节点数下本文算法的性能

Fig. 1    Performance of the proposed algorithm at different nodes on news20 and aloi datasets
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图 2    在 news20和 aloi数据集上 64节点下本文算法和 D-OCG算法的性能比较

Fig. 2    The performance comparison between the proposed algorithm and the D-OCG algorithm at
64 nodes on news20 and aloi datasets
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s̄t+1 (t+ 1)− 1

t+ 1
× 1

N

t+1∑
τ=1

N∑
i=1

siτ (t+ 1) =

1

1 + t
× 1

N

t+1∑
τ=1

N∑
i=1

∑
j∈Ni

aijs
j
τ (t)+

1

t+ 1
× 1

N

t+1∑
τ=1

N∑
i=1

∇f iτ (zi (t+ 1))−

1

t+ 1
× 1

N

t+1∑
τ=1

N∑
i=1

∇f iτ (zi (t)) =

s̄t+1 (t) + gt+1 (t+ 1)− gt+1 (t) (A1)

A 1TA =

1T
由于邻接矩阵  是一个双随机矩阵, 即 

. 由式 (A1)可得

s̄t+1 (t+ 1) = s̄t+1 (0) + gt+1 (t+ 1)− gt+1 (0)

gt+1 (0)=
1

N(t+1)

∑t+1
τ=1

∑N
i=1 ∇f iτ (zi (0))

i=1, · · · , N τ≥1 siτ (0)=∇f iτ (zi (0))
s̄t+1 (0) = gt+1 (0)

其中,  . 由于

对所有的  和 , 有 ,

则   .

x (t)2)关系 b) 的证明. 根据  的定义以及式 (8)

和式 (12), 可以得出

x (t+ 1) =
1

N

N∑
i=1

xi (t+ 1) =

1

N

N∑
i=1

[(1− γ (t)) zi (t) + γ (t)vi (t)] =

(1− γ (t))

N

N∑
i=1

N∑
j=1

aijxi (t) +
γ (t)

N

N∑
i=1

vi (t) =

(1− γ (t))x (t) + γ (t)v (t) (A2)

A

1TA = 1T v (t) = (1/N)
∑N

i=1 vi (t)

其中, 最后一个等式根据矩阵   由双随机矩阵得

出, 即 , 且 .  □
 

附录 B    引理 2 的证明

证明. 根据范数的性质, 有

max
i∈{1, ···, N}

∥zi (t)− x (t)∥2 ≤

√√√√ N∑
i=1

∥zi (t)− x (t)∥22

(B1)

为了证明引理 2, 只需要证明不等式√√√√ N∑
i=1

∥zi (t)− x (t)∥22 ≤ C1

tκ
(B2)

t

t = 1 t = t0 t ≥
t0 κ ∈ (0, 1] , γ (t) = t−κ

xi(t+ 1) = (1− t−κ)zi(t) + t−κvi (t)

下面对  使用归纳法证明式 (B2). 可以看出,

从  到 , 式 (B2)成立. 假设对于某些 

, 式 (B2)也成立. 由于当   有 ,

则有 . 因此, 根

据引理 1 的 b), 可以得到

N∑
i=1

∥zi (t+ 1)− x (t+ 1)∥22 =

N∑
i=1

∥∥∥∥∥∥
N∑
j=1

aij
(
1− t−κ

)
zj (t) +

N∑
j=1

aijt
−κvj (t)−

(
1− t−κ

)
x (t)− t−κv (t)

∥∥∥∥∥∥
2

2

≤
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图 3    本文算法在具有固定 64个节点和不同拓扑结构的 news20和 aloi数据集上的性能

Fig. 3    Performance of the proposed algorithm on news20 and aloi datasets with fixed 64 nodes and different topologies
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λ2
N∑
j=1

∥∥∥∥∥∥(1− t−κ
)
(zj (t)− x (t)) +

t−κ (vj (t)− v (t))

∥∥∥∥∥∥
2

2

(B3)

∑N
i=1 ∥zi (t+ 1)− x (t+ 1)∥22

其中, 最后一个不等式依据式 (13)得到. 为了获得

 的上界, 需要得到

N∑
j=1

∥∥(1− t−κ
)
(zj (t)− x (t)) + t−κ (vj (t)− v (t))

∥∥2
2

的上界. 为此, 首先有

N∑
j=1

∥∥(1− t−κ
)
(zj (t)− x (t))+ t−κ (vj (t)− v (t))

∥∥2
2
≤

N∑
j=1

∥zj (t)− x (t)∥22 +Nt−2κD2 +

2Dt−κ
√
N

√√√√ N∑
j=1

∥zj (t)− x (t)∥22 ≤

t−2κ
(
C2

1 +ND2
)
+ 2Dt−2κC1

√
N ≤(

tκ0 + 1

tκ0
× C1

tκ

)2

(B4)

X
∑N

i=1 |wi| ≤
√
N
√∑N

i=1 w
2
i

t ≥ t0

其中, 第 1个不等式依据柯西−施瓦兹不等式、约束

集  的有界性和不等式 

得到. 第 2个和第 3个不等式由归纳假设得到. 因
此, 根据式 (14), 对于所有的 , 有

λ× 1 + tκ0
tκ0 × tκ

≤ tκ0
1 + tκ0

×
(

t0
1 + t0

)κ

×

1 + tκ0
tκ0 × tκ

=

(
t0

1 + t0

)κ

× 1

tκ
≤

(
t

1 + t

)κ

× 1

tκ
=

1

(1 + t)
κ (B5)

φ (ν) = (ν/ (1 + ν))
κ

ν

其中, 第 2个不等式根据函数 

是关于  的单调递增函数得到. 结合式 (14)和式 (B5),
可以得到√√√√ N∑

i=1

∥zi (t+ 1)− x (t+ 1)∥22 ≤ C1

(1 + t)
κ

因此, 式 (B2)成立.  □ 

附录 C    引理 3 的证明

证明. 首先, 利用范数的性质, 有

max
i∈{1, ···, N}

∥∥Si
t (t)− gt (t)

∥∥
2
≤

√√√√ N∑
i=1

∥∥Si
t (t)− gt (t)

∥∥2
2

(C1)

为了证明式 (25), 只需证明式 (C2)√√√√ N∑
i=1

∥∥Si
t (t)− gt (t)

∥∥2
2
≤ C2

tκ
(C2)

C2 =
√
N [[δ + β(D+2C1)

1−κ ] + 2β (D + 2C1)]× tκ0

i = 1, · · · , N t ≥ 1 δ

δ ≥
∥∥sit+1 (1)− ϕt+1 (1)∥2

其中,  ,

且对于所有的  和 ,   是一个满足

   的正常数.

t = 1 t = t0 t

σf iτ (t+ 1) =

∇f iτ (zi (t+ 1))−∇f iτ (zi (t))

下面采用归纳法证明式 (C2). 可以看出, 从
 到  , 式 (C2) 成立. 假设对于某个  , 式

( C 2 ) 成立 .  引入一个辅助变量  

, 将其代入式 (9), 可以

得到

siτ (t+ 1) =
∑
j∈Ni

aijs
j
τ (t) + σf iτ (t+ 1) (C3)

Si
t (t)根据  的定义, 有

N∑
i=1

∥∥Si
t+1 (t+ 1)− gt+1 (t+ 1)

∥∥2
2
≤

λ2
N∑
i=1

∥∥∥∥∥∥ 1

t+ 1

t+1∑
τ=1

N∑
j=1

aijs
j
τ (t) +

1

t+ 1

t+1∑
τ=1

σf iτ (t+ 1)− gt+1 (t+ 1)

∥∥∥∥∥
2

2

=

λ2
N∑
i=1

∥∥∥∥∥ t

t+ 1

(
Si
t (t)− gt (t)

)
+

1

t+ 1
sit+1 (t+ 1) +

1

t+ 1

t∑
τ=1

σf iτ (t+ 1) +

t

t+ 1
gt (t)− gt+1 (t+ 1)

∥∥∥∥∥
2

2

(C4)

gt (t)其中, 不等式依据式 (9)和式 (13)得出. 根据 

的定义, 可以得到

gt+1 (t+ 1)− t

t+ 1
gt (t) =

1

t+ 1

1

N

t+1∑
τ=1

N∑
i=1

∇f tτ (zi (t+ 1))−

1

t+ 1

1

N

t∑
τ=1

N∑
i=1

∇f tτ (zi (t)) =
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1

N (t+ 1)

t∑
τ=1

N∑
i=1

(
∇f iτ (zi (t+ 1))−∇f iτ (zi (t))

)
+

1

t+ 1

1

N

N∑
i=1

∇f it+1 (zi (t+ 1)) =

1

t+ 1

t∑
τ=1

(
1

N

N∑
i=1

σf iτ (t+ 1)

)
+

1

t+ 1
ϕt+1 (t+ 1) (C5)

ϕt+1 (t+ 1) = (1/N)
∑N

i=1 ∇f it+1 (zi (t+ 1))其中 ,    .

并且可以进一步得到∥∥sit+1 (t+ 1)− ϕt+1 (t+ 1)
∥∥
2
=∥∥∥∥∥∥

N∑
j=1

aijs
j
t+1 (t)− ϕt+1 (t) +

σf it+1 (t+ 1)− [ϕt+1 (t+ 1)− ϕt+1 (t)]

∥∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥∥
N∑
j=1

aijs
j
t+1 (t)− ϕt+1 (t)

∥∥∥∥∥∥
2

+

∥∥σf it+1 (t+ 1)− [ϕt+1 (t+ 1)− ϕt+1 (t)]
∥∥
2
≤

λ
∥∥sit+1 (t)− ϕt+1 (t)

∥∥
2
+∥∥σf it+1 (t+ 1)− [ϕt+1 (t+ 1)−

ϕt+1 (t)]∥2 (C6)

∥σf it+1(t+ 1)−
[ϕt+1(t+ 1)− ϕt+1 (t)]∥2

其中, 第 1个不等式依据三角不等式得出, 最后一

个不等式根据式 (13) 获得. 另外,   

 由式 (C7)进行计算∥∥σf it+1 (t+ 1)− [ϕt+1 (t+ 1)− ϕt+1 (t)]
∥∥2
2
=∥∥σf it+1 (t+ 1)

∥∥2
2
+ ∥ϕt+1 (t+ 1)− ϕt+1 (t)∥22 −

2
⟨
σf it+1 (t+ 1) , ϕt+1 (t+ 1)− ϕt+1 (t)

⟩
≤∥∥σf it+1 (t+ 1)

∥∥2
2

(C7)

ϕt+1 (t+ 1)其中, 最后一个不等式依据  的定义得出.

将式 (C7)代入式 (C6), 得到∥∥sit+1 (t+ 1)− ϕt+1 (t+ 1)
∥∥
2
≤

λ
∥∥sit+1 (t)− ϕt+1 (t)

∥∥
2
+∥∥σf it+1 (t+ 1)

∥∥
2

(C8)

σf it+1 (t+ 1)根据  的定义, 可以得到

∥σf it+1 (t+ 1) ∥2 =∥∥∇f it+1 (zi (t+ 1))−∇f it+1 (zi (t))
∥∥
2
≤

β ∥zi (t+ 1)− zi (t)∥2 =

β

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

aij (xj (t+ 1)− zj (t)+

(zj (t)− zi (t)))

∥∥∥∥∥
2

≤

β

N∑
j=1

aij
(
∥xj (t+ 1)− zj (t)∥2 +

∥zj (t)− zi (t)∥2
)
≤

β

N∑
j=1

aij
∥∥t−κ (vj (t)− zj (t))

∥∥
2
+

β

N∑
j=1

aij
(
∥zj (t)− x (t)∥2+∥zi (t)−x (t)∥2

)
≤

β

N∑
j=1

aij
(
Dt−κ + 2C1t

−κ
)
=

(D + 2C1)βt
−κ (C9)

其中, 第 1个不等式根据式 (4)得到, 第 2个不等式

可由欧几里得范数的凸性和三角不等式推出, 第 3

个不等式依据式 (12)和三角不等式获得, 第 4个不

等式从引理 1推出. 将式 (C9)与 (C8)合并, 可以

得到 ∥∥sit+1 (t+ 1)− ϕt+1 (t+ 1)
∥∥
2
≤

λt+1
∥∥sit+1 (1)− ϕt+1 (1)

∥∥
2
+

β (D + 2C1)
t−1∑
τ=0

λτ (t− τ)
−κ ≤

∥∥sit+1 (1)− ϕt+1 (1)
∥∥
2
+

β (D + 2C1)

1− κ
t1−κ (C10)

其中, 最后一个不等式根据下面不等式得出

t−1∑
τ=1

λτ (t− τ)
−κ ≤

t∑
θ=1

θ−κ ≤

∫ t

0

θ−κdθ =
1

1− κ
t1−κ

λ ∈ (0, 1).其中,    此外, 还可以得到
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∥∥∥∥∥ 1

t+ 1

t∑
τ=1

σf iτ (t+ 1) −

1

t+ 1

t∑
τ=1

(
1

N

N∑
i=1

σf iτ (t+ 1)

)∥∥∥∥∥
2

≤

1

t+ 1

t∑
τ=1

∥∥∥∥∥σf iτ (t+ 1)− 1

N

N∑
i=1

σf iτ (t+ 1)

∥∥∥∥∥
2

=

1

t+ 1

t∑
τ=1

∥∥∥∥∥
(
1− 1

N

)
σf iτ (t+ 1) −

1

N

∑
j ̸=i

σf jτ (t+ 1)

∥∥∥∥∥∥
2

≤

1

t+ 1

t∑
τ=1

((
1− 1

N

)∥∥σf iτ (t+ 1)
∥∥
2
+

1

N

∑
j ̸=i

∥∥σf jτ∥∥2
)

≤

2
1

t+ 1

t∑
τ=1

(
1− 1

N

)
(D + 2C1)βt

−κ ≤

2 (D + 2C1)βt
−κ × t

t+ 1
(C11)

N

∥∥sit+1 (1)− ϕt+1 (1)
∥∥
2
≤ δ δ

i ∈ {1, · · · , N}

其中, 第 1个不等式根据欧几里得范数的凸性推出,
第 2个不等式依据三角不等式获得, 第 3个不等式

从式 (C9)推出, 第 4个不等式依据  是一个正整

数得到. 将式 (C10)和式 (C11)代入式 (C4), 并使

,   是一个正常数. 则对于

所有的 , 可以得到

N∑
i=1

∥∥∥∥∥ t

t+ 1

(
Si
t (t)− gt (t)

)
+

1

t+ 1
sit+1 (t+ 1) +

1

t+ 1

t∑
τ=1

σf iτ (t+ 1) +
t

t+ 1
gt (t)−

gt+1 (t+ 1)

∥∥∥∥∥
2

2

≤

N∑
i=1

∥∥Si
t (t)− gt (t)

∥∥2
2
+ 4N (D + 2C1)

2
β2t−2κ +

4

[
δ +

β (D + 2C1)

1− κ

]
(D + 2C1)βt

−2κ +

N

t2κ

[
δ +

β (D + 2C1)

1− κ

]2
+

2
√
N

√√√√ N∑
i=1

∥∥Si
t (t)− gt (t)

∥∥2
2
×

[
δ +

β(D + 2C1)

1− κ
+ 2(D + 2C1)β

]
≤

C2
2 t

−2κ +N

(
δ +

β(D + 2C1)

1− κ

)2

t−2κ +

4N(D + 2C1)
2β2t−2κ + 4

√
N(D+ 2C1)C2βt

−2κ+

2
√
N

[
δ+

β(D + 2C1)

1− κ

]
[2(D+ 2C1)β + C2]t

−2κ ≤

t−2κ

[
C2 +

√
N

[[
δ +

β(D + 2C1)

1− κ

]
+

2β(D + 2C1)

]]2
≤
(
tκ0 + 1

tκ0
× C2

tκ

)2

(C12)

∑N
i=1 |wi| ≤

√
N
√∑N

i=1 w
2
i

C2 t ≥ t0,

其中, 第 1个不等式依据三角不等式、柯西−施瓦兹

不等式和不等式   推出 ,

第 2个不等式根据归纳假设获得, 最后一个不等式

从  的定义得到. 依据式 (14), 对于所有的 

可以得出

λ× tκ0 + 1

tκ0
≤
(

t

t+ 1

)κ

(C13)

由此, 对式 (C12)两边取平方根完成归纳. 然
后, 将式 (C1) 和式 (C2) 结合, 即完成引理 3 的

证明.  □
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