
 

 

基于数据关联狄利克雷混合模型的电网

净负荷不确定性表征研究
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摘    要   针对电网净负荷时序数据关联的特点, 提出基于数据关联的狄利克雷混合模型 (Data-relevance Dirichlet pro-
cess mixture model, DDPMM)来表征净负荷的不确定性. 首先, 使用狄利克雷混合模型对净负荷的观测数据与预测数据

进行拟合, 得到其混合概率模型; 然后, 提出考虑数据关联的变分贝叶斯推断方法, 改进后验分布对该混合概率模型进行求

解, 从而得到混合模型的最优参数; 最后, 根据净负荷预测值的大小得到其对应的预测误差边缘概率分布, 实现不确定性表

征. 本文基于比利时电网的净负荷数据进行检验, 算例结果表明: 与传统的狄利克雷混合模型和高斯混合模型 (Gaussian
mixture model, GMM)等方法相比, 所提出的基于数据关联狄利克雷混合模型可以更为有效地表征净负荷的不确定性.
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Abstract   Considering the time sequence correlation of the net load in power grids, this paper proposes a non-para-
metric Bayesian framework based on the data-relevance Dirichlet process mixture model (DDPMM). First, the Di-
richlet process mixture model is used to fit the observation data and the forecast data of net load, in order to ob-
tain a joint mixed probability model. Then, we propose a modified variational Bayesian inference that considers the
correlation of the time sequence to acquire optimal parameters of the mixture model. Afterwards, we obtain the cor-
responding net load forecast error probabilistic distribution according to different net load forecast values. Finally,
this paper uses actual data from the Belgian power grid for verification. Compared with the traditional Dirichlet
process mixture model and Gaussian mixture model (GMM), our proposed approach takes into account the correla-
tion of time series. Therefore, it can better characterize the forecast error of the net load, and obtain the optimal
number of component clusters that would capture the uncertainty of the net load with more efficiency.
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电网净负荷为电力用户用电需求与新能源出力

之间的有功功率差值. 随着新能源的高速发展, 风
电和光伏发电大规模接入电网, 在一定程度上减少

了化石能源消耗, 降低了环境污染. 然而, 受新能源

功率的波动性和间隙性影响, 特别是随着风光等接

入比例越来越高, 电网净负荷的精准预测变得十分

困难, 这给电网运行的安全性和经济性带来了一定

的挑战[1−3]. 因此, 如何有效表征净负荷的不确定性,
从而在一定程度上合理安排电力备用资源, 对确保

电网安全经济运行具有十分重要的意义.
目前, 国内外关于电网净负荷不确定性表征的

相关研究, 主要分为以下两类. 第 1类是通过概率
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预测或者区间预测方法来直接表征净负荷的不确定

性[4]. 第 2类是通过研究确定性预测值的预测误差,
分析其统计特性, 从而表征净负荷的不确定性[5]. 由
于确定性预测相对于概率/区间预测简单易行, 因
此基于第 2类的净负荷不确定性表征方法受到国内

外学者的密切关注. Bhandari等使用 Logistic分布

来描述净负荷的预测误差, 相比于正态分布, Lo-
gistic分布能更好地描述其偏峰特征[6−7]. 然而, 当分

布式可再生能源的渗透率较高时, Logistic分布则

无法描述其尖峰或者多峰的特征[8]. 为解决这一问

题, 文献 [9−11]使用高斯混合模型 (Gaussian mix-
ture model, GMM)来表征负荷与可再生能源的不

确定性, 通过利用 GMM对净负荷预测误差进行拟

合, 可以更好地描述尖峰的特性. 然而, GMM需要

事先指定概率分布的混合模型组数, 目前主要依靠

经验来设定, 一般会导致较大的误差. 为了解决GMM
上述的缺点, Sun等[12] 使用狄利克雷混合模型 (Di-
richlet process mixture model, DPMM)来表征负

荷的不确定性, 但是该工作假设观测数据是独立的.
事实上, 在实际电网中, 净负荷表现为时间序列数

据, 具有较强的数据关联特点, 即数据关联性[13]. 然
而, 传统的 DPMM没有考虑这一关联性, 导致其无

法较好地描述净负荷信息, 存在一定的偏差.
针对 DPMM的这一缺陷, 本文提出基于数据

关联的狄利克雷混合模型 (Data-relevance Dirich-
let process mixture model, DDPMM)的贝叶斯框

架, 使用考虑数据关联的改进后验概率分布, 并结

合变分贝叶斯推断来获取最优的混合模型个数及其

参数, 来更好地表征净负荷不确定性. 首先, 构造基

于狄利克雷过程的混合模型, 其中主要包括每个混

合模型的权重比例及其对应的参数; 其次, 利用净

负荷数据具有关联性的特点, 基于变分推断方法提

出一种改进的后验分布, 来描述各个模型与观测数

据之间的关系. 进一步, 使用改进的期望最大 (Ex-
pectation-maximum, EM)算法对混合模型进行迭

代求解, 得到其在不同预测值下的预测误差边缘概

率分布, 从而实现净负荷的不确定性表征. 最后, 根
据比利时电网的数据进行实验验证. 本文的主要贡

献包含以下 3个方面:
1) 提出了基于数据关联的狄利克雷过程混合

模型, 考虑净负荷时序关联性来改进 DPMM的后

验概率分布, 并描述其不确定性. 相比于 DPMM算

法, DDPMM可以更为有效地利用净负荷数据.
2) 本文根据改进的 DPMM后验概率分布, 构

造出新的证据下界. 基于 EM算法, 利用新构造证

据下界的更新信息证明了 DDPMM的收敛性.
3) 通过比利时电网的实际数据验证了 DDPMM

的效果. 算例结果表明, 与传统的 DPMM 相比, 考
虑净负荷数据关联信息的 DDPMM 会大幅度加快

收敛速度, 混合模型精度也得以进一步提升. 

1    基于数据关联狄利克雷混合模型的

贝叶斯框架

本章首先通过对净负荷数据进行分析, 揭示净

负荷时间序列的数据关联性; 其次, 通过该数据关

联性来改进传统的 DPMM, 提出考虑数据关联的

狄利克雷混合模型的贝叶斯框架. 

1.1    净负荷时序序列关联性

净负荷数据的表现形式为时序序列, 其当前状

态与历史时刻相关, 因此本文使用滞后相关性来描

述净负荷的数据关联程度[14]. 具体计算为

corr(Γ, ΓT ) =

N−T∑
t=T+1

ζt × ζt+T√
N−T∑
t=1

ζ2t ×

√
N−T∑
t=1

ζ2t+T

(1)

Γ = {ζ1, ζ2, · · · , ζt, · · · , ζN} ζt

Γ

96× 365 = 35 040 ΓT

ζt+T

{ζ1, ζ2, · · · , ζN−10} {ζ11, ζ12, · · · , ζN}

针对式 (1), 以比利时 2019年全年净负荷观测

数据  为例, 其中,   为

第 t 个观测数据, 数据集  的时间分辨率为 15 min,
N 为   代表一年的数据量 [ 1 5 ] .    

代表滞后 T 步的净负荷时序序列,   为第 (t +T)
个观测数据. 图 1表示净负荷的关联程度, 横纵坐

标代表时间滞后的尺度, 共 10步, 每步步长为 15 min,
右侧色阶表示其数据关联程度大小. 在图 1中, 可以

观察到净负荷的数据关联程度随着平移时间的增加

而逐渐减少. 以滞后 10步为例 (T = 10), 坐标 (0,
10)对应的右纵坐标数值代表 150 min后的净负荷

 与当前数据  

的关联程度大小, 即 0.82. 这表明当前数据与 150 min
后的净负荷关联性依然很强.
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图 1    净负荷数据关联图

Fig. 1    The data-relevance of net load
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因此, 在具体使用 GMM或 DPMM对净负荷

数据进行拟合时, 需要考虑历史数据对当前时刻的

影响. 然而, 传统的 GMM与 DPMM在处理时序

序列时会假设各个观测数据之间是独立的, 没有考

虑净负荷数据关联这一特点, 可能导致 GMM 与

DPMM生成的概率混合模型含有更多的组份, 容
易引起过拟合, 影响净负荷不确定性的表征精度[16].

为此, 本文通过考虑净负荷数据关联的特点来

改进传统的 DPMM, 提出考虑数据关联的狄利克

雷混合模型贝叶斯框架. 

1.2    基于数据关联狄利克雷混合模型贝叶斯框架

本文所提出的基于数据关联的狄利克雷混合模

型贝叶斯框架包括 3个部分, 如图 2所示.

  
阶段1: 净负荷数据归一化

阶段2: 数据关联 DPMM

阶段3: 构建条件误差模型

净负荷观测值 x

净负荷观测值 y

净负荷数据归一化

狄利克雷过程

折棍构造

改进变分推断

构建联合概率分布

构建 y 的边缘分布

构建条件误差分布 [z = x − y y]

 

图 2   数据关联狄利克雷混合模型变分贝叶斯框架

Fig. 2    The framework of DDPMM variational Bayes
 

第 1阶段进行净负荷数据归一化. 以 x 和 y 分

别表示净负荷的观测值和预测值, 它们的数值在本

文研究的比利时实际电网数据集中已经给出. 然后,
对 x 和 y 分别进行归一化操作[17]. 第 2阶段, 使用提

出的 DDPMM得到 x 与 y 的联合概率分布. 首先,
使用折棍构造过程[18] 来表示狄利克雷过程, 得到该

联合概率分布的混合模型; 其次采用考虑数据关联

的改进变分贝叶斯推断来计算出混合模型的均值矩

阵与协方差矩阵, 以及混合组数. 最后, 在第 3阶段

中, 根据 x 与 y 的联合概率分布, 得到关于预测值

的边缘概率分布 P(z|y), 其中 z = x − y 代表净负

荷的预测误差. 通过上述基于 DDPMM的非参数

贝叶斯框架来描述净负荷的不确定性, 其中主要包

括折棍构造, 狄利克雷过程和改进变分推断这几个

步骤, 下面分别进行阐述. 

1.3    狄利克雷过程与折棍构造表示法

E = {ϵ1, ϵ2, · · · , ϵN}

DDPMM是基于 DPMM的改进, 其中 DPMM
是一种非参数的贝叶斯的软聚类方法, 即它是将数

据  以一定概率归于某一高斯分

布[19], 其中 N 表示数据个数. DPMM可以从数据中

得到最优的概率分布来描述该数据集 E, 而无需指

定混合模型的具体参数以及混合组数.
H(Ω)

Ωk = {µk, σk} µi, σi

H(Ω)

Ωk H(Ω) H(Ω)

ϵi, ϵj (i ̸= j)

H(Ω)

ϵi, ϵj (i ̸= j)

H(Ω)

考虑一个连续的概率分布  , 它的每个样

本点  都表示高斯分布, 其中  为

其均值与方差, 因此  为一个混合模型, 即它是

由无穷个高斯分布加权得到, 每个数据被分类到某

个  中. 然而, 当  为连续分布时, 从  采

样得到两个相同高斯分布的概率为 0, 即任意两个

不同的数据  被分类至不同的高斯分布,
将失去聚类的意义. 因此需要将  离散化, 使不

同的数据  划分到相同的类里, 该离散化

过程称为狄利克雷过程, 它是用于贝叶斯建模和分

析的随机过程[20]. 定义  为基分布, 离散化之后

的分布记为 G. 通过 DP采样得到的分布 G 表示为

G ∼ DP (ϕ, H(Ω)) (2)

ϕ H(Ω)

ϕ → 0

ϕ → ∞

ϕ

H(Ω)

其中,    为浓度参数, 表示的是   离散化的程

度. 当  时, 分布 G 达到最离散的状态, 即成为

样本空间只有一个样本的离散分布列; 当 ,
分布 G 与 H 相等, 成为连续分布, 即 G = H. 在这

两极端的情况之间, 浓度参数  越大, G 越接近基

分布   [21].
狄利克雷过程的构造方法主要通过折棍构造,

其可以直观地理解混合模型的构造过程. 折棍构造

就是将一根单位长度的棍子, 通过多次折断, 得到

不同长度的棍子, 该过程被证明服从狄利克雷过程[22].
折棍构造可以用以下两个表达式得到:

vm ∼ Beta(vm|1, ϕ) (3)

πm = vm

m−1∏
s=1

(1− vs) (4)

vm vm

考虑一根单位长度的棍子 , 如图 3 所示 , 每
次选取当前长度的一定比例  ,  其中   服从
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Beta(vm|1, ϕ) vm ∈ (0, 1)

πm

, 且  , 如式 (3) 所定义. 每
次选取出来的棍子长度  为 G 中样本的权重, 即
每个混合模型的比例, 且它是一个概率测度, 满足

以下条件:
∞∑

m=1

πm = 1 (5)

因此, 每次选取出来的棍子其长度总和为 1, 即
分布 G 的每个混合组份的权重之和为 1.

H(Ω)通过每次对  采样出一个高斯分布, 以及

折棍构造计算出其权重系数, 进而得到分布 G, 其
中 G 的表达式为

G =

∞∑
m=1

πmδΩm (6)

δΩm
其中,   为 Kronecker函数, 表达式为

δΩm
=

{
1, w = Ωm

0, 其他
(7)

H(Ω)

Ωi H(Ω)

πi

图 4为基分布示意图, 其中位于横坐标之上的

为基分布 , 而横坐标之下的是离散化之后的

基分布 G, 其中  代表从  采样出的高斯分布,
而  表示每个高斯分布的权重.

  

W
1

W
2

基分布: H(W)

W
3

W
n

p
1

p
2 p

3

p
n

概
率
密
度

权
重

 

图 4   基分布示意图

Fig. 4    The base distribution
 

Ωi

H(Ω)

πi.

图 5主要表示基分布 G 的形成过程. 首先,  
由  采样得到, 随后通过折棍构造得到其权重

  重复此操作, 得到离散化的基分布 G, 式 (6)为
其对应的数学表达式. 

1.4    非参数狄利克雷混合模型

πm Ωm

ϵn = [xn, yn]

ϵn

事实上, 通过上述基于折棍构造得到的 DPMM,
结合数据的统计性质, 能够更新出最优的混合组数,
以及每个混合模型的权重  与 , 且无需先验知

识. 对于一个二维净负荷数据 , 可以采

用 DPMM将  的概率密度函数表示为

p(ϵn|π, 0) =
∞∑

m=1

πmpm(ϵn|Ωm) (8)

xn, yn

π = {πm}∞m=1 0 =

{Ωm}∞m=1 πm Ωm pm(·)

其中,   分别表示第 n 个净负荷数据的实际净

负荷观测数据与预测净负荷,   和 

 分别表示  和  的集合,   表示混

合模型的第 m 个混合组份. 一般认为其先验为高斯

分布[23], 因此, 可以将 DPMM表示为多元高斯分布

的组合

p(ϵn|π, 0) =
∞∑

m=1

πmNm(ϵn|µm, Λ−1
m ) (9)

Nm(ϵn|µm, Λ−1
m )

µm Λm

ϵm

其中,   为混合模型的第 m 个组份,
为高斯分布, 其中  与  为其均值向量与协方差

矩阵. 式 (9) 表示数据   由混合模型生成的条件

概率.
E = {ϵn}Nn=1,

∀i, j ∈ {1, 2, · · · , N} ϵi ϵj

在此基础上, 考虑数据集   其中,

对于 ,   与  为互相独立的数

据. 因此基于数据集 E 得到的 DPMM可以表示为

p(E|π, 0) =
N∏

n=1

{ ∞∑
m=1

πmNm(ϵn|µm, Λ−1
m )

}
(10)

Z = {{z[n]m }Nn=1}∞m=1

ϵn z
[n]
m = 1;

z
[n]
m = 0.

为了将各数据与每个混合组份联系起来, 引入

一个隐变量集合  , 若第 n 个数

据   与第 m 个混合部件关联, 则    否则,

  因此 DPMM可以进一步表示为

p(E|Z, 0) =
N∏

n=1

∞∏
m=1

Nm(ϵn|µm, Λ−1
m )

z[n]
m (11)

图 6表示 DPMM各变量之间的关系. 首先混

 

1−v
1

1−v
2

1−v
3

1−v
n

p
1

p
2

p
3

v
2

v
1

v
3

v
n

 

图 3    折棍构造过程

Fig. 3    The process of steak-breaking
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图 5    狄利克雷混合模型

Fig. 5    Dirichlet process mixture model
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π ϕ

Ωk H(Ω)

π

π

π

合模型权重  由浓度系数  生成, 表示各混合模型

的权重;   表示从基分布  采样出的高斯分布.
另外, 混合模型权重  与净负荷数据是通过隐变量

Z 间接联系, 其中混合模型权重表示了各混合组份

占混合模型的比例. 因此, 图 6中隐变量 Z 是由 

生成的. 可以得到 Z 在  上的条件概率分布表示为

p(Z|π) =
N∏

n=1

∞∏
m=1

π
z[n]
m

m (12)

  

p

∞

Z
i

X
i

N

H

f

W
k

 

图 6   DPMM概率图模型

Fig. 6    DPMM probability graph model
 

π 0,

通过变分贝叶斯推断 (Variational Bayesian
inference, VBI)以及上述的非参数狄利克雷混合模

型, 可以估计出较优的参数  和   进而最终得到

DDPMM. VBI将在第 2节进行详细介绍. 

2    基于 VBI 的数据关联的狄利克雷混

合模型

本节提出了考虑数据关联的狄利克雷混合模

型, 通过使用数据关联的信息来改进变分推断, 得
到考虑数据关联之后的后验分布. 首先, 通过变分

分布来近似净负荷数据的似然函数, 将变分推断问

题转化为优化问题; 然后通过考虑净负荷数据关联

特点, 建立新的变分后验分布; 最后通过构建新的

上下界来证明 DDPMM是收敛的. 

2.1    非参数狄利克雷混合模型

θ = {π, 0}
π = {πm}∞m=1.

θ p(E|θ)

VBI用于估计参数  以及隐变量 Z 的

后验概率密度, 其中   在数据 E 给定

的情况下, 目的是求解混合模型 p, 使数据 E 在给

定参数  上的后验分布  最大:

arg max
θ

p(E|θ) (13)

p(E|θ)
q

q L,

p(E|θ)

由于  难以计算出解析表达式, 本文利用

VBI使用变分分布  来近似原分布 p. VBI假设变

分分布  来自于变分族   通过最小化 KL散度来

近似后验分布. 因此, VBI把贝叶斯推断问题转化

成为一个优化问题. 根据定义,   的对数似然

可以分解为如下形式:

ln p(E|θ) =
∫

ln p(E|θ)× q(Z)dZ =∫
ln

p(E, Z|θ)
p(Z|E, θ)

× q(Z)dZ =∫
ln

p(E, Z|θ)
q(Z)

× q(Z)dZ+∫
ln

q(Z)

p(Z|E, θ)
× q(Z)dZ =

ELBO +KL(q(Z)||p(Z|E, θ)) (14)

KL(q(Z)||p(Z|E, θ))其中, ELBO 与  可表示为如下

形式:

ELBO =

∫
ln

p(E, Z|θ)
q(Z)

× q(Z)dZ (15)

KL(q(Z)||p(Z|E, θ)) =

∫
ln

q(Z)

p(Z|E, θ)
× q(Z)dZ

(16)

p(E|θ) θ

θ,

θ

ln p(E|θ).

因此, 极大化  就需要优化 Z 与  两个参

数, 分两步优化, 第 1步优化参数 Z, 使变分分布 q(Z)
接近 p, 称为期望步 (Expectation step, E step), 即
得到期望的变分分布; 第 2步优化参数   称为最大

化步 (Maximization step, M step), 通过优化  来

极大化 

Zi Zi−1

p(E|θ)

本文着重考虑净负荷的数据关联性, 图 7表示

考虑数据关联的 DPMM概率图, 与图 6不同之处

在于当前时刻数据参考了上一时刻数据的信息, 即
 的部分信息来自于 . 这一部分由变分分布 q(Z)

决定, 因此 DDPMM主要考虑变分分布的改进, 使
得 q(Z)去近似 . 通过使用净负荷的关联数据

的特性可得到改进后的变分分布 q(Z), 即极小化
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图 7    考虑数据关联性的 DPMM概率模型图

Fig. 7    DPMM probability model graph
considering data-relevance
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KL(q(Z)||p(Z|E, θ))

KL(q(Z)||p(Z|E, θ))

ln p(E|θ) ≥ ELBO

p(E|θ)

, 这对应于 EM算法中的 E步,

即得到期望的变分分布. 其中 

为 KL散度, 可视为两个分布之间的距离, KL散度

越小两个分布越相似. 由 KL 散度的非负性可知,

, 其中, ELBO 为证据下界 (Evid-

ence lower bound, ELBO). 当观测数据和预测数

据已知, 混合模型固定时,   为常数, 因此 KL

散度的极小化问题可以转化为如下问题:

argmin KL(q(Z)||p(Z|E, θ)) ⇔
argmax (ELBO) =∫

ln
p(E, Z|θ)

q(Z)
× q(Z)dZ =

Eq(Z)

[
ln

p(E, Z|θ)
q(Z)

]
=

Eq(Z) [ln p(E|Z, 0)] + Eq(Z) [ln p(Z|π)]−

Eq(Z) [q(Z)] (17)

VBI通常假设变分分布来自场变分族, 隐变量

之间相互独立, 为了更好地描述变分分布, 本文将

折棍构造截断, 取一个稍大的值作为混合组数上限.

q(Z) =

K∏
i=1

qi(zi) (18)

zk

其中, K 为混合模型成份的上限值. 通过使用信息

传递算法进行循环坐标优化, 得到每个隐变量的更

新公式. 对于第 k 个隐变量, 将与  无关的变量都

视为常数. 因此, 式 (14)的目标函数可以转化为如

下形式:

Eq(Z)

[
ln

p(E, Z|θ)
q(Z)

]
=

−
∫ K∏

j=1

qj ln

K∏
j=1

qj

p
dZ =

−
∫ K∏

j=1

qj ln
K∏
j=1

qjdZ +

∫ K∏
j=1

qj ln pdZ =

−
∫ K∏

j=1

qj (ln qk − ln p) dZ−
∫ K∏

j=1

qj

K∑
i ̸=k

ln qidZ =

−
∫

qk

∫ K∏
j ̸=k

qj(ln qk−ln p)dZ−kdzk−
K∑
i ̸=k

ln qi =

∫
qk
{
Eq(z−k) ln p− ln qk

}
dzk + constant (19)

qk根据式 (17)得到  的更新公式如下:

∂ Eq(Z)

[
ln p(E,Z|θ)

q(Z)

]
∂qk

= 0 ⇒

Eq(z−k)ln p− 1 + constant = ln qk ⇒

q∗k ∝ exp
{
Eq(z−k)ln p(E, Z|θ)

}
(20)

q∗k, Eq(z−k)因此, 最优的变分分布为   其中,   表

示除第 k 个隐变量, 对其他隐变量进行期望运算.

Eq(Z)[ln
p(E, Z|θ)

q(Z)
] qk另外 ,    对   的二阶偏导通

过计算可表示为如下形式:

∂2 Eq(Z)

[
ln p(E,Z|θ)

q(Z)

]
∂qk2

=

∂
{∫

(Eq(z−k) ln p− ln qk − 1)dzk
}

∂qk
=

−
∫

1

qk
dzk (21)

Eq(Z)[ln
p(E, Z|θ)

q(Z)
] qk −

∫
(1/qk)dzk

qk

ln q∗k(Z)

通过式 (20)迭代更新每个隐变量的变分分布,

可以得到最优的变分分布. 此外, 由式 (21) 可知

 对每个  的二阶偏导 

都小于 0, 因此其对于每个  都是凸的. 通过式 (20)

更新得到的变分分布, 可保证 ELBO的更新单调不

减. 最优变分分布的对数表达式  可表示为

ln q∗k(Z) = Eqj ln p(E, Z|θ) + constant =

Eqj{ln p(E|Z, 0) + lnp(Z|π)}+ constant (22)

将式 (11)与式 (12)代入式 (22), 并将与 Z 无

关的变量处理到常数项中, 得到

ln q∗(Z) =

N∑
n=1

K∑
k=1

z
[n]
k ln pnk + constant (23)

ρnk ϵn

q∗(Z)

其中,   表示第 k 个混合模型在数据  处的概率

密度值, 通过对式 (23)简化, 可以得到最优变分分

布 :

q∗(Z) =

N∏
n=1

K∏
k=1

(rnk )
z
[n]
k (24)

rnk ϵn

ϵn

ρnk

其中,   为第 n 个数据  对第 k 个混合组份的响

应度, 表示  属于第 k 个混合组份的概率, 通过对

 单位化计算得出:

rnk = p(z
[n]
k = 1) =

ρnk
∞∑
j=1

ρnj

(25)
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2.2    考虑数据关联的变分后验分布

L传统的 VBI假设  隐变量之间相互独立, 然而

净负荷是时序序列, 其前后数据具有关联性. 因此,

考虑关联性的最优变分分布可以表示为

q∗(zk) = q(zk|zk−1) ⇒

p(z
[n]
k = 1) = p(z

[n]
k = 1|z[n−1]

k′ = 1) =

p(z
[n]
k = 1, z

[n−1]
k′ = 1)

p(z
[n−1]
k′ = 1)

(26)

k′

p(z
[n]
k = 1, z

[n−1]
k′ = 1)

其中,   表示第 n − 1个数据最大响应度的混合组

份. 考虑第 n 个数据与第 n − 1个数据的混合组份

的信息, 可以将  定义为

p(z
[n]
k = 1, z

[n−1]
k′ = 1) =(

w × p(z
[n]
k = 1) + w′ × p(z

[n]
k′ = 1)

)
×(

w × p(z
[n−1]
k = 1) + w′ × p(z

[n−1]
k′ = 1)

)
=

(w × rnk + w′ × rnk′)×
(
w × rn−1

k + w′ × rn−1
k′

)
(27)

w =
π

π + π′ 和 w′ =
π′

π + π′其中,   表示第 k 和 k′个

组份所占的比例. 因此, 通过改进响应度值来改进

变分分布可以表示为

ρnk′ =
p(z

[n]
k = 1, z

[n−1]
k′ = 1)

p(z
[n−1]
k′ = 1)

=

(w × rnk+w′ × rnk′)×(w × rn−1
k +w′ × rn−1

k′ )

rn−1
k′

=

(
w′ + w

rn−1
k

rn−1
k′

)
× (w × rnk + w′ × rnk′) (28)

ρnk′ r′nk对  归一化, 得到归一化之后的响应度 :

r′nk =
ρ′nk

∞∑
j=1

ρ′nj

=

(
w′ + w

rn−1
k

rn−1

k′

)
× (w × rnk + w′ × rnk′)

K∑
k=1

(
w′ + w

rn−1
k

rn−1

k′

)
× (w × rnk + w′ × rnk′)

(29)

r′nk因此,   的上下界可表示为

r′nk ≥ w′ ×min(rnk , rnk′)
K∑

k=1

max(rnk , rnk′)

r′nk ≤ max(rnk , rnk′)

w′ ×
K∑

k=1

min(rnk , rnk′)

(30)

r′nk
rnk

通过式 (25)可以得到改进之后的响应度  与

 之间的差值为

r′nk − rnk ≥ w′ ×min(rnk , rnk′)
K∑

k=1

max(rnk , rnk′)

− rnk = LBn
k

r′nk − rnk ≤ max(rnk , rnk′)

w′ ×
K∑

k=1

min(rnk , rnk′)

− rnk = HBn
k (31)

因此, 根据式 (15)和式 (28)可以得到改进之

后的MELBO (Modified evidence lower bound)与
原始的 ELBO差值如下:

MELBO-ELBO =

Eq(Z) [ln p(E|Z, 0)] + Eq(Z)

[
ln′ p(Z|π)

]
−

Eq(Z) [q
′(Z)]− Eq(Z) [lnp(E|Z, 0)]−

Eq(Z) [ln p(Z|π)] + Eq(Z) [q(Z)] =(
N∑

n=1

K∑
k=1

(r′nk − rnk )× lnπk

)
+

(
N∑

n=1

K∑
k=1

(rnk ln rnk − r′nk ln r′nk )

)
=

N∑
n=1

K∑
k=1

((r′nk − rnk ) (lnπk + 1 + ln ξnk ))

(32)

ξnk r′nk rnk其中,   介于  与  之间, 因此可以得到式 (32)
MELBO-ELBO 的上下界:

N∑
n=1

K∑
k=1

((r′nk − rnk ) (lnπk + 1 + ln ξnk )) ≤

N∑
n=1

K∑
k=1

HBn
k (1 + ln [πk ×max(r′nk , rnk )]) = MHB

(33)
N∑

n=1

K∑
k=1

((r′nk − rnk ) (lnπk + 1 + ln ξnk )) ≥

N∑
n=1

K∑
k=1

LBn
k (1 + ln [πk ×min(r′nk , rnk )]) = MLB

(34)

MELBO-ELBO 的上下界为 MHB (Modified
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high bound)与MLB (Modified low bound), 式 (33)
和式 (34) 中, MHB 与 MLB 分别表示改进上界与

改进下界.

q∗(Z)

q∗(Z)

θ θ∫
p(E, Z|θ)

q(Z)
× q(Z)dZ

ln p(E|θ)

然后考虑净负荷数据关联的特征, 采用 EM算

法找到最优的 . 具体首先求解出变分分布的

具体形式. 随后, 固定 , 使MELBO的改变只

与参数  有关, 进而通过优化  可以得到最优的对

数似然函数 , 从而计算出最

优的 . 其具体的表达式以及收敛性证明可

见附录 A.

KL(q||p)
q(Z) p(Z|E, θ)

KL(q||p)
q(Z) p(Z|E, θ)

q(Z).

θ

EM算法结合净负荷数据关联性的改进后验分

布对应的迭代过程如图 8所示. 首先, 通过式 (14)
得到对数似然值以及证据下确界 ELBO,  
表示变分分布  与  之间的距离, 如图 8(a)
所示. 经过 E 步, 下界 ELBO 得到更新. 图 8(b)
表示 ELBO单调递增导致  减小, 变分分布

 与目标分布  距离缩短. 在得到 ELBO
之后, 计算 DPMM后验分布时考虑了净负荷数据

关联的特点, 因此使用改进之后的变分后验Modi-
fied    该后验分布会导致图 8(b)的 ELBO产

生变化 ,  所以引入改进上界 MHB 与改进下界

MLB来得到改进之后的证据下界MELBO相对于

ELBO的变化范围, 其中 MELBO 位于 MHB 与

MLB之间, 如图 8(c)所示. 经过后验分布的改进,
可得到最终的MELBO. 最后, 通过M步优化参数 

来极大化对数似然函数, 如图 8(d)所示. 需要指出

的是由于改进之后的 EM算法得到的 MELBO位

于MHB与MLB之间, 会导致其与改进之前的 ELBO
存在差值, 进而在迭代时会发生震荡. 但是考虑了

数据关联的 DDPMM能够提高收敛速度, 详细的

结果将在第 4节展示. 

3    算例分析
 

3.1    算例描述

为了验证提出的数据关联狄利克雷混合模型优

越性, 本文根据比利时电网 2019 ~ 2020年的净负

荷数据进行验证, 比利时电网中风电与光伏装机容

量为 3 157 MW和 3 369 MW, 分别占总装机容量

的 16.0% 与 17.0%. 图 9为 2020年 7月 1日的净

负荷与净负荷预测曲线以及负荷与负荷预测曲线,
其中需要指出的是预测值由数据集直接给出.

[z, y]T z = x− y

[z, y]

可以看到负荷预测误差较小, 而净负荷误差较

大, 因为其包括随机性较强的可再生能源. 为了验

证所提出 DDPMM的优越性, 本文使用 2019年的

净负荷数据作为训练集, 2020年的净负荷数据作为

测试集, 时间分辨率为 15 min. 在本文提出的基于

DDPMM的非参数贝叶斯框架中, 首先归一化观测

数据  , 其中  . 然后, 使用 DDPMM
得到  的联合概率分布. 最后根据净负荷的预测

值得到预测误差在各预测值下的边缘概率密度, 并
通过相关指标来评价 DDPMM的优劣.

结果部分首先验证了 DDPMM的收敛性; 进
一步, 通过拟合净负荷预测误差, 得到 DDPMM的

拟合效果; 最后通过区间指标来评价 DDPMM对

净负荷预测误差的整体表征效果. 

3.2    DDPMM 收敛性分析

DDPMM利用了时序序列数据关联的信息, 使
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图 8    考虑数据关联的 EM迭代图

Fig. 8    EM iterative graph considering data-relevance
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p(E|θ)

p(E|θ)

收敛速度加快. 图 10表示了随着迭代次数的增加,
DDPMM与 DPMM逐渐趋于收敛, 其中纵坐标代

表了每次迭代的变化值 , 若变化值趋于 0, 则
可认为已收敛. 为了详细地对比DDPMM与DPMM
的收敛速度, 本文采用了对数纵坐标轴, 对纵坐标

轴进行以 10为底的对数运算. 从图 10中可以观察

到 DDPMM与 DPMM在 3 000代之后逐渐收敛.
其中对于 DPMM每代  的变化略大于 10−10,
而 DDPMM的变化则更小.
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图 10   基于 2019年净负荷数据的 DDPMM
与 DPMM迭代曲线

Fig. 10    DDPMM and DPMM iterative curves based on
net load data in the year of 2019

 

p(E|θ)

另外, 还可以观察到 DDPMM在收敛时反复

振荡. 这是因为 DDPMM在更新的时候考虑了净

负荷数据关联的特点, 这会导致 DDPMM对应的

 变化相较于 DPMM是不均匀的, 因此会产

生振荡. 另外 DDPMM算法是基于 DPMM改进

的, 所以在迭代的前期, DDPMM与 DPMM对应

的变化趋势大致相同, 如图 10中局部图所示.

p(E|θ)

随着迭代次数的增加, DDPMM由于获取了更

多的净负荷数据信息, 其更新会加快. 在大概迭代

至 3  000 代时, DDPMM 的   变化逐渐减小,
而 DPMM基本保持不变, 这意味着 DDPMM相较

于 DPMM收敛更快. 因此, 从图 10的收敛曲线可

以看出 DDPMM在前期进行迭代的时候, 会牺牲

一部分稳定性去寻找更多优秀的解来加快迭代速度. 

3.3    DDPMM 拟合效果分析

为了比较 DDPMM的条件概率分布误差拟合

效果, 本文使用 GMM 与 DPMM 对其进行对比.
其中 GMM的组数通过赤池信息准则 (Akaike in-
formation criterion, AIC)以及贝叶斯信息准则

(Bayesian information criterion, BIC)来确定[24],
AIC与 BIC的具体计算为

AIC = 2k − 2 ln(L) (35)

BIC = k ln(n)− 2 ln(L) (36)

, · · · ,

其中, k 表示模型参数个数, L 表示模型的似然函

数, n 为净负荷样本数量. AIC 与 BIC 为衡量统计

模型拟合优良性的指标. 通过计算 GMM混合组数

为 1, 2   m 个时的 AIC 与 BIC 数值 (其中 m
表示一个较大的数), 获得 m1 与 m2 使其对应得到

的 AIC 与 BIC 数值最小, 将其记为 GMM-AIC与

GMM-BIC.

[x, y]T

通过计算得到 GMM-AIC的组数为 20, GMM-
BIC的组数为 13. 另外, 由 DPMM得到的最优组

数为 15, 而 DDPMM得到的最优组数为 5. 这是因

为 DDPMM拟合净负荷数据  时, 考虑了更多

的信息, 进而合并相似的高斯分布. 但是, DPMM
与 GMM的混合组数多于 DDPMM, 表明其考虑了

更多局部的信息, 容易导致过拟合.
本文根据数据样本数目, 将其均分为 10份, 每

份样本条目的平均值作为每个条件概率分布的净负

荷预测值. 图 11为 DDPMM, DPMM与 GMM在

各预测值下的条件概率分布图, 通过与净负荷数据

直方图的比较, 得到各模型在测试集上的拟合效果.
通过图 11可以观察到, 当净负荷预测值较小

或者较大时, 如图 11(a)与图 11(j)所示, 净负荷的

预测误差较大. GMM模型无法很好的表征其不确

定性, 而 DDPMM与 DPMM在这一方面表现较好.

ln p(E|θ)

为了进一步定量比较不同模型的净负荷预测误

差拟合效果, 本文采用对数似然 (Log-likelihood,
Log-L)与卡方拟合优度值 (Chi-square goodness of
fit, Gof)两个指标, 其中对数似然以  的值

为指标, 该指标数值越大代表对应模型拟合效果越

好; Gof衡量了两个概率分布之间的差异, Gof数值

越小则表示拟合效果差异越小.
表 1为 4个模型的对数似然值, 在 2020年净

负荷数据上 DDPMM有更大的对数似然值, 表明

DDPMM拟合效果更好. 表 2为 4个模型的 Gof值,
可以观察到DDPMM表现比较良好, 在图 11(a) ~(d),
11(g)以及 11(j)中 Gof最小, 而在其他情况下表现
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图 9    2019年 7月 1日净负荷与负荷曲线

Fig. 9    Net load and load curve on July 1, 2019
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稍弱于 DPMM. 这是因为 Gof在本文中用来评估

图 11中 10种预测值下的条件概率分布拟合效果,
主要描述局部信息. 

3.4    DDPMM 区间指标分析

因此, 为了更好地衡量 DDPMM表征净负荷

α

Xα
2

X−α
2

xi

Uα(xi) Lα(xi)

整体不确定性的能力, 本文进一步使用区间指标来

评价净负荷预测误差的整体信息. 具体是首先设置

预测误差分位数 , 在图 11中根据不同预测值所属

的预测误差条件概率分布, 得出预测值对应的上下

分位数  与 , 从而获取净负荷的预测上下界.
然后通过该预测上下界与实际观测数据  比较, 从
而获得净负荷的整体信息, 如区间宽度, 区间覆盖

率等指标. 预测值的区间上下界   和  

表示为

Uα(xi) = xi +Xα
2

Lα(xi) = xi +X−α
2

(37)

为了评价通过净负荷预测误差概率分布所得到

的区间质量, 本文引入 5个指标来进行评估, 分别
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图 11    不同预测值下的净负荷预测误差条件概率分布

Fig. 11    The PDF of net load forecast error conditions under different forecast values
 

 
表 1    对数似然比较

Table 1    Comparison of log-likelihood

模型 Log-L/103 (test)

DDPMM (5) 1.639

DPMM (15) 1.625

GMM-AIC (20) 1.612

GMM-BIC (13) 1.611

 
表 2    卡方拟合优度比较

Table 2    Comparison of goodness of fit of Chi-square

Test (a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) (j)

DDPMM 4.36 3.03 3.58 1.63 1.54 1.96 1.59 1.96 5.32 5.11

DPMM 4.87 3.15 4.46 2.46 1.37 1.79 1.98 1.31 4.92 7.08

GMM-AIC 5.32 3.54 4.20 2.87 2.01 2.01 2.42 1.95 5.94 5.58

GMM-BIC 5.64 3.46 3.95 2.63 2.34 2.53 2.07 2.84 4.99 5.98
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为Winkler分数、PICP (Predict interval coverage
probability)、CWC (Coverage width-based cri-
terion)、AIS (Average interval score)、MPICD
(Mean predict interval center deviation)[25]. 其中,
PICP主要衡量区间的覆盖率; Winkler, CWC以

及 AIS描述了区间覆盖率与区间宽度之间的关系;
MPICD主要描述了预测值处于区间的位置的情况,
如果接近区间的中线则代表效果更好. 其中Wink-
ler、CWC和 MPICD越小越好, 而 PICP和 AIS
越大越好. 这 5个指标具体的数学表达式参见附录 B.

本文选择 0.95 的置信度来构造置信区间, 以
3月、6月、9月以及 12月为典型月份作为测试, 各
模型得到的结果如图 12所示. 可以观察到在 0.95
的置信度下, DDPMM的指标表现优秀, 其指标基

本优于其他三个模型. 表 3列出了图 12(a)对应的

具体指标值, 可以得出 DDPMM的Winkeler分数

相比 DPMM, GMM-AIC与 GMM-BIC分别提高

了 9.7%, 14.2% 和 8.9%, 相对于 DPMM提升明显.
另外, 还可以观察到 GMM-AIC的Winkler分数最

大, 而其混合组数为 20个, 这说明 GMM-AIC发生

了过拟合, 而其他三个模型相对来说拟合较好, 其
中 DDPMM拟合效果最好. 另外, CWC与 AIS综

合考虑了预测区间覆盖率与预测区间的宽度, 可以

看到 DDPMM相较 DPMM分别提高了 81.7% 与

34.0%, 提升效果显著. PICP 为区间覆盖率, 在
0.95的置信度下 DDPMM达到了 0.80, 而 DPMM
为 0.70, 说明 DDPMM可以更好地表征净负荷不

确定性. MPICD描述了模型是否均匀, 可以看到在

这个指标上 DDPMM与其他三个模型差异并不十

分明显, 但是仍优于其余三个模型.
表 4 ~ 6给出了图 12(b) ~ (d)的具体区间指标

数值, 显然 DDPMM在Winkler分数表现最优, 而
GMM-BIC模型的Winkler分数优于 DPMM. 另
外在 PICP指标上, DDPMM的优越性较为明显,
相对于 DPMM 在 6 月、9 月和 12 月分别提高了

8.1% ,  11% 和 18% .  在 CWC 与 AIS 指标中 ,
DDPMM在 9月与 12月相对于其余三个模型表现

更为优秀. 此外, 在MPICD指标的对比中, 3月和

9月 DDPMM的表现更好, 说明 DDPMM可以更

好地表征净负荷的不确定性, 并且得到的净负荷预
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图 12    0.95置信区间雷达图

Fig. 12    Interval radar chart with 0.95 confidence
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测上下界更均匀地分布于观测值两侧.

由表 7和表 8可以观察到, 在不同的置信度下,

DDPMM都表现优异, 并且它的 PICP指标最接近

置信度, 表明 DDPMM的预测区间具有良好的区

间覆盖度. 更进一步可以观察到, DPMM与 GMM-
BIC 指标相差不大 ,  可以认为在当前数据集下 ,
DPMM与 GMM-BIC得到的混合组数相近, 其中

DPMM为 15, GMM-BIC为 13. 然而 DDPMM只

使用 5个混合组份描述了更多的信息, 说明了DDPMM
的优势.

通过以上的结果验证了 DDPMM表征净负荷

不确定性问题的优越性. 同 DPMM, GMM-AIC与

GMM-BIC相比, DDPMM得到的混合模型组份数

目更少, 获得的有效信息更多, 减少了过拟合对于

表征净负荷不确定性的不利影响. 

4    结论

本文提出了基于数据关联的狄利克雷混合模

型, 通过变分推断方法改进了后验分布, 使后验分

布考虑了更多的净负荷数据关联信息. 从而构造出

改进证据的下界, 使得 DDPMM通过这一下界得

到合适的变分分布, 并结合 EM算法证明其收敛性.
最后, 通过将比利时电网作为算例, 使用不同

的指标来衡量 DDPMM表征净负荷不确定性的局

部与整体信息. 验证结果表明, DDPMM具有更快

的收敛速度, 更优的精度, 可以更好地表征电网净

负荷的不确定性. 

附录 A    EM 算法收敛性证明

ln p(E|θ)
θ θ(i) θ

ln p(E|θ) > ln p(E|θ(i))

EM算法主要是通过迭代来逐步近似极大化 .

设第 i 次迭代之后  的估计值为 , 则希望新的估计值  会

使 , 并逐步达到其极大值. 考虑两者的

差, 并利用 Jensen不等式得到其下界:

ln p(E|θ)− lnp(E|θ(i)) =

ln
∫

q(Z)
p(E|Z, θ)p(Z, θ)

q(Z)
dZ − lnp(E|θ(i)) ≥

∫
q(Z) ln

p(E|Z, θ)p(Z, θ)
q(Z)

dZ − lnp(E|θ(i)) =

∫
q(Z) ln

p(E|Z, θ)p(Z, θ)
q(Z)p(E|θ(i))

dZ (A1)

 
表 3    0.95置信度下 2020年 3月区间指标

Table 3    Interval index for March 2020 with 0.95
confidence level

模型 Winkler/102 PICP CWC AIS MPICD/102

DDPMM 33.57 0.80 4.14 −1.03 6.03

DPMM 37.18 0.70 22.58 −1.56 6.05

GMM-AIC 39.11 0.63 78.71 −1.84 6.07

GMM-BIC 36.86 0.69 26.93 −1.51 6.08

 
表 4    0.95置信度下 2020年 6月区间指标

Table 4    Interval index for June 2020 with 0.95
confidence level

模型 Winkler/102 PICP CWC AIS MPICD/102

DDPMM 29.84 0.93 0.50 −0.58 4.59

DPMM 30.91 0.86 1.18 −0.68 4.61

GMM-AIC 33.19 0.75 6.68 −1.02 4.65

GMM-BIC 31.46 0.84 1.56 −0.77 4.63

 
表 5    0.95置信度下 2020年 9月区间指标

Table 5    Interval index for September 2020 with 0.95
confidence level

模型 Winkler/102 PICP CWC AIS MPICD/102

DDPMM 30.60 0.89 0.93 −0.70 5.02

DPMM 32.59 0.80 3.71 −0.96 5.03

GMM-AIC 34.90 0.72 13.76 −1.32 5.03

GMM-BIC 32.85 0.79 3.68 −1.01 5.02

 
表 6    0.95置信度下 2020年 12月区间指标

Table 6    Interval index for December 2020 with 0.95
confidence level

模型 Winkler/102 PICP CWC AIS MPICD/102

DDPMM 39.18 0.72 20.4 −1.97 7.45

DPMM 44.51 0.61 138.23 −2.77 7.44

GMM-AIC 46.02 0.59 173.46 −3.00 7.42

GMM-BIC 43.31 0.64 82.32 −2.59 7.42

 
表 7    0.8置信度下 2020年 6月区间指标

Table 7    Interval index for June 2020 with
0.8 confidence

模型 Winkler/102 PICP CWC AIS

DDPMM 32.76 0.77 0.41 −0.91

DPMM 34.70 0.68 1.34 −1.20

GMM-AIC 37.53 0.56 9.86 −1.66

GMM-BIC 35.41 0.66 1.90 −0.32

 
表 8    0.5置信度下 2020年 6月区间指标

Table 8    Interval index for June 2020 with
0.5 confidence

模型 Winkler/102 PICP CWC AIS

DDPMM 39.84 0.49 0.16 −1.93

DPMM 41.73 0.38 0.73 −2.30

GMM-AIC 44.26 0.31 2.19 −2.73

GMM-BIC 42.33 0.38 0.66 −2.40
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令

B(θ, θ(i)) ln p(E|θ(i)) +
∫

q(Z) ln
p(E|Z, θ)p(Z, θ)
q(Z)p(E|θ(i))

dZ (A2)

ln p(E|θ) > B(θ, θ(i))

B(θ, θ(i)) ln p(E|θ) B(θ, θ(i))

ln p(E|θ) θ(i+1) B(θ, θ(i))

ln p(E|θ)

由式 (A1) 和式 (A2) 可以得到  ,

故   为   的下界 ,     增大会导致

 增大. 通过选择合适的  使  达到极大

值, 从而使  增大, 即

θ(i+1) = arg max
θ

B(θ, θ(i)) =

arg max
θ

{
ln p(E|θ(i))+

∫
q(Z) ln

p(E|Z, θ)p(Z, θ)
q(Z)p(E|θ(i))

dZ
}

=

arg max
θ

Q(θ, θ(i)) (A3)

{
θ(1), θ(2), · · · , θ(i), · · ·

}
, ln p(E|θ(i))

式 (A3)为 EM算法中的M步. 通过式 (A3)可以得到一

列参数估计序列   并且  

是单调递增的.

证明.
ln p(E|θ) = ln p(E, Z|θ)− ln p(Z|E, θ) (A4)

令

Q(θ, θ(i)) =

∫
q(Z|E, θ(i)) ln p(E, Z|θ)dZ

H(θ, θ(i)) =

∫
q(Z|E, θ(i)) ln p(Z|E, θ)dZ (A5)

因此, 式 (A4)可以表示为如下形式:

ln p(E|θ) = Q(θ, θ(i))−H(θ, θ(i)) (A6)

θ θ(i) θ(i+1)对式 (A6)中  取  与 , 并相减得:

ln p(E|θ(i+1))− ln p(E|θ(i)) =[
Q(θ(i+1), θ(i))−Q(θ(i), θ(i))

]
−[

H(θ(i+1), θ(i))−H(θ(i), θ(i))
]

(A7)

Q(θ(i+1), θ(i)) > Q(θ(i), θ(i))

H(θ(i+1), θ(i))−H(θ(i), θ(i)) < 0.

由式 (A3)可知 , 只需证明

H(θ(i+1), θ(i))−H(θ(i), θ(i)) =∫
q(Z|E, θ(i)) ln

p(Z|E, θ(i+ 1))

p(Z|E, θ(i))
dZ ≤

ln
∫

q(Z|E, θ(i))
p(Z|E, θ(i+ 1))

p(Z|E, θ(i))
dZ (A8)

p(Z|E, θ)

由于 E步是对变分分布 q(Z)逐步更新, 当迭代更新的

次数变多时, 变分分布与  的距离足够接近, 可以认

为两者近似相等. 因此, 式 (A8)可以表达为以下形式:

ln
∫

q(Z|E, θ(i))
p(Z|E, θ(i+ 1))

p(Z|E, θ(i))
dZ =

ln
∫

p(Z|E, θ(i+ 1))dZ = 0 (A9)

ln p(E|θ(i+1)) > ln p(E|θ(i))

p(E|θ)
p(E|θ)

即当迭代次数足够大时, DDPMM总是向似然函数增大的

方向进行更新, 即   . 与此同时, 因

为  为概率密度函数, 存在上界, 根据单调收敛的性质,

 会收敛至极大值.  □ 

附录 B    区间指标
 

B.1    PICP

xiPICP为真实值  落在预测区间的比率, 称为覆盖率.

因为得到预测区间是根据边缘概率分布的上下分位数确定

的, 所以无法包含所有的数据点. PICP可以表示为

PICP =
1

n

n∑
i=1

ci (B1)

xi ∈ [Lα(xi), U
α(xi)] ci = 1, ci = 0.当  时,    否则  

B.2    Winkler 分数

Winkler分数是对预测区间的一种综合度量类型, 它可

以同时测量区间覆盖率和区间的宽度, Winkler分数可以表

示为

Winkler =



2(Lα(xi)− xi)

α
+ δ, xi < Lα(xi)

2(xi − Uα(xi))

α
+ δ, xi > Uα(xi)

δ, 其他

(B2)

α α = 0.1,

δ = 1.

当实际观测值大于上区间或者小于下区间时, Wink-

ler 分数就会得到一个惩罚 . 惩罚由   决定 , 令   

  从Winkler分数的定义可以看出, Winkler分数越小

说明该模型所受到的惩罚越小, 表明该模型有更好的区间预

测效果.

为了更好地衡量各模型的区间覆盖率与区间宽度, 通常

情况下希望在分位数确定的情况下, 区间覆盖率越大越好,

而区间宽度越窄越好. 因此, 文中引入 CWC和 AIS两个指

标来描述这两个特征. 

B.3    CWC

CWC综合考虑了预测区间的覆盖率与狭窄程度, 其定

义为

CWC = PINAW × (1 + γe−η(PICP−µ)) (B3)

PINAW =
1

n

n∑
i=1

(Uα
i − Lα

i ) (B4)

γ其中, PINAW 为区间平均宽度,   由 PICP 决定:

γ =

{
1, P ICP < µ

0, P ICP ≥ µ
(B5)

µ η η

η

其中,   为置信水平,   为惩罚系数.   越大, PICP 没有达

到置信水平时的惩罚就越大. 本文将  设置为 5. 

B.4    AIS

Sα(xi)

AIS为另一个综合考虑覆盖率与区间宽度的指标, AIS对

应的第 i 个数据点预测区间的区间分数  的定义为

Sα(xi) =


−2αξ

(α)
i − 4(Lα(xi)− xi), pi < Lα(xi)

−2αξ
(α)
i , P ICP ≥ µ

−2αξ
(α)
i − 4(xi − Uα(xi)), pi > Uα(xi)

(B6)
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ξ
(α)
i其中,   为第 i 个预测区间的宽度, 当目标不在预测区间

覆盖范围时, 会给予一定的惩罚. AIS的数值为平均区间得

分, 可以通过下式计算:

S̄(α) =
1

n

n∑
i=1

S(α)(xi) (B7)

AIS值越大说明预测区间的品质越好. 

B.5    MPICD

MPICD表示观测数据偏离预测区间中线的程度, 其计

算式为

MPICD =
1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣Uα(xi) + Lα(xi)

2
− xi

∣∣∣∣ (B8)

xiMPICD 越小, 表明  越接近预测区间中线.
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