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摘    要   研究了节点状态为高维的多层复杂网络系统的能控性问题. 讨论了节点的异质性、层间耦合和层内耦合对网络能

控性的影响. 研究发现当节点状态由同质变为异质、内耦合矩阵由相同变为不同时, 对网络能控性均有影响 (网络可以由能

控变为不能控, 反之亦然). 对层间耦合模式为驱动响应模式和相互依赖模式, 分别给出了网络系统能控的充分条件或必要

条件. 相比于直接应用经典的能控性判据, 这些条件更易于验证, 且驱动响应模式比相互依赖模式实现系统完全能控所需的

条件更弱.
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Abstract   This paper studies the controllability of multi-layer complex network systems with high-dimensional node
states. We discuss the influence of node heterogeneity, inter-layer coupling, and intra-layer coupling on the control-
lability of the network. It is found that when the state of the node changes from homogeneous to heterogeneous or
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sary conditions for the controllability of the networked system when the inter-layer coupling mode is the drive re-
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客观世界中的许多系统都可以用复杂网络进行

描述, 例如电力网络、交通网络以及互联网络等. 而
对复杂网络研究的主要目的之一是让人们更好地了

解网络结构和功能, 控制复杂网络的行为使其为人

类服务. 例如, 在电力网络中如何选取合适的变电

站作为被控节点来实现对整个电力网络的控制; 在
交通网络中, 如何对车辆站点进行合理的控制来避

免交通拥堵等. 而在对一个网络进行控制之前, 首
先要判断这个网络是否能控. 因此复杂网络的能控

性是复杂网络系统分析和综合的基本问题[1]. 人们

对能控性最早的认识来源于线性系统理论, 并产生

了很多能控性判据[2−7]. 然而, 近些年人们发现, 这些

判据很难直接应用于大规模复杂网络, 因此很多学

者开展了针对大规模复杂网络的能控性的研究, 包
括静态网络[8−18] 和时序网络[19−23].

实际复杂系统抽象成网络, 如果按照层数来进

行分类, 可以将大规模网络分为单层网络和多层网

络. 对于单层网络, Wang等[24−25] 和 Hao等[26−27] 基

于 PBH (Popov-Belevitch-Hautus)能控性判据, 研
究了节点为高维同质的单层网络系统的能控性. 在
此基础上, Hao等[28] 研究了一些典型结构的同质网

络的能控性. 另外, 许多学者在单层网络能控性方

面取得了丰硕的成果[29−33].
相比于直接用单层网络描述, 许多实际系统更

适合用多层网络来描述, 例如公交−地铁构成的交

通网络、互联网−电网构成的网络等[34], 多层网络结

构的能控性也已得到较为广泛的研究[35−40]. 当每个

 
 

收稿日期 2021-07-14    录用日期 2021-11-26
Manuscript received July 14, 2021; accepted November 26,

2021
国家自然科学基金 (61573077, U1808205), 中央高校基本科研业

务费专项基金 (N2023022)资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(61573077, U1808205) and Fundamental Research Funds for the
Central Universities (N2023022)
本文责任编委 王卓
Recommended by Associate Editor WANG Zhuo
1. 东北大学秦皇岛分校控制工程学院 秦皇岛 066004
1. School of Control Engineering, Northeastern University at

Qinhuangdao, Qinhuangdao 066004

第 50 卷   第 11 期 自   动   化   学   报 Vol. 50, No. 11

2024 年 11 月 ACTA AUTOMATICA SINICA November, 2024

https://cstr.cn/32138.14.j.aas.c210654


节点的维数等于 1时, Chapman等[41] 提出一个多

层网络的分析框架, 将因子网络的能控性和能观性

扩展到复合网络上, 并得到系统能控的充要条件.
Hao等[42] 研究了一类特殊的多层网络的能控性, 并
给出了能控的充要条件. Chen等[43] 根据张量代数

以及多项式控制等理论, 发展了超图网络的能控性,
并推导出类 Kalman秩条件来确定实现能控所需的

最小控制节点的数量. 当每个节点的维数大于 1时,
Wu等[44] 定义了两类典型的层间耦合模式, 即驱动

响应模式和相互依赖模式, 并讨论了其对网络系统

平衡稳定性的影响. Wu等[45] 研究了多层同质网络

的状态能控性, 对层间耦合模式分别为驱动响应模

式和相互依赖模式的多层网络, 分别给出了系统能

控的一些充分或必要条件, 并揭示了不同的层间耦

合模式对网络系统能控性的影响. Jiang等[46] 以矩

阵方程的形式给出了多层同质网络能控的充要条

件, 以及层内网络拓扑为一些特殊结构的网络能控

的充分或必要条件.
以上的研究都是假设网络中每个节点具有相同

的动力学特性, 这样的网络称为同质网络. 然而, 现
实中许多系统, 每个节点的动力学特性并不相同,
这样的网络称为异质网络. 当前, 对于异质网络状

态能控性研究得相对较少, Xiang等[47] 从图论和代

数的角度给出了一类单层异质网络完全能控的充要

条件, 并在文献 [48]中研究了节点异质性对整个单

层网络系统能控性的影响. 在此基础上, 在文献 [49]
中对节点之间输入输出是一维且每个节点具有能控

规范型的单层异质网络, 设计了一种控制输入, 得
到网络能控的充要条件, 并研究了网络拓扑可对角

化时的网络系统能控的充要条件.
综上所述, 目前关于复杂网络能控性的研究,

主要考虑的是单层或多层同质网络的能控性[24−28, 45−46],
关于单层异质网络的能控性也取得了一定进展[47−49],
但多层异质网络的能控性的研究尚属空白, 并且上

述研究都是假设节点之间具有相同的内耦合矩阵.
然而, 这个假设较为理想, 在实际中很难满足. 例
如, 考虑层间耦合模式为驱动响应模式 (信号只能

从驱动层传递到响应层)的两层网络, 驱动层由若

干个发电机组成, 响应层由若干个电动机组成, 如
果将发电机和电动机视为节点, 发电机和电动机的

物理参数视为节点的状态. 显然, 每个节点可能具

有不同的状态, 并且节点之间可能具有不同的耦合

关系. 因此, 部分工程网络建模为具有不相同内耦

合矩阵的多层异质网络更符合实际情况. 另外, 许
多对于内耦合矩阵相同的多层同质网络成立的结论

对多层异质网络 (内耦合矩阵相同或不相同)通常

不成立或很难直接推广, 所以对于多层异质网络需

要展开新的讨论.

基于以上讨论, 本文研究了节点之间具有不相

同的内耦合矩阵的多层异质网络的状态能控性. 主
要工作和创新点归纳如下:

1)揭示了节点异质性以及内耦合矩阵的不相

同会影响多层网络的能控性;
2)针对层间耦合为驱动响应模式的多层异质网

络, 分别给出了内耦合矩阵不相同时系统能控的充

分条件以及内耦合矩阵相同时系统能控的必要条件;
3)针对层间耦合为相互依赖模式的多层异质

网络, 分别给出了内耦合矩阵不相同时系统能控的

充分条件以及内耦合矩阵相同时系统完全能控的一

个必要条件. 

1    预备知识

R (C) Rn (Cn) n

n Rn×m (Cn×m)

n×m In n× n

diag{a1, · · · , an} a1, · · · , an
σ(A) A

⊗ |A|
A

本节给出一些数学记号以及必要的引理. 在本文

中,   表示实 (复)数域,   表示  元有序实

(复)数组构成的  维实 (复)向量空间,  
表示  的实 (复)矩阵的集合,   表示  单

位矩阵,   表示对角元为 

的对角矩阵,   为矩阵  的所有特征值构成的

集合,   表示矩阵的 Kronecker积运算,   表示方

阵  的行列式. 如果没有明确指明矩阵的规模, 则
认为矩阵之间的代数运算是相容的.

G = (V, E, W ) V = {v1,
v2, · · · , vN} E = {(vj , vi)}
W = [wij ] ∈ RN×N wij ̸= 0

vj vi wij = 0

加权有向图   由节点集  

 , 边集  以及加权邻接矩阵

 构成. 其中,    表示从节

点  到节点  存在一条有向边; 否则,  .
(A, B)引理 1[49]. 由矩阵对  描述的线性时不变

系统, 下列结论等价:
(A, B)1) 系统  是能控的;

Q=[B, AB, A2B, · · · , An−1B]

rank(Q) = n

2) 能控性矩阵 

是行满秩的, 即 ;
A α αB ̸= 03)   的任何左特征向量  都满足 ;
rank(sIn −A, B) = n, ∀s ∈ C.4)   

2    多层异质网络系统
 

2.1    多层异质网络模型

M N一个具有  层且每层  个节点的多层异质网

络系统的模型为

ẋK
i = AK

i xK
i +

N∑
j=1

wK
ijH

K
i yK

j +

M∑
J=1, J ̸=K

N∑
j=1

dKJ
ij HKJ

i yJ
j + δKi BK

i uK
i

yK
i = CK

i xK
i , i = 1, · · · , N

(1)
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xK
i ∈ Rn uK

i ∈ Rp yK
i ∈ Rm K

i

K K K = 1, · · · , M
i i i = 1, · · · , N

AK
i ∈ Rn×n K

i BK
i ∈ Rn×p i

CK
i ∈ Rm×n i HK

i ∈ Rn×m

K

HKJ
i K J

K = J HKJ
i HK

i

i ̸= j

HK
i ̸=HK

j K ̸=J HK
i ̸=HJ

i HK
i ̸=HJ

j

WK = [wK
ij ] ∈ R

N×N DKJ = [dKJ
ij ] ∈ RN×N

wK
ij ̸= 0 vj vi

wK
ij = 0 vj vi

J j

K i dKJ
ij ̸= 0 K

其中,  ,    ,   分别表示第 

层网络的第  个节点的状态向量、输入向量以及输

出向量 (上标  表示第  层网络,  ; 下

标  表示第  个节点,   ). 本文模型所用

的符号与含义如表 1所示.     为第  层

节点  的状态矩阵,   是节点  的输入矩

阵,   为节点  的输出矩阵,  

描述了第  层网络的不同节点各分量之间的耦合

方式, 称其为内耦合矩阵;   表示第  层与第 

层的不同节点各分量的耦合方式, 称其为层间内耦

合矩阵, 特别地, 当  时,   即为 . 值得

注意的是, 每层内的不同节点之间的内耦合矩阵以

及层间节点间的内耦合矩阵是不同的, 即, 当 

时,  ; 当   时,    或 ,

故称节点间具有不相同的内耦合矩阵. 加权邻接矩

阵  ,     分

别表示层内网络的拓扑结构和层间网络拓扑结构,

其中,   表示存在从节点  到节点  的有向

边;   表示不存在从节点  到节点  的有向

边; 类似地, 如果存在一条有向边从第  层的节点 

指向  层的节点 , 则 . 如果第  层的节点

i δKi = 1 δKi = 0 为受控节点, 则 , 否则 . 值得注意的

是, 系统 (1)中每层内的各个节点以及各层之间的

节点具有不同的自身动力学, 故称其为多层异质网

络. 而当各层内节点的自身动力学相同以及节点间

的内耦合矩阵相同时, 表示多层同质网络模型 [46].
本文中考虑的是节点异质的多层网络的能控性.

x = [(x1)T, · · ·, (xM )T]T∈RMNn

xK=((xK
1 )T, (xK

2 )T, · · ·,
(xK

N )T)T ∈ RNn K u = [(u1)T,

· · · , (uM )T]T ∈ RMNp

uK = ((uK
1 )T, · · · , (uK

N )T)T ∈ RNp K

Φ = [ΦKJ ] ∈ RMNn×MNn K, J = 1, · · · , M
K = J ΦKK =

ΛK+ ΓK ΛK=diag{AK
1 , · · · , AK

N}∈RNn×Nn

ΓK = [ΓK
ij ] ∈ R

Nn×Nn ΓK
ij = wK

ijH
K
i CK

j ∈ Rn×n;

K ̸=J ΦKJ = [ΦKJ
ij ]∈RNn×Nn ΦKJ

ij =

dKJ
ij HKJ

i CJ
j Ψ = diag{Ψ1, · · · , ΨM}

ΨK = diag{δK1 BK
1 , · · · ,

δKNBK
N }, Ξ=diag{δ11C1

1 , · · · , δ1NC1
N , · · · , δM1 CM

1 ,

· · · , δMN CM
N } ∆ =

diag{∆1, · · · , ∆M} ∆K = diag{δK1 , · · · , δKN }

令向量  表示整

个网络系统的状态, 其中,     

 表示系统第  层的状态;  

 表示整个网络系统的输入, 其

中,      为第  层输

入. 令 ;  ,

表示整个网络系统的状态矩阵, 当  时,  
 , 其中,  ,

,    

当   时,      , 其中,  

 . 令     表示整个

网络系统的输入矩阵, 其中,  

    

 表示整个网络系统的输出矩阵; 令 

 , 其中    

描述了第 K层网络中外部控制输入与节点之间的

连接关系. 此时系统 (1)等价于{
ẋ = Φx+Ψu

y = Ξx
(2)

下面介绍两类典型的层间耦合模式: 驱动响应模

式和相互依赖模式. 为了便于叙述, 以两层网络为例.
定义 1 (驱动响应模式)[44]. 对于一个两层网络,

若存在从第 1层内的节点到第 2层内的节点的有向

边, 而不存在从第 2层到第 1层的有向边, 则称层

间耦合为驱动响应模式, 第 1层称为驱动层, 第 2
层称为响应层.

定义 2 (相互依赖模式)[44]. 对于一个两层网络,
若既存在从第 1层内的节点到第 2层内的节点的有

向边, 又存在从第 2层到第 1层的有向边, 则称层

间耦合为相互依赖模式.
层间耦合模式为驱动响应模式和相互依赖模式

的两层网络的示意图分别如图 1和图 2所示. 图 1
和图 2的各层是以有向环形网络为例的, 层内的网

络拓扑可以是任意一种结构的网络.
层数大于 2层时, 驱动响应模式的层间耦合形

式为有向链的形式 (如图 3(a)所示)或为有向支撑

树的形式 (如图 3(b)所示), 或者上述两种情形的组

合; 而相互依赖模式的层间耦合形式可以是任意一

种复杂的连接形式, 图 4给出了 3种连接结构的例子. 

 
表 1    本文模型中所用的特殊符号

Table 1    Special notations used in the model of
this paper

特殊符号 含义

AK
i K i第  层网络的第  个节点的状态矩阵

BK
i K i第  层网络的第  个节点的输入矩阵

CK
i K i第  层网络的第  个节点的输出矩阵

HK
i 

K i第  层网络的第  个节点与该层其他节点之间的

内耦合矩阵

HKJ
i 

J i K第  层网络的第  个节点与第  层网络的其他节

点之间的内耦合矩阵

WK K第  层的网络拓扑

DKJ J K第  层到第  层的网络拓扑

x 整个网络系统的状态

xK K第  层网络的状态

u 整个网络系统的输入

uK K第  层网络的输入

Φ 整个网络系统的状态矩阵

ΦKK K第  层网络的状态矩阵

ΦKJ J K第  层到第  层网络的状态矩阵

Ψ 整个网络系统的输入矩阵

Ξ 整个网络系统的输出矩阵

ΛK AK
1 , · · · , AK

N以  为对角元的分块对角矩阵

∆ diag{∆1, · · · , ∆M}对角矩阵 

∆K diag{δK1 , · · · , δKN }对角矩阵 
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2.2    节点和内耦合矩阵对能控性的影响

δ11 = 1, δ12 = δ13 = δ21 = δ22 = δ23 =

例 1. 考虑层间耦合为驱动响应模式的两层网

络, 每层有 3个节点, 驱动层的网络拓扑是有向链

网络, 响应层的网络拓扑是有向星形网络, 如图 5

所示. 令  0, 且

W 1 =

 0 0 0

1 0 0

0 1 0

 , W 2 =

 0 0 0

1 0 0

1 0 0



D21 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , B1
1 =

[
1 3

0 2

]

CK
i =

[
1 0

0 1

]
, K = 1, 2; i = 1, 2, 3

由式 (2)可知

Φ =



A1
1 0 0 0 0 0

H1
2C

1
1 A1

2 0 0 0 0

0 H1
3C

1
2 A1

3 0 0 0

H21
1 C1

1 0 0 A2
1 0 0

0 H21
2 C1

2 0 H2
2C

2
1 A2

2 0

0 0 H21
3 C1

3 H2
3C

2
1 0 A2

3



Ψ =


B1

1

0

. . .

0


情况 1. 每层网络的节点的状态矩阵以及内耦

合矩阵都相同, 即

 

第 1 层

第 2 层

1

2

1 3

N

3

N

2

u1

控制输入 驱动层

响应层

驱动响应

 

图 1    层间耦合为驱动响应模式的两层网络

Fig. 1    Two-layer networks with the inter-layer
drive-response couplings

 

 

1

2

1 3

N

3

N

2

u1第 1 层

第 2 层

相互依赖

控制输入

 

图 2    层间耦合为相互依赖模式的两层网络

Fig. 2    Two-layer networks with the inter-layer
interdependent couplings

 

 

第 1 层

第 2 层

第 M 层

第 1 层

第 2 层

第 3 层

第 M 层

(a) 有向链的形式
(a) The form of
directed chain

(b) 有向支撑树的形式
(b) The form of directed

support tree 

图 3    层间耦合为驱动响应模式的M层网络结构示意图

Fig. 3    The illustration of M-layer networks with
the inter-layer drive-response couplings

 

 

第 1 层

第 2 层

第 3 层

(a) (b)

第 1 层

第 2 层

第 3 层

第 1 层

第 2 层

第 3 层

(c) 

图 4    层间耦合为相互依赖模式的 3层网络结构示意图

Fig. 4    The illustration of three-layer networks with
the inter-layer interdependent couplings

 

 

第 1 层

第 2 层

1

2

3

1

2

3

u1

驱动层

响应层

控制输入

 

图 5    驱动层为链网络、响应层为星形网络的两层网络

Fig. 5    Two-layer networks with the topology of
the drive-layer is a chain network, and
the response layer is a star network
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A1
i =

[
7 1

5 2

]
, A2

i =

[
1 3

6 5

]

H1
i = H21

i = H2
i =

[
4 5

6 7

]
, i = 1, 2, 3

rank(Ψ, ΦΨ, Φ2Ψ, · · · , Φ11Ψ) = 12易验证 ,    ,  据

引理 1可知, 系统 (2)是能控的.

情况 2. 考虑每层网络的节点的内耦合矩阵都

与情况 1相同, 但节点的状态矩阵由每层内都是相

同的 (即情况 1)改变为每层节点状态矩阵是不相同

的 (异质的), 取

A1
1 =

[
3 0

2 1

]
, A1

2 =

[
2 0

0 1

]
, A1

3 =

[
3 0

5 1

]

A2
1 =

[
2 0

1 1

]
, A2

2 =

[
3 2

0 1

]
, A2

3 =

[
2 0

1 5

]

rank(Ψ, ΦΨ, Φ2Ψ, · · · , Φ11Ψ) = 11 < 12易验证,   ,

据引理 1可知, 系统 (2)是不能控的.

例 1的情况 1和情况 2具有相同的网络结构,

当改变节点动态 (节点动力学特性)时, 网络由能控

变为不能控. 可见, 网络节点的异质性会改变网络

的能控性 (由能控变为不能控).

情况 3. 考虑每层网络的节点的状态矩阵都与

情况 1相同, 但节点间的内耦合矩阵由每层内都是

相同的 (即情况 1)改变为节点间的内耦合矩阵是不

相同的, 取

H1
1 =

[
2 1

3 4

]
, H1

2 =

[
0 2

0 0

]
, H1

3 =

[
2 1

3 7

]

H21
1 =

[
0 0

0 3

]
, H21

2 =

[
1 2

0 3

]
, H21

3 =

[
4 5

6 7

]

H2
1 =

[
0 3

1 5

]
, H2

2 =

[
2 0

0 3

]
, H2

3 =

[
2 0

6 7

]

rank(Ψ, ΦΨ, Φ2Ψ, · · · , Φ11Ψ) = 10 < 12易验证,   ,

据引理 1可知, 系统 (2)是不能控的.

例 1 中的情况 1 和情况 3 具有相同的网络结

构, 当改变节点间的内耦合矩阵时, 网络由能控变

为不能控. 可见, 内耦合矩阵的不同同样会改变网

络的能控性 (由能控变为不能控).

WK , DKJ , CK
i , BK

i , δKi , K, J = 1, 2 i = 1, 2,

3

例 2. 考虑与例 1的层间耦合模式相同的网络,

且    ,      

 , 与例 1中对应量相同.

情况 1. 每层网络的节点的状态矩阵以及内耦

合矩阵都相同, 即

A1
i =

[
2 1

0 3

]
, A2

i =

[
1 2

0 1

]

H1
i = H21

i = H2
i =

[
1 2

0 5

]
, i = 1, 2, 3

rank(Ψ, ΦΨ, Φ2Ψ, · · · , Φ11Ψ) = 10 < 12易验证,   ,

据引理 1可知, 系统 (2)是不能控的.
情况 2. 考虑每层网络的节点的内耦合矩阵都

与情况 1相同, 但节点的状态矩阵由每层内都是相

同的 (即情况 1)改变为每层节点状态矩阵是不相同

的 (异质的), 取

A1
1 =

[
2 1

5 3

]
, A1

2 =

[
1 3

2 5

]
, A1

3 =

[
2 5

1 3

]

A2
1 =

[
3 2

4 1

]
, A2

2 =

[
1 2

3 5

]
, A2

3 =

[
1 2

5 1

]

rank(Ψ, ΦΨ, Φ2Ψ, · · · , Φ11Ψ) = 12易验证,  , 据引

理 1可知, 系统 (2)是能控的.
例 2的情况 1和情况 2具有相同的网络结构,

当改变节点动态 (节点动力学特性)时, 网络由不能

控变为能控. 可见, 网络节点的异质性会改变网络

的能控性 (由不能控变为能控).
情况 3. 考虑每层网络的节点的状态矩阵都与

情况 1相同, 但节点间的内耦合矩阵由每层内都是

相同的 (即情况 1)改变为节点间的内耦合矩阵是不

相同的, 取

H1
1 =

[
1 2

4 3

]
, H1

2 =

[
2 1

3 5

]
, H1

3 =

[
1 3

4 5

]

H21
1 =

[
2 7

0 5

]
, H21

2 =

[
1 2

3 5

]
, H21

3 =

[
2 3

4 5

]

H2
1 =

[
3 0

5 1

]
, H2

2 =

[
3 2

1 5

]
, H2

3 =

[
4 5

3 2

]

rank(Ψ, ΦΨ, Φ2Ψ, · · · , Φ11Ψ) = 12易验证,  , 据引

理 1可知, 系统 (2)是能控的.
例 2 中的情况 1 和情况 3 具有相同的网络结

构, 当改变节点间的内耦合矩阵时, 网络由不能控

变为能控. 可见, 内耦合矩阵的不相同会改变网络

的能控性 (由不能控变为能控).
上述两个例子揭示了节点的异质性以及内耦合

矩阵的不相同对多层网络能控性的影响. 同时也说

明多层异质网络与多层同质网络在能控性条件上存

在差异, 一些对多层同质网络适用的能控性判据对

多层异质网络并不适用, 所以需要对此展开更深入

的研究. 
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3    能控性条件

本节给出层间耦合模式分别为驱动响应模式和

相互依赖模式时, 多层异质网络系统能控的充分或

必要条件. 

3.1    层间耦合为驱动响应模式

Φ Ψ

当层间耦合为有向支撑树且层数为 M 时, 如
图 3(b)所示, 则系统 (2)中的  和  具有下述形式:

Φ =


Φ11

Φ21 Φ22

...
. . .

ΦM1 ΦMM


Ψ = diag{Ψ1, Ψ2, · · · , ΨM} (3)

ΦKJ ΨK K, J = 1, · · · , M其中,   和 ,   按系统 (2)的
方式进行定义.

为了便于叙述主要的定理, 每层网络的受控节

点集记为

UK =
{
i|δKi ̸= 0, i = 1, · · · , N

}
σ(AK

1 ) = · · · = σ(AK
N )

s ∈ σ(AK
i ) K ∈ {1, · · · , M}

假设  , 对于任意给定的

 以及 , 定义矩阵集合

MK(s) ={
[(αK

1 )
T
, · · · , (αK

N )
T
]

∣∣∣∣∣ αK
i ∈ MK1

i (s), i /∈ UK

αK
i ∈ MK2

i (s), i ∈ UK

}

其中,

MK1
i (s) =

{
ξKi ∈ C1×n|ξKi (sI −AK

i ) = 0
}

且

MK2
i (s) =

{
ξKi ∈ C1×n|ξKi BK

i = 0, ξKi ∈ MK1
i (s)

}
i = 1, · · · , N

M(s)=
{
[m1, · · · , mM ]|mK∈MK(s), K=1, · · · , M

}
σ(AK

1 )= · · ·=σ(AK
N ) BK

i ∈Rn×1

CK
i ∈ R1×n HK

i = HKJ
i ∈Rn×1 i ̸= j HK

i =

HKJ
i ̸= HK

j = HKJ
j i = 1, · · · , N K, J = 1, 2, · · · ,

M

定理 1. 假设 ,  ,

,  , 且   时,  
 ,    ;     

 . 则网络系统 (2)和 (3)能控的充分条件如下:
(AK

i , HK
i ) i = 1, · · · , N K = 1, 2, · · · , M1)  ,  ;  ,

是能控的;
(AK

i , CK
i ) i = 1, · · · , N K = 1, 2, · · · , M2)  ,  ;  ,

是能观测的;
s ∈ σ(AK

i ) αK
i ∈ MK1

i (s)∪
MK2

i (s) ϑKWK = 0 K = 1, 2, · · · , M ϑK =

0 ϑK = [αK
1 HK

1 , · · · , αK
NHK

N ]

3) 对于任意的  以及 

 , 若 ,    , 则 

 , 其中,     ;

s /∈σ(AK
i ) rank(I−ΣKWK) =

N K= 1, 2, · · · , M ΣK= diag{γK
1 , · · · , γK

N }
γK
i = CK

i (sI −AK
i )−1HK

i .

4) 对于任意的 ,  

;  , 其中     ,

α=[α1, · · · , αM ]=[α1
1, · · · ,

α1
N , · · · , αM

1 , · · · , αM
N ] αK

i ∈R1×n i = 1, · · · ,
N K = 1, 2, · · · , M

证明. 假设存在向量 

  , 其中,  ,    

 ;  , 使得{
α(sI −Φ) = 0

αΨ = 0

等价于
α1(sINn −Φ11)−α2Φ21 − · · · −αMΦM1 = 0

αK(sINn −ΦKK) = 0;K = 2, · · · , M

α1Ψ1 = 0, · · · , αMΨM = 0
(4)

ΦKK , ΦK1, ΨK , K = 1, · · · , M其中,  , 已在式 (2)
中定义. 式 (4)又等价于

α1
i (sI −A1

i )−
N∑
j=1

w1
jiα

1
jH

1
jC

1
i −

M∑
K=2

N∑
j=1

dK1
ji αK

j HK1
j C1

i = 0 (5)

αK
i (sI −AK

i )−
N∑
j=1

wK
jiα

K
j HK

j CK
i = 0

αK
i BK

i = 0, ∀i ∈ UK , i = 1, · · · , N ;K = 2, · · · , M
(6)

s ∈ σ(AK
i ) rank(sI −AK

i ) < n K =

1, · · · , M i = 1, · · · , N
如果  , 则   ,   

 , 由式 (5)和式 (6)可知, 对于 ,
以下两式成立:

N∑
j=1

w1
jiα

1
jH

1
j +

M∑
K=2

N∑
j=1

dK1
ji αK

j HK1
j = 0 (7)

N∑
j=1

wK
jiα

K
j HK

j = 0, K = 2, · · · , M (8)

CK
i sI −AK

i否则,   可以由  的行向量组线性表示, 即

rank
[

CK
i

sI −AK
i

]
= rank(sI −AK

i ) < n

(AK
i , CK

i ) i = 1, · · · , N K = 1, · · · , M这与 ,  ;   是能

观测的相矛盾.
i = 1, · · · , N于是, 根据式 (5)和式 (6), 对于 ,

下式成立:
αK

i (sI −AK
i ) = 0, K = 1, · · · , M (9)

由式 (7), 式 (8)以及条件 3), 可得

αK
i HK

i = 0, i = 1, · · · , N ;K = 1, · · · , M (10)

11 期 曹连谦等: 多层异质复杂网络系统的能控性 2145



从式 (9), 式 (10)以及条件 1)可以推出

αK
i = 0, i = 1, · · · , N ;K = 1, · · · , M (11)

所以系统是能控的.
s /∈ σ(AK

i ) sI−AK
i i = 1, · · · , N K =

1, · · · , M
i = 1, · · · , N

如果   , 则 ,  ;  
 是可逆的, 由式 (5)和式 (6)可以推出对

于任意的 , 有

α1
i =

N∑
j=1

w1
jiα

1
jH

1
jC

1
i (sI −A1

i )
−1

+

M∑
K=2

N∑
j=1

dK1
ji αK

j HK1
j C1

i (sI −A1
i )

−1

αK
i =

N∑
j=1

wK
jiα

K
j HK

j CK
i (sI −AK

i )
−1

K = 2, · · · , M

令
ζ1
i =

N∑
j=1

w1
jiα

1
jH

1
j +

M∑
K=2

N∑
j=1

dK1
ji αK

j HK1
j

ζK
i =

N∑
j=1

wK
jiα

K
j HK

j , K = 2, · · · , M

(12)

则

αK
i = ζK

i CK
i (sI −AK

i )−1, K = 1, · · · , M (13)

HKJ
i = HK

i ∈
Rn×1

将式 (13)代入式 (12)中, 并由 

 得到

ζ1
i =

N∑
j=1

w1
jiζ

1
jC

1
j (sI −A1

j )
−1

H1
j +

M∑
K=2

N∑
j=1

dK1
ji ζK

j CK
j (sI −AK

j )
−1

HK
j

ζK
i =

N∑
j=1

wK
jiζ

K
j CK

j (sI −AK
j )

−1
HK

j

i = 1, · · · , N ;K = 2, · · · , M
γK
i = CK

i (sI−AK
i )−1HK

i , i=1, · · ·, N ; K=

1, 2, · · · , M i = 1, · · · , N
令        

   , 则对于 , 有

ζ1
i =

N∑
j=1

w1
jiζ

1
j γ

1
j +

M∑
K=2

N∑
j=1

dK1
ji ζK

j γK
j (14)

ζK
i =

N∑
j=1

wK
jiζ

K
j γK

j , K = 2, · · · , M (15)

ΣK=diag{γK
1 , · · · , γK

N } K=1, · · · , M ζ =

[ζ1, · · · , ζM ] ∈ R1×MN ζK = [ζK
1 , · · · , ζK

N ]

令   ,    ;  

, 其中 , 则

将式 (14)和式 (15)分别写成矩阵形式, 即

ζ1(I −Σ1W 1)−
M∑

K=2

ζKΣKDK1 = 0

ζK(I −ΣKWK) = 0, K = 2, · · · , M

于是,

ζ


I −Σ1W 1 0 · · · 0

−Σ2D21 I −Σ2W 2 · · · 0

...
...

. . .
...

−ΣMDM1 0 · · · I −ΣMWM

= 0

rank(I −ΣKWK) = N K = 1, · · · , M由于 ,  , 则
I −Σ1W 1 0 · · · 0

−Σ2D21 I −Σ2W 2 · · · 0
...

...
. . .

...
−ΣMDM1 0 · · · I −ΣMWM


ζ = [ζ1, · · · , ζM ] = 0

α = [α1
1, · · · , αM

N ] = 0,

是可逆的, 所以 . 由式 (13)可

知,      故系统是能控的.  □

N

注 1. 定理 1给出了内耦合矩阵不相同、节点异

质的多层网络能控的充分条件, 在判断系统是否能

控时, 只需要对各层的节点系统以及各层内的网络

拓扑分别进行验证, 而无需考虑层间的网络拓扑,

并且参与运算的矩阵的规模远小于整个网络系统矩

阵的规模, 所以在计算上是可行的. 例如, 条件 3)

和条件 4)均仅需验证两个行数和列数为  的矩阵

的秩. 另外, 该定理对节点和内耦合矩阵均相同的

多层网络同样成立.

Φ

注 2. 定理 1考虑的层间耦合为有向支撑树的

多层网络, 对于层间耦合为有向链的多层网络 (如

图 3(a)), 定理 1同样成立, 证明方法相同, 仅在 

的具体形式上存在差异.

下面给出一个具体例子说明定理 1在实际中的

应用.

δ11 = 1 δ12 = δ13 = δ21 = δ22 =

δ23 = 0

例 3. 考虑层间耦合为驱动响应模式的两层网

络, 每层有 3个节点. 令 ,  

 , 网络拓扑及节点的状态矩阵、节点之间的

内耦合矩阵以及输出矩阵的具体取值如下:

W 1 = W 2 =

 0 1 0

1 0 1

1 1 0

 , D21 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


A1

1 = (A2
1)

T =

[
1 2

1 1

]
, A1

2 = (A2
2)

T =

[
3 −2

1 −1

]

A1
3 = (A2

2)
T =

[
2 1

1 0

]
, H1

1 =

[
1

2

]
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H1
2 = H2

2 =

[
1

0

]
, H1

3 = H2
3 =

[
1

1

]

C1
1 = C2

1 =

[
1

1

]
, C1

2 = C2
2 =

[
1

0

]

C1
3 = C2

3 =

[
0

1

]
, H2

1 =

[
1

0

]
, B1

1 =

[
1 3

0 2

]

rank(HK
i , AK

i HK
i ) = 2,

rank((CK
i )T, (AK

i )T(CK
i )T) = 2, i=1, 2, 3;K=1, 2

W 1,

W 2 rank(I −ΣKWK) = 3, K = 1, 2

通过直接计算可知 ,    

,
于是定理 1的条件 1)和条件 2)均满足, 另外,  

 均可逆以及      ,
因此定理 1的条件 3)和条件 4)同样满足, 所以上

述参数描述的多层网络满足定理 1的全部条件. 因
此, 根据定理 1, 可知上述系统是能控的.

定理 2给出了节点异质但内耦合矩阵均相同的

层间耦合为驱动响应模式的多层网络能控的必要

条件.
σ (AK

1 ) = · · · = σ (AK
N ), BK

i ∈
Rn×1 CK

i = C ∈ R1×n HK
i = HKJ

i = H ∈ Rn×1

i = 1, · · · , N K, J = 1, 2, · · · , M

定理  2 .  假设      

,  ,  ,
;  , 则网络系统 (2)

和 (3)能控的必要条件如下:
s ∈ σ(AK

i ) m ∈ M(s) m ̸= 0

mW̃ ̸= 0 m = [m1, · · · , mM ]

1) 对于任意的 ,  , 由 

可推出:  , 其中,  ,

W̃ =


W 1 0 · · · 0

D21 W 2 · · · 0

...
...

. . .
...

DM1 0 · · · WM


s /∈ σ(AK

i ) rank(I −Σ1W 1,

∆1θ1) = N, rank(I −Σ2W 2, Σ2D21, ∆2θ2) = N,

· · · , rank(I −ΣMWM , ΣMDM1, ∆MθM ) = N

ΣK = diag{γK
1 , · · · , γK

N }
θK= diag{ηK1 , · · · , ηKN },ηKi = C(sI−AK

i )−1B,K =

1, 2, · · · , M.

2 )  对于任意的  ,    

    

     中

至少有一个成立, 其中,       ,

      

  

s0 ∈ σ(AK
i )

m = [(α1
1)

T, · · · , (α1
N )T, · · · , (αM

1 )T, · · · ,
(αM

N )T] ∈ M(s0) mW̃ = 0 i = 1, · · · ,
N

证明. 假设条件 1)不成立, 即存在 ,
非零矩阵    

 , 使得 . 即, 对于 

 , 下述等式成立:

N∑
j=1

w1
ji(α

1
j )

T
+

M∑
K=2

N∑
j=1

dK1
ji (αK

j )
T
= 0

N∑
j=1

wK
ji (α

K
j )

T
= 0, K = 2, · · · , M

αK = [αK
1 , · · · , αK

N ], α=[α1, · · · , αM ], Λ̃
K
=令          

diag{s0I −AK
1 , · · · , s0I −AK

N}, K = 1, · · · , M .
m ∈ M(s0) αKΛ̃

K
= 0 K = 1, · · · ,

M

由  ,  因此  ,    

, 从而

α(s0I −Φ) = [α1, · · · , αM ] ×
−W 1 ⊗HC 0 · · · 0
−D21 ⊗HC −W 2 ⊗HC · · · 0

...
...

. . .
...

−DM1 ⊗HC 0 · · · −W 2 ⊗HC

=

− [α1(W 1 ⊗HC) +
M∑

K=2

αK(DK1 ⊗HC)

α2(W 2 ⊗HC), · · · , αM (WM ⊗HC)] =

−



[[
N∑
j=1

w1
j1α

1
j +

M∑
K=2

N∑
j=1

dK1
j1 αK

j

]
HC

]T

[[
N∑

j=1, j ̸=i

w2
j1α

2
j

]
HC, · · · ,

[
N∑

j=1, j ̸=i

w2
jNα2

j

]
HC

]T

...[[
N∑

j=1, j ̸=i

wM
j1α

M
j

]
HC, · · · ,

[
N∑

j=1, j ̸=i

wM
jNαM

j

]
HC

]T



T

=

0

K= 1, · · · , M i∈ U αK
i BK

i =

0 i /∈ U δKi = 0 δKi αK
i BK

i = 0

i = 1, · · · , N αΨ = [δ11α
1
1B

1
1 , · · · ,

δ1Nα1
NB1

N , · · · , δMN αM
N BM

N ] = 0

对于任意的 , 当   时,  

 , 当   时,   , 于是     对所

有的   成立, 从而  

 , 这与网络系统是能

控的相矛盾.

s0 /∈ σ(AK
i )假设条件 2)不成立, 则存在 , 使得

rank(I −Σ1
0W

1, ∆1θ1
0) < N

rank(I −Σ2
0W

2, Σ2
0D

21, ∆2θ2
0) < N

...

rank(I −ΣM
0 WM , ΣM

0 DM1, ∆MθM
0 ) < N

ΣK
0 = diag{γK

10, · · · , γK
N0} θK

0 = diag{ηK10, · · ·

ηKN0}, γK
i0 = C(s0I −AK

i )−1H, ηKi0 = C(s0I −AK
i )−1×

BK
i , i = 1, · · · , N ;K = 1, · · · , M.

其中,  ,    ,

  

  

ζK=[ζK
1 , · · · , ζK

N ] ∈ R1×N ,

K = 1, 2, · · · , M
因此, 存在非零向量  

  , 使得

ζ1(I −Σ1
0W

1, ∆1θ1
0) = 0

ζ2(I −Σ2
0W

2, Σ2
0D

21, ∆2θ2
0) = 0

...

ζM (I −ΣM
0 WM , ΣM

0 DM1, ∆MθM
0 ) = 0

αK = [αK
1 , · · · , αK

N ], K = 1, 2, · · · , M, α =令      

11 期 曹连谦等: 多层异质复杂网络系统的能控性 2147



[α1, · · · , αM ] αK
i = ζK

i C(sI −AK
i )−1

ζ1, · · · , ζM C ̸= 0 α

  , 其中,  , 由于

    均为非零向量且矩阵 , 于是  为

非零向量. 因此

αΨ = [ζ11C(s0I −A1
1)

−1, · · · , ζM
N C(s0I −AM

N )−1]×

diag{δ11B1, · · · , δMN BN} =

[ζ11 , · · · , ζM
N ]diag{δ11C(s0I −A1

1)
−1B1, · · · ,

δMN C(s0I −AM
N )−1BN} =

[ζ11 , · · · , ζM
N ]diag{δ11η110, · · · , δMN ηMN0} =

[ζ1, · · · , ζM ]diag{∆1θ1
0, · · · , ∆

MθM
0 } =

[ζ1∆1θ1
0, · · · , ζM∆MθM

0 ] = 0

α(s0I −Φ) = [α1, α2, · · · , αM ] ×
Λ̃

1 −W 1 ⊗HC 0

−D21 ⊗HC Λ̃
2 −W 2 ⊗HC

...
...

−DM1 ⊗HC 0

· · · 0

· · · 0

. . .
...

· · · Λ̃
M −WM ⊗HC

 =



(ζ1 ⊗C−(ζ1diag{γ1
10, · · · , γ1

N0}W 1)⊗C

−(
M∑
K=2

(ζKdiag{γK
10, · · · , γK

N0}DK1))⊗C)T

(ζ2 ⊗C−(ζ2diag{γ2
10, · · · , γ2

N0}W 2)⊗C)T

...

(ζM⊗C−(ζMdiag{γM
10 , · · · , γM

N0}WM )⊗C)T



T

=



(
{
ζ1(I −Σ1

0W
1)
}
⊗C−

(
M∑

K=2

(ζKΣK
0 DK1))⊗C)T{

ζ2(I −Σ2
0W

2)
}
⊗C

...{
ζM (I −ΣM

0 WM )
}
⊗C



T

= 0

这与网络系统是能控的相矛盾.  □

注 3. 定理 2对节点之间的内耦合矩阵相同的

多层异质网络给出了能控的必要条件, 但对于内耦

合矩阵不相同的网络, 给出的证明方法无法确保定

理 2中的条件同样成立, 需要考虑内耦合矩阵以及

输出矩阵的具体形式.

W̃ DKJ

注 4. 定理 2考虑的是层间耦合为有向支撑树

的多层网络. 对于层间耦合为有向链的多层网络,
系统能控的必要条件与定理 2类似, 只需将描述网

络拓扑的矩阵  中  变为有向链的矩阵, 证明

方法与定理 2的证明方法相同. 

3.2    层间耦合为相互依赖模式

Φ Ψ

本节考虑层间耦合为相互依赖模式的多层网络

系统能控的充分或必要条件. 由于层间耦合为相互

依赖模式时层间的耦合形式非常复杂, 故在此仅讨

论层数是 2的网络. 此时系统 (2)中的  和  具有

下述形式:

Φ =

[
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

]
, Ψ = diag{Ψ1, Ψ2} (16)

ΦKJ ΨK K, J = 1, 2其中,   和 ,  , 按系统 (2)的方式

进行定义.
定理 3给出了节点异质且内耦合矩阵不相同的

层间耦合为相互依赖模式的多层网络能控的充分

条件.
σ(AK

1 ) = · · · = σ(AK
N ) BK

i ∈
Rn×1 CK

i ∈ R1×n HK
i = HKJ

i ∈ Rn×1 i ̸= j

HK
i = HKJ

i ̸= HK
j = HKJ

j i = 1, · · · , N K, J =

1, 2

定理  3 .  假设  ,    

,  ,  , 且  时,
,   ;   

 . 则网络系统 (2)和 (16)能控的充分条件如下:
(AK

i , HK
i ) i = 1, · · · , N K = 1, 21)   ,   ;   , 是能

控的;
(AK

i , CK
i ) i = 1, · · · , N K = 1, 22)  ,  ;  , 是能观

测的;
s ∈ σ ( AK

i ) rank (W 1) =

rank{W 2 − D21(W 1)
−1

D12} = N rank(W 2) =

rank{W 1 −D12(W 2)
−1

D21} = N ;

3 )  对于任意的  ,    

   或    

s /∈σ(AK
i ) rank(I −Σ1W 1) = N

rank{(I −Σ2W 2)−Σ2D21(I −Σ1W 1)−1 Σ1 ×
D12} = N, ΣK = diag{γK

1 , · · · , γK
N } γK

i =

CK
i (sI −AK

i )−1HK
i

4) 对于任意的   ,  
且    

  其中,    ,  

 .
α = [α1, α2] = [α1

1, · · · ,
α1

N , α2
1, · · · , α2

N ] αK
i ∈ R1×n i = 1, · · · ,

N ; K = 1, 2

证明 .  假设存在向量  

,  其中 ,    ,    

   , 使得{
α(sI −Φ) = 0

αΨ = 0

等价于 
α1(sINn −Φ11)−α2Φ21 = 0

−α1Φ12 +α2(sINn −Φ22) = 0

α1Ψ1 = 0, α2Ψ2 = 0

(17)

Φ11, Φ21, Φ22, Ψ1 Ψ2其中,   和   已在式 (2)中定义.
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i = 1, · · · , N式 (17)又等价于: 对于 , 有

α1
i (sI −A1

i )−
N∑
j=1

w1
jiα

1
jH

1
jC

1
i −

N∑
j=1

d21jiα
2
jH

21
j C1

i = 0 (18)

α2
i (sI −A2

i )−
N∑
j=1

d12jiα
1
jH

12
j C2

i −

N∑
j=1

w2
jiα

2
jH

2
jC

2
i = 0

αK
i BK

i = 0, ∀i ∈ UK , K = 1, 2 (19)

s ∈ σ(AK
i )

i = 1, · · · , N
如果  , 类似于定理 1 的分析过程可

以推出, 对于 , 有以下两式成立:
N∑
j=1

w1
jiα

1
jH

1
j +

N∑
j=1

d21jiα
2
jH

21
j = 0 (20)

N∑
j=1

d12jiα
1
jH

12
j +

N∑
j=1

w2
jiα

2
jH

2
j = 0 (21)

i = 1, · · · ,
N

于是, 根据式 (18) 和式 (19), 对于  

 , 下式成立:

αK
i (sI −AK

i ) = 0, K = 1, 2

W̃ = [wij ] =

[
W 1 D12

D21 W 2

]
∈ R2N×2N令  , 由分

块矩阵的行列式计算公式可知

∣∣∣W̃ ∣∣∣=

∣∣W 1

∣∣ ∣∣∣W 2 −D21(W 1)
−1

D12
∣∣∣ , 若W 1 可逆∣∣W 2

∣∣ ∣∣∣W 1 −D12(W 2)
−1

D21
∣∣∣ , 若W 2 可逆

|W̃ | ̸= 0 W̃ = [wij ] ∈
R2N×2N

H2
i = H21

i H1
i = H12

i

由条件 3) 可知 ,    ,  因此  

 是可逆的. 再根据式 (20) 和式 (21) 以及

,   可以推出

α1
iH

1
i = 0, α2

iH
2
i = 0, i = 1, · · · , N{

αK
i (sI −AK

i ) = 0

αK
i HK

i = 0
i = 1, · · · , N K = 1, 2

(AK
i , HK

i ) i = 1, · · · , N K = 1, 2

α = [α1
1, · · · , α1

N , α2
1, · · · , α2

N ] = 0

由  ,  ;  ,

以及 ,  ;    是能控的,

于是有 , 故系统

是能控的.

s /∈σ(AK
i ) sI−AK

i i=1, · · · , N K=

1, 2

i = 1, · · · , N

如果   , 则 ,    ;  

  是可逆的, 由式 (18)和式 (19)可以推出对于

任意的 , 有

α1
i =

N∑
j=1

w1
jiα

1
jH

1
jC

1
i (sI −A1

i )
−1

+

N∑
j=1

d21jiα
2
jH

21
j C1

i (sI −A1
i )

−1

α2
i =

N∑
j=1

d12jiα
1
jH

12
j C2

i (sI −A2
i )

−1
+

N∑
j=1

w2
jiα

2
jH

2
jC

2
i (sI −A2

i )
−1

令

ζ1
i =

N∑
j=1

w1
jiα

1
jH

1
j +

N∑
j=1

d21jiα
2
jH

21
j (22)

ζ2
i =

N∑
j=1

d12jiα
1
jH

12
j +

N∑
j=1

w2
jiα

2
jH

2
j (23)

则 {
α1

i = ζ1
i C

1
i (sI −A1

i )
−1

α2
i = ζ2

i C
2
i (sI −A2

i )
−1

(24)

H21
i = H2

i H12
i = H1

i i = 1, · · · , N
将式 (24)分别代入式 (22)和式 (23)中, 并由

  ,   可知, 对于 , 有

ζ1
i =

N∑
j=1

w1
jiζ

1
jC

1
j (sI −A1

j )
−1

H1
j +

N∑
j=1

d21ji ζ
2
jC

2
j (sI −A2

j )
−1

H2
j

ζ2
i =

N∑
j=1

d12ji ζ
1
jC

1
j (sI −A1

j )
−1

H1
j +

N∑
j=1

w2
jiζ

2
jC

2
j (sI −A2

j )
−1

H2
j

γK
i = CK

i (sI−AK
i )−1HK

i i=1, · · · , N K=

1, 2 i = 1, · · · , N

令  ,  ;  

   , 则对于 , 有

ζ1
i =

N∑
j=1

w1
jiζ

1
j γ

1
j +

N∑
j=1

d21ji ζ
2
j γ

2
j (25)

ζ2
i =

N∑
j=1

d12ji ζ
1
j γ

1
j +

N∑
j=1

w2
jiζ

2
j γ

2
j (26)

ΣK = diag{γK
1 , · · · , γK

N } K = 1, 2 ζ = [ζ1,

ζ2]∈ R1×2N ζ1 = [ζ1
1 , · · · , ζ1

N ] ζ2 = [ζ2
1 , · · · ,

ζ2
N ]

令   ,    ,  

  , 其中,  ,  

 . 将式 (25)和式 (26)分别写成矩阵形式, 即
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ζ1(I −Σ1W 1)− ζ2Σ2D21 = 0

− ζ1Σ1D12 + ζ2(I −Σ2W 2) = 0

于是,[
ζ1, ζ2

] [ I −Σ1W 1 −Σ1D12

−Σ2D21 I −Σ2W 2

]
= 0

根据分块矩阵的行列式计算公式, 则∣∣∣∣∣ I −Σ1W 1 −Σ1D12

−Σ2D21 I −Σ2W 2

∣∣∣∣∣ = ∣∣I −Σ1W 1
∣∣×

∣∣∣(I −Σ2W 2)−Σ2D21(I −Σ1W 1)
−1

Σ1D12
∣∣∣

由条件 4)可知∣∣∣∣∣ I −Σ1W 1 −Σ1D12

−Σ2D21 I −Σ2W 2

∣∣∣∣∣ ̸= 0

[
I −Σ1W 1 −Σ1D12

−Σ2D21 I −Σ2W 2

]
ζ =

[ζ1, ζ2] = 0 α = [α1
1, · · · , α1

N ,

α2
1, · · · , α2

N ] = 0

因此,    是可逆的, 所以  

 .  由式 ( 2 4 ) 可知 ,    

, 故系统是能控的. □

D21

W 1 W 2

D12, D21

注 5. 与定理 1类似, 定理 3的条件验证起来是

容易的, 尤其是当网络的规模较大时, 验证每个条

件需要计算的矩阵的规模远小于整个网络系统的规

模. 与定理 1所讨论的层间耦合为驱动响应模式不

同的是, 这里的条件 3)需要综合考虑层内的网络拓

扑以及层间的网络拓扑, 即定理 1的条件 3)无需

考虑层间网络拓扑 , 而定理 3的条件 3)既需要

考虑层间网络拓扑 ,  , 又需要考虑层内网络拓

扑    . 这表明层间耦合为相互依赖模式相比

于驱动响应模式使系统完全能控所需要的条件更强.
定理 4给出了节点异质且内耦合矩阵相同的层

间耦合为相互依赖模式的多层网络能控的必要

条件.
σ(AK

1 ) = · · · = σ(AK
N ) HK

i =

HKJ
i = H ∈ Rn×1 CK

i = C ∈ R1×n BK
i ∈ Rn×1

i = 1, · · · , N K, J = 1, 2

定理  4 .  假设  ,    

,    ,    ,
;  . 则网络系统 (2)和 (16)

能控的必要条件如下:
s ∈ σ(AK

i ) m ∈ M(s) m ̸=
0 mW̃ ̸= 0, m = [m1, m2] W̃ =[
W 1 D12

D21 W 2

]
.

1) 对于任意的 ,  , 由 

  可推出     其中,   ,   

s /∈ σ(AK
i ) rank(I −Σ1W 1,

Σ1D12, ∆1θ1)=N rank(I−Σ2W 2, Σ2D21, ∆2 ×
θ2) = N, ΣK = diag {γK

1 , γK
2 , · · · , γK

N }
θK = diag {ηK1 , · · · , ηKN }, ηK

i = C(sI −AK
i )−1B,

γK
i = C(sI −AK

i )−1H; K = 1, 2.

2 )  对于任意的  ,    

 或 

   其 中 ,    ,

    

     

s0 ∈ σ(AK
i )

m = [(α1
1)

T, · · · , (α1
N )T, (α2

1)
T, · · · ,

(α2
N )T] ∈ M(s0) mW̃ = 0 i = 1, · · · ,

N

证明. 假设条件 1)不成立, 即存在 

以及非零矩阵      

  , 使得 . 即, 对于 

 , 以下两式成立:
N∑
j=1

w1
ji(α

1
j )

T
+

N∑
j=1

d21ji (α
2
j )

T
= 0

N∑
j=1

d12ji (α
1
j )

T
+

N∑
j=1

w2
ji(α

2
j )

T
= 0

α = [α1, α2] αK = [αK
1 , · · · , αK

N ]

K = 1, 2 m ∈ M(s0) αKΛ̃
K

= 0

令  ,  其中 ,    ,

. 由  , 则  , 从而, 有

α(s0I −Φ) =

[α1, α2]

[
−W 1 ⊗HC −D12 ⊗HC

−D21 ⊗HC −W 2 ⊗HC

]
=

− [α1(W 1 ⊗HC) +α2(D21 ⊗HC)

α1(D12 ⊗HC) +α2(W 2 ⊗HC)] =

−



 N∑
j=1

w1
j1α

1
j+

N∑
j=1

d21j1α
2
j

T

(HC)
T

... N∑
j=1

d12jNα1
j+

N∑
j=1, j ̸=N

w2
jNα2

j

T

(HC)
T



T

= 0

i ∈ U αK
i BK

i = 0, K = 1, 2 i /∈ U
δKi =0 K = 1, 2 δKi αK

i BK
i =0 K =

1, 2 i = 1, · · · , N αΨ=[δ11α
1
1B

1
1 , · · · ,

δ1Nα1
NB1

N , δ22α
2
2B

2
2 , · · · , δ2Nα2

NB2
N ] = 0

当  时,  , 当  时,

,    , 于是    对所有的 

 ,     成立, 从而  

, 这与网络系

统是能控的相矛盾.
s0 /∈ σ(AK

i )假设条件 2)不成立, 则存在 , 使得

rank(I −Σ1
0W

1, Σ1
0D

12, ∆1θ1
0) < N

rank(I −Σ2
0W

2, Σ2
0D

21, ∆2θ2
0) < N

ΣK
0 = diag{γK

10, · · · , γK
N0} θK

0 = diag{ηK10, · · · ,
ηKN0}, γK

i0 = C(s0I−AK
i )−1H ηKi0 = C(s0I− AK

i )−1

×BK
i i = 1, · · · , N ; K = 1, 2.

其中,  ,  

   ,    

 ,     

ζ1 = [ζ1
1 , · · · , ζ1

N ] ∈ R1×N ,

ζ2 = [ζ2
1 , · · · , ζ2

N ] ∈ R1×N ,

因此, 存在非零向量  

    使得

ζ1(I −Σ1
0W

1, Σ1
0D

12, ∆1θ1
0) = 0

ζ2(I −Σ2
0W

2, Σ2
0D

21, ∆2θ2
0) = 0

α1 = [α1
1, · · · , α1

N ] α2 = [α2
1, · · · , α2

N ] α =

[α1, α2] αK
i = ζK

i C(s0I −AK
i )−1 ζ1

ζ2 α

令    ,    ,  

    , 其中,   , 由   和

 均为非零向量, 可得  为非零向量. 因此
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α(s0I −Φ) =

[α1, α2]

 Λ̃
1 −W 1 ⊗HC −D12 ⊗HC

−D21 ⊗HC Λ̃
2 −W 2 ⊗HC

=
[
({ζ1(I −Σ1

0W
1)− ζ2Σ2

0D
21} ⊗C)T

({−ζ1Σ1
0D

12 + ζ2(I −Σ2
0W

2)} ⊗C)T

]T

= 0

类似于定理 2的证明过程, 容易验证

αΨ = 0

这与网络系统是能控的相矛盾. □

MN

注 6. 定理 4中所提供的方法同样仅对内耦合

矩阵相同的多层异质网络适用. 相比于层间耦合为

驱动响应模式, 层间耦合为相互依赖模式的多层网

络能控的必要条件相对复杂. 例如定理 2的条件 1)
中只需对分块下三角矩阵进行验证, 计算量相对较

小, 而定理 4的条件 1)中的矩阵并非分块下三角矩

阵, 计算量相对较大. 但相对于整个网络系统的规

模, 需要计算的矩阵的规模仍较小. 另外, 若将整个

网络系统看成具有  个节点的单层大规模网络,
则无法区分不同的层间耦合模式带来的能控性的条

件上的差异.
注 7. 本文所得结论还存在一定的局限性. 定

理 1和定理 2对层数大于 2的网络成立, 但定理 3
和定理 4仅对层数为 2的网络成立, 对于层数大于

2的网络, 层间耦合为相互依赖模式的网络需要考

虑层间的连接方式以及与整个系统的网络拓扑对应

的分块矩阵的逆是否存在的问题, 因此, 不易推广.
另外, 本文定理中节点状态矩阵不属于完全异质的,
而是加上了一个限制条件, 即, 节点的状态矩阵都

有相同的特征值集合; 此外, 在定理 1和定理 3中
假设部分节点之间的内耦合矩阵是相同的. 

4    结束语

本文考虑了节点异质且内耦合矩阵不相同的多

层网络系统的能控性问题, 揭示了节点的异质性以

及内耦合矩阵对网络系统能控性的影响: 网络节点

由同质变为异质时, 网络既可由能控变为不能控,
又可由不能控变为能控; 同样, 当网络内耦合矩阵

由相同变为不同时, 网络也是既可由能控变为不能

控, 又可由不能控变为能控. 本文给出了层间耦合

为驱动响应模式和相互依赖模式时, 多层网络系统

能控的充分和必要条件, 这些条件对于多层异质网

络更容易验证, 且可以清晰地表明多层网络的各组

成部分如何具体地影响整个网络系统能控性. 同时,
本文还发现层间耦合为驱动响应模式实现系统完全

能控所需的条件弱于相互依赖模式, 即, 在某些情

况下无需考虑层间的网络拓扑结构, 更容易判断系

统的能控性. 本文的研究结果可为现实的一般网络

控制问题提供参考.
本文对节点异质的多层网络能控性问题仅为初

步探讨, 定理中节点状态矩阵不属于完全异质并存

在一定的限制条件, 对于相互依赖模式, 仅考虑了

2层的网络结构. 而对于更一般的情况, 还需进一步

的研究.
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