
 

 

面向 Kullback-Leibler 散度不确定集的正则化线性判别分析
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摘    要   线性判别分析是一种统计学习方法. 针对线性判别分析的小样本奇异性问题和对污染样本敏感性问题, 目前许多

线性判别分析的改进算法已被提出. 本文提出了基于 Kullback-Leibler (KL)散度不确定集的判别分析方法. 提出的方法不

仅利用了 Ls 范数定义类间距离和 Lr 范数定义类内距离, 而且对类内样本和各类中心的信息进行基于 KL散度不确定集的

概率建模. 首先通过优先考虑不利区分的样本提出了一种正则化对抗判别分析模型并利用广义 Dinkelbach算法求解此模

型. 这种算法的一个优点是在适当的条件下优化子问题不需要取得精确解. 投影 (次)梯度法被用来求解优化子问题. 此外,
也提出了正则化乐观判别分析并采用交替优化技术求解广义 Dinkelbach算法的优化子问题. 许多数据集上的实验表明了

本文的模型优于现有的一些模型, 特别是在污染的数据集上, 正则化乐观判别分析由于优先考虑了类中心附近的样本点, 从
而表现出良好的性能.
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Regularized Linear Discriminant Analysis Based on Uncertainty

Sets From Kullback-Leibler Divergence
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Abstract   Linear discriminant analysis is a statistical learning method. For the singularity problem of small samples
and the sensitivity to contaminated samples, now many improved algorithms of linear discriminant analysis have
been proposed. In this paper we propose discriminant analysis methods via uncertainty sets from the Kullback-Lei-
bler (KL) divergence. The proposed methods not only employ the Ls norm to define the distance between classes
and the Lr norm to define the distance within classes, but also implement the probability modeling for within-class
samples and class means based on uncertainty sets from the KL divergence. This paper first proposes a regularized
adversarial discriminant analysis model by placing more emphasis on the samples that are difficult to be separated
and then the generalized Dinkelbach＇s algorithm is used to solve the proposed optimization model. One advantage
of this method is that the optimization subproblems do not need to be solved precisely under proper conditions. In
addition, this paper also proposes regularized optimistic discriminant analysis and uses the alternative optimization
technique to solve optimization subproblems in the generalized Dinkelbach＇s algorithm. Experiments on many data
sets show that the proposed models are superior to some existing models. Especially on the contaminated data sets
regularized optimistic discriminant analysis produces better performance since it places more emphasis on the
samples which lie around class means.
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如今利用现代设备采集高维数据变得方便和容 易, 但是获得的高维数据可能包含不相关和冗余的

信息. 这不仅增加了学习模型的计算量和存储量,
而且可能导致学习模型的性能下降. 为了解决这些

问题, 线性降维[1−4] 通常用于从数据中提取重要和有

用的信息. 线性降维的目的是通过优化一些准则函

数对原始特征空间进行适当的线性变换. 主成分分

析 (Principal component analysis, PCA)和线性判

别分析 (Linear discriminant analysis, LDA)是两

种流行的线性降维方法. 由于 PCA和 LDA的简单

性和有效性, 它们已经被广泛应用于许多领域, 如
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人脸识别[5]、手写体字符识别[6] 和缺陷诊断[7] 等.
当样本的类别信息可用时, 通常情况下 LDA

在提取数据的鉴别特征方面比 PCA更有效. 线性

判别分析的目标是在变换空间中通过最大化类间距

离和最小化类内距离来寻找投影矩阵. 从概率的观

点来看, 假设每类样本服从高斯分布且具有不同的

类中心以及相同的协方差, 则从 Bayes最优准则可

推导出 LDA.
为了改善线性判别分析的特征提取性能, 各种

LDA的改进算法[8−10] 已经被提出. 使用最优向量替

换各类中心[8] 能提高 LDA的类信息鉴别能力. 分
数阶的 LDA[11] 通过在一系列分数阶中引入加权函

数来改善 LDA, 但这增加了获得投影向量的代价.
与 Bayes错误率相关的近似成对精度准则[12] 在原

空间计算各类的权重, 从而改善 LDA的性能. 几何

平均[13], 调和平均[14] 以及加权调和平均[15] 被用来定

义判别分析的准则函数. 最不利情况下的线性判别

分析[16] 考虑了最近的两个类中心和具有最大方差

的类来寻找投影方向. 基于最大−最小距离的目标

函数[17] 探索了最近的数据对的性质来取得投影方

向. Wasserstein判别分析[18] 利用正则化Wasser-
stein距离获取类之间的全局和局部信息并优化目

标函数取得最佳投影方向.
线性判别分析存在小样本的奇异性[19] 以及非

线性数据特征提取[20−21] 等问题. 为了克服 LDA的

小样本奇异性问题, 典型的方法包括 PCA+LDA,
正则化 LDA, 伪逆 LDA 以及张量判别分析[22] 等.
为了有效地处理非线性数据, 各种线性判别分析已

被拓宽到基于核函数的判别分析[7, 20−21]. 当训练集随

着新数据的加入而变化时或处理的数据量大时, 各
种增量学习[23−24] 或在线学习方式被用来获得鉴别分

析的投影方向. 文献 [24] 提出了两种形式的增量

LDA : 序列增量 LDA和块增量 LDA, 它们能有效

地获取大数据流的特征空间.
数据在采集或传输过程中可能受到污染, 这使

得处理的数据包含噪声或离群点. 但经典线性判别

分析对噪声数据具有敏感性, 即获得的投影方向偏

离真正的投影方向. 为了降低 LDA对噪声数据的

敏感性, 许多工作致力于用鲁棒的目标函数替换 LDA
的原有目标函数[25−26]. 已有的诸多研究发现, 基于

L1 范数的目标函数比基于 L2 范数的目标函数在抑

制异常点或噪声方面更有效[27−29]. 因此基于 L1范数

的判别分析方法近年来备受关注. L1范数的 LDA[28]

的类内距离和类间距离的定义依赖于 L1 范数, 这
在某种程度上能抑制噪声. L1 范数的核 LDA不仅

能抑制噪声, 而且能捕捉数据的非线性鉴别特征[28].
L1 范数的两维 LDA[30] 拓宽了 L1 范数的 LDA, 这

种方法可直接处理图像数据, 而不需要把图像转化

为向量形式. 通常 L1 范数的判别分析通过贪婪算

法获取多个投影方向, 而非贪婪迭代算法[31]被用来

直接获取 L1 范数的 LDA的多个投影向量. 广义弹

性网[32] 通过 Lp 范数定义的目标函数来改善判别分

析抑制噪声的能力, 而通过优化 Bhattacharyya的
L1范数误差界[33] 可设计出新的鉴别分析模型. 最近

提出的基于 L21 范数的 LDA方法[34] 通过同时优化

类中心和投影方向从而在噪声数据方面表现出良好

的性能.
在大多数判别分析中, 通常假定类内各个样本

以相等的概率 (均匀分布)取得的, 但是位于类中心

附近的样本一般远远多于位于类边界附近的样本.
为了增加类内样本采样的多样性, 可令类内样本的

采样概率在均匀分布的概率附近变化, 这种变化有

利于区分类中心附近的样本或类边界附近的样本.
不确定优化中的不确定集能描述概率分布的变化范

围. 因此本文借助 KL散度定义的不确定集对类内

样本信息进行概率建模. 此外, 为了更好描述各类

中心的信息, 本文也利用 KL散度定义的不确定集

对其进行概率建模. 基于此, 本文提出了基于 KL
散度不确定集的线性判别分析方法, 从而进一步改

善已有线性判别分析方法. 与以往的方法不同, 本
文不仅考虑了一般范数的目标函数, 而且利用不确

定集对训练样本信息进行了刻画. 本文采用的不确

定集为围绕均匀分布的 KL散度球且约束中的不确

定集被转化为目标函数的正则化项. 本文的主要贡

献表现为:
1) 提出了正则化对抗 LDA和正则化乐观 LDA.

正则化对抗 LDA优先考虑了难以区分的样本, 而
正则化乐观 LDA优化考虑了易于区分的样本.

2) 采用了广义 Dinkelbach算法求解正则化对

抗 LDA或正则化乐观 LDA. 对正则化对抗 LDA
运用投影梯度法求解优化子问题, 而对正则化乐观

LDA运用交替优化求解优化子问题.
3) 在数据集上表明了当数据没有被污染时, 两

种判别分析模型取得可竞争的性能, 但在污染数据

的情况下, 正则化乐观 LDA取得更好的性能. 这也

从另一方面说明了本文提供两种模型的目的, 即如

果在某些验证数据集上正则化乐观 LDA的最好性

能明显优于正则化对抗 LDA的最好性能, 那说明

训练集包含离群点. 因此通过检查正则化对抗 LDA
和正则化乐观 LDA的性能可判断训练集是否包含

离群点. 

1    相关工作

d n {x1, · · · ,假设维数为   的   个数据点表示为  
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xn} xi ∈ Rd (i = 1, · · · , n)
c i ni

n =
∑c

i=1 ni a = (a1, · · · ,
an)

T ∥a∥s = (
∑n

i=1 |ai|s)
1
s s > 0

0 < s < 1 ∥a∥s

, 其中    . 数据集中每个数

据点属于  类中的一类, 第  类的样本数为 , 这样

 为总的样本数. 定义向量  

 的 Ls 范数为  , 其中  .

当  时,   并不是严格意义上的范数.
线性判别分析的类间离差矩阵和类内离差矩阵

分别被定义为:

Sb =

c∑
i=1

ni

n
(mi − m̄)(mi − m̄)T (1)

Sw =
1

n

c∑
i=1

ni∑
k=1

(xi
k −mi)(x

i
k −mi)

T (2)

m̄ = 1
n

∑n
i=1 xi mi =

1
ni

∑ni

k=1 x
i
k i xi

k i

k (Sb, Sw)

其中   表示所有样本的均值 ,   

 是第   类样本的均值,    表示第   类的

第  个样本. 线性判别分析在矩阵对  上执

行广义特征值分解取得多个投影方向. 

1.1    最不利情况的线性判别分析

在文献 [16]中, 类间离差矩阵 (1)被改写成下

面形式:

Sb =

c∑
i=1

c∑
j=i+1

ωij(mi −mj)(mi −mj)
T (3)

ωij = ωiωj i, j = 1, · · · , c ωi =
ni

n
i

其中  ,     以及   表示

第  类样本的先验概率. 在此基础上, 文献 [16]定义

了如下的线性判别分析:

max
W

minij{ωij∥W T(mi −mj)∥22}

maxi

{
1

ni

ni∑
k=1

∥W T(xi
k −mi)∥22

}
s.t.W TW = Im (4)

W d×m Im其中  是一个  投影矩阵以及  表示单位矩

阵. 在投影空间中, 模型 (4)通过优化距离最近的两

个类中心和具有最大类内距离的类取得最优投影矩

阵. 这种方法实际上寻找不利区分样本的最优投影

方向. 这种设计思想来源于分类器的设计. 在分类

器设计中, 设计的分类器对难以分类的样本 (边界

样本)进行优先考虑, 即赋予较大的采样概率, 从而

使设计的分类器具有更好的泛化性能. 模型 (4)通
过优先考虑难以区分的样本取得最优投影矩阵. Zhang
和 Yeung[16] 提出了两种算法求解模型 (4). 一种方

法是将 (4)转化为度量学习问题, 另一种方法是设

计了一种基于约束的凹凸优化算法. 

1.2    基于 L1 范数的线性判别分析

在文献 [28]中,下面优化模型被用来取得投影

W矩阵 :

max
W

c∑
i=1

ni∥W T(mi − m̄)∥1

c∑
i=1

∑
xj∈li

∥W T(xj −mi)∥1

s.t.W TW = Im (5)

∥ · ∥1 li i

W

其中  表示向量的 L1范数,   表示第  类样本的

集合. 优化问题 (5)的目标函数关于变量  是非平

滑和非凸的. 文献 [28]首先利用梯度上升法取得一

个投影向量, 然后设计了一个贪婪方法来取得多个

投影向量. 

1.3    基于 L21 范数的线性判别分析

为了改善线性判别分析模型在投影空间的鉴别

能力, 文献 [34]提出了下面的优化模型:

min
W ,mi

c∑
i=1

∑
xj∈li

∥W T(xj −mi)∥2

1

n

n∑
i=1

∥W Txi∥2

s.t.W TW = Im (6)

mi (i =

1, · · · , c)
与以前的一些模型不同, 式 (6)的类平均 

 是优化变量. 模型 (6)的目标函数实际上

对不同样本采用了 L1 范数, 而对每个样本的约简

特征采用了 L2范数, 这通常被称为 L21范数的线性

判别分析. 如果数据包含离群点, 基于算术平均取

得的类中心可能偏离样本的真正类中心, 而优化的

类中心接近真正的类中心. 模型 (6)比模型 (5)包
含更多的优化变量. 文献 [34]设计了一个有效的框

架求解模型 (6). 

2    基于不确定集的正则化线性判别分析
 

2.1    正则化对抗 LDA

p = (p1, · · · , pn) q = (q1, · · · , qn)

为了度量两个具有公共支集的离散概率分布之

间的差异, 文献 [35]定义了 KL散度. 假设给定两

个离散概率分布  和 ,
那么这两个概率分布之间的 KL散度被定义为:

KL(p|q) =
n∑

i=1

pi ln
pi
qi

(7)

KL(p|q) ̸= KL(q|p)

如果两个离散概率分布相同, 则 KL散度的值

为零. 由于 KL散度不满足三角不等式, 它实际上

不是一个真正的距离度量. 注意到 KL散度是非对

称的, 即  . KL 散度是非负的,
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KL(p|q) ≥ 0即 . 在鲁棒优化中, 基于 KL散度的不

确定集被定义为[36−37]:

K = {p|KL(p|q) ≤ ε} (8)

p

q

ε ε

p

式 (8)的不确定集表明, 离散概率分布  在给

定的离散概率分布  附近变化, 其变化范围由一个

非负参数  控制. 参数  越大, 不确定集的变化范围

越大. 单个  是不确定集内的一个具体的概率分布.

maxW mini<j ωij∥W T(mi −mj)∥ss W TW = Im

为了探索样本的类间信息, 模型 (4) 试图在

低维投影空间中最大化最近的两个类中心, 而且

它利用 L2 范数定义了类间距离. 在 Ls 范数的距

离测度下, 与式 (4) 相似的类间信息的优化问题

  在    

约束条件下被写成下面形式:

max
W

min
pij

c∑
i=1

c∑
j=i+1

pijωij∥W T(mi −mj)∥ss

s.t.
c∑

i=1

c∑
j=i+1

pij = 1, pij ≥ 0, W TW = Im (9)

pij

s = 1

s = 2

pij

pij

mi mj pij

模型 (9)不仅引入了优化变量 , 而且在投影

后的类间距离使用了 Ls范数. 如果 , 那么使用

了 L1 范数定义了类间距离. 如果 , 那么使用

了 L2范数定义了类间距离. 模型 (9)说明了优化变

量  在概率单纯形内变化, 即在这个单纯形中寻找

距离最近的类中心对, 并试图取得最优投影矩阵.
因此在提取鉴别特征时, 距离最近的两个类中心所

起的作用最大. 显然, 它忽略了其他类中心的信息,
使得这种模型利用类中心的信息不完整. 为了解决

这个问题, 本文首先将离散概率分布  看作类中心

 和  之间的采样概率, 然后将离散概率分布 

限制在一定的范围内, 使得模型变得更加灵活. 这
里使用式 (8)定义的不确定集, 这个不确定集是由

离散概率分布定义的. 因此根据 KL散度定义的不

确定集和各类中心信息, 以下优化问题被提出:

max
W

min
pij

c∑
i=1

c∑
j=i+1

pijωij∥W T(mi −mj)∥ss

s.t.
c∑

i=1

c∑
j=i+1

pij = 1, pij ≥ 0

c∑
i=1

c∑
j=i+1

pij ln
pij
qij

≤ ε, W TW = Im (10)

∑c
i<j qij = 1

qij qij i j

qij =
2

c(c− 1)

模型 (10)引入了满足条件  的参数

, 该参数  表示第  类中心和第  类中心所提供

的先验知识. 如果事先没有提供先验知识, 可令

, 即它服从均匀概率分布, 这是因为不

c(c− 1)

2
qij

pij qij

η

同类中心构成的数据对的数目为 . 参数 

并不是优化变量. 模型 (10)允许参数  在给定 

的邻域内变化. 根据正则化理论, 通过引入一个非

负参数  可将 (10)的不确定集转化为目标函数的

正则化项. 因此模型 (10)等价于下面的模型:

max
W

min
pij

F1(W, pij) := ηKL(p|q)+

c∑
i=1

c∑
j=i+1

pijωij∥W T(mi −mj)∥ss

s.t.
c∑

i=1

c∑
j=i+1

pij = 1, pij ≥ 0, W TW = Im (11)

η η η

F1(W , pij)

minW
∑c

i=1 maxj∥W T(xi
j −mi)∥rr

在模型 (11)中, KL散度作为正则化项使用了非

负参数 . 参数  越大, 对应的不确定集越小. 参数 

越小, 对应的不确定集就越大. KL散度是非负的,
因此  是非负的. 模型 (11)仅仅考虑了类间

样本的分布信息. 对于类内样本的分布信息, 遵循同

样的思想, 这里考虑类边界附近的样本, 在投影矩阵

的半正交约束下,  

被改写成下面的形式:

min
W

max
uik

c∑
i=1

ni∑
k=1

uik∥W T(xi
k −mi)∥rr

s.t.
ni∑
k=1

uik = 1, uik ≥ 0, W TW = Im (12)

r

uik i

k uik

模型 (12)采用了 Lr范数定义类内距离, 参数 

是正的实数. 模型 (4)中分式的分母考虑了低维空

间中具有最大类内距离的类, 而模型 (12)考虑了每

一类中远离其类中心的那些样本, 那些样本可能位

于类之间的交界处. 换言之, 它搜索一些样本, 使它

们在类内信息中起主导作用. 这样  可看成第  类

的第  个样本的采样概率. 通过将  限制在一个

不确定集内, 使样本的采样概率发生变化. 根据

(12)和不确定集可定义如下的优化问题:

min
W

max
uik

F2(W , uik) :=

c∑
i=1

ni∑
k=1

uik∥W T(xi
k −mi)∥rr−

c∑
i=1

ni∑
k=1

λiuik ln
uik

vik

s.t.W TW = Im,

ni∑
k=1

uik = 1, uik ≥ 0 (13)

λi (i = 1, · · · ,
c)

模型 (13)为每类引入了非负参数 

, 这些非负参数在类内信息和不确定集之间作出

1036 自       动       化       学       报 48 卷



vik∑ni

k=1 vik = 1 vik ≥ 0 vik

vik =
1

ni
, k = 1, · · · , ni

适当的折衷. 参数  表示不确定集的中心, 并满足

,  . 通常每类的  为均匀分布,
即 . 模型 (11)通过对各类中

心进行概率建模探索了类间信息, 而模型 (13)通过

对类内样本的采样概率进行建模探索了类内信息.
为了同时利用类内信息和类间信息, 从式 (11)和
(13)可建立如下单目标优化模型:

min
W

maxuik
F2(W , uik)

minpij
F1(W , pij)

s.t.W TW = Im,

c∑
i=1

c∑
j=i+1

pij = 1

pij ≥ 0, uik ≥ 0,

ni∑
k=1

uik = 1 (14)

uik pij

W

W uik pij

u∗
ik(W ) = argmaxuik

F2(W , uik)

u∗
ik(W ) W

F2(W , uik) uik

p∗ij(W ) = argmaxpij F1(W , pij) p∗ij(W )

W

u∗
ik(W ) p∗ij(W ) W

u∗
ik(W ) p∗ij(W )

式 (14)的内层优化是关于变量  和  的优

化问题以及外层优化是关于变量   的优化问题.
模型的内层优化优先考虑了可分离性不好的样本

(边界附近的样本有大的采样概率), 而外层优化使

得它们在投影空间的可分离性变好. 从 (12), (13)
以及 (14)知, 内层优化和外层优化的目标具有不一

致 (对抗)的性质. 本文将模型 (14)称为正则化对

抗 LDA(Regularized adversarial LDA, RALDA).
式 (14)的内层优化取得的概率分布被称为不确定集

的对抗概率分布. 模型 (14)是一个非凸优化问题.
模型 (14)包含三组优化变量, 即 ,   和 . 如
果同时考虑这三组优化变量, 这实际上是一个鞍点

优化问题. 如果令 ,

那么从  可得到关于  的梯度信息[38], 这是

因为  是变量  的严格凸函数. 同样地

令  ,  从   可得

到关于  的梯度信息. 换句话说, 此情况下可计算

 和  关于  的 (次)梯度. 注意非可微

函数采用了次梯度. 通过下面两个优化问题可取得

 和 :

max
uik

F2(W , uik)

s.t.
ni∑
k=1

uik = 1, uik ≥ 0 (15)

min
pij

F1(W , pij)

s.t.
c∑

i<j

pij = 1, pij ≥ 0 (16)

优化问题 (15)对应模型 (14)中分式的分子, 优
化问题 (16)对应模型 (14)中分式的分母. 注意到

F1(W , pij) pij F2(W , uik)

uik

函数  是变量  的强凸函数以及 

是变量   的强凹函数, 这说明优化问题 (15) 和
(16)分别存在唯一解. 式 (15)和 (16)的唯一解分

别表示为:

u∗
ik =

vik exp(∥W T(xi
k −mi)∥rr/λi)

ni∑
k=1

vik exp(∥W T(xi
k −mi)∥rr/λi)

(17)

p∗ij =
qij exp(−ωij∥W T(mi −mj)∥ss/η)

c∑
i=1

c∑
j=i+1

qij exp(−ωij∥W T(mi −mj)∥ss/η)

(18)

maxuik
F2(W , uik)把式 (17)代入  可取得:

F̃2(W ) = max
uik

F2(W , uik) =

c∑
i=1

λi ln
ni∑
k=1

vik exp(∥W T(xi
k −mi)∥rr/λi) (19)

minpij F1(W , pij)把式 (18)代入  可取得:

F̃1(W ) = min
pij

F1(W , pij) =

− η ln
c∑

i=1

c∑
j=i+1

qij exp(−ωij∥W T(mi −mj)∥ss/η)

(20)

式 (19)和 (20)实际上求解模型 (14)的内层优化问题.
利用式 (19)和 (20), 优化模型 (14)被改写成下面形式:

min
W

F (W ) :=
F̃2(W )

F̃1(W )

s.t.W TW = Im (21)

W模型 (21)仅包含优化变量 . 它是一个非常

复杂的非线性优化问题. 从模型 (21)的约束来看,
它属于 Stiefel流形上的优化问题[41]. 

2.2    求解优化模型 (21)

F1(W , pij)

F̃1(W )

F̃2(W ) F (W )

式 (21)是一个比率优化问题. 从  的

非负性和式 (20)可得出  是非负的. 从 (19)
可推导出  是非负的. 这样式 (21)中的函数 

是非负的. 尽管存在求解模型 (21)的诸多优化算

法, 但本文采用了广义 Dinkelbach算法[39] 求解模

型 (21). 算法 1描述了求解式 (21)的主要步骤.

算法 1. 求解模型 (21)的广义 Dinkelbach算法

W 1 (W 1)TW 1 = Im

λi η qij = 2/(c(c− 1)), uik = 1/ni γ1 = F (W 1)

 1) 令  是满足  的初始可行解, 设定

参数 ,  ,  ,  ,

t = 1 T 2) 对于   to   执行

F̄ (γt) = minW TW=Im
{F̃2(W )− γtF̃1(W )}

W t+1

 a) 求解 , 其

解表示为 ,
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F̄ (γt) = 0 W t+1

γt+1 = F (W t+1)

 b) 如果 , 停止且  是最优解, 否则取得

,

W 3) 输出投影矩阵 .

F1(W , pij)

算法 1把比率优化问题 (21)归结为两个函数

差的优化问题. 文献 [27]已采用这种思想求解 L1
范数的 LDA, 从而避免矩阵逆的计算, 这也克服小

样本的奇异性问题. 文献 [27]的方法实际上是广义

Dinkelbach算法的一种形式. 这样本文的算法也不

会出现矩阵逆计算问题. 如果 KL散度的值不为 0,
 作为式 (14)的分母也不为零. 这些因素

促使了提出的算法克服了小样本的奇异性问题.

F̄ (γt) = 0

W

算法 1 的停止条件是  . 在实际应用

中, 由于受浮点数计算精度的影响, 这通常是不可

行的. 通常采用最大迭代次数或目标函数的相对变

化小于一个数作为停止条件. 如文献 [39]所述, 如

果约束集是闭有界集且优化子问题取得精确解, 则

算法 1将在有限次迭代中结束, 或者它将产生一个

无穷序列, 其极限点是式 (21)的平稳点. 注意到投

影矩阵  位于一个闭有界集中, 并且模型 (21)的

目标函数是连续的. 因此式 (21)的目标函数是有上

下界的. 在实际求解中可能无法取得优化子问题的

精确解. 如果采用闭映射的下降算法求解优化子问

题, 那么算法 1在这种情况下也收敛[39]. 因此本文

利用梯度下降算法解决优化子问题以确保算法 1的

收敛性. 从算法 1可看出, 其关键问题是如何求解

优化子问题. 算法 1中的子问题被表示如下:

F̄ (γt) = min
W TW=Im

{F̃2(W )− γtF̃1(W )} (22)

F (W 1) γt

F̄ (γt) γt

F̄ (γt) = 0

W {F̃2(W )−
γtF̃1(W )} < 0 W

F (W )

∂F̃ (W )

∂W
=

∂F̃2(W )− λtF̃1(W )

∂W

从  的非负性可知  是非负的. 如文献 [39]
所述, 函数  是变量  的凹函数和递减函数, 并
且   有唯一解. 算法 1 的优点在于不需要

取得优化子问题的精确解, 只要  满足 

, 那么  比前一次的解更接近目标函

数  的最优解. 这样可采用简单的梯度投影法

求解优化问题 (22). 本文采用了基于 Armijo线搜索

的投影次梯度法求解模型 (22). 为了方便描述算法,

这里定义了梯度  .

算法 2描述了求解模型 (22)的主要步骤.

算法 2. 求解模型 (22)的投影次梯度法

W 0 < β < 1 1) 初始的 , Armijo参数 ,

 2) 重复直到收敛

∂F̃ (W )

∂W
g = 1 a) 计算 (次)梯度  和 ,

Wn = P (W − βg ∂F̃ (W )

∂W
) b) 计算 ,

F̃ (Wn) F̃ (Wn) < F̃ (W ) W = Wn

g = g + 1

 c) 计算 ; 如果 , 那么 ;

否则 , 转到 b).

P (W ) = W (W TW )−
1
2 (P (W ))TP (W ) = Im

F (W )

F (W ) O(c2dm+ ndm)

O(c2dm+ ndm)

O(T1((c
2dm+ ndm) + T2(c

2dm+ ndm)))

T2 T1

算法 2定义了保证投影矩阵半正交性的投影算

子  , 即  . 从算

法 1 可知, 算法 1 涉及函数   的计算和算法 2
的运行. 计算  的复杂度为  以

及算法 2的复杂度在于梯度的计算. 梯度计算的复

杂度为 . 这样算法 1的计算复杂度

为  ,  其中

 为算法 2的迭代次数以及  为算法 1的迭代次数. 

2.3    正则化乐观判别分析

正则化对抗判别分析探索了不确定集中的对抗

概率分布, 这实际上优化考虑了训练集中位于类边

界附近的样本 (远离类中心的样本). 然而当数据集

包含离群点时, 这些离群点可能远离各类中心. 在
这种情况下, 优先考虑类中心附近的样本是有益的,
即对接近类中心附近的样本分配大的采样概率. 不
同于第 2.1节中的模型, 本小节试图在不确定集中

寻找另外一种概率分布, 这对应于优先考虑类中心

附近的样本点. 因此借助不确定集以及类内和类间

信息可定义以下优化问题:

max
W

max
pij

H1(W , pij) := −ηKL(p|q)+

c∑
i=1

c∑
j=i+1

pijωij∥W T(mi −mj)∥ss

s.t.
c∑

i=1

c∑
j=i+1

pij = 1, pij ≥ 0, W TW = Im (23)

min
W , uik

H2(W , uik) :=
c∑

i=1

ni∑
k=1

λiuik ln
uik

vik
+

c∑
i=1

ni∑
k=1

uik∥W T(xi
k −mi)∥rr

s.t.W TW = Im,

ni∑
k=1

uik = 1, uik ≥ 0 (24)

KL(p|q)
H1(W , pij)

H2(W , uik)

模型 (23)优先考虑了距离大的类中心对, 这实

际上优先考虑区分性比较好的类. 因为  取

非负值, 这不能从   的定义得出其非负

性. 对于模型 (24), 它优先考虑区分性比较好的样

本, 即对类中心附近的样本赋予大的采样概率和类

边界附近的样本赋予小的采样概率. 当处理的数据

包含异常点或噪声时, 它优先考虑了那些可能不是

异常点的样本, 即对异常点赋予小的采样概率. 因
为 KL散度是非负的, 从式 (24)知,   不
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小于零. 根据 (23)和 (24)可建立以下单目标函数:

min
W

H(W ) :=
minuik

H2(W , uik)

maxpij
H1(W , pij)

s.t.W TW = Im,

c∑
i=1

c∑
j=i+1

pij = 1

pij ≥ 0, uik ≥ 0,

ni∑
k=1

uik = 1 (25)

W

uik, pij)

从 (23), (24)和 (25)知, 外层优化 (优化  )
和内层优化 (优化  的目标有一致的性质. 根
据不确定规划中的乐观模型的概念, 本文将模型

(25)称为正则化乐观 LDA(Regularized optimistic
LDA, ROLDA). 内层优化取得的概率分布被称为

不确定集的乐观概率分布. 模型 (25)利用不确定集

优先考虑类中心附近的样本点. 对训练集而言, 模
型 (25)优先考虑了区分性好的类和样本. 如果数据

集包含异常点或噪声, 那么这些异常点或噪声可能

远离类中心且具有较低的采样概率. 因此模型 (25)
在某种程度上能抑制异常点或噪声. 模型 (25)是非

凸优化问题, 同样地也采用了广义 Dinkelbach算法

求解模型 (25). 求解式 (25)涉及下面优化子问题:

H̄(γt) = min
W

{min
uik

H2(W , uik)−

γt max
pij

H1(W , pij)}

s.t.
c∑

i=1

c∑
j=i+1

pij = 1,

ni∑
k=1

uik = 1

pij ≥ 0, uik ≥ 0, W TW = Im (26)

γt H(W ) H1(W , pij)

pij H2(W , uik)

uik pij uik

其中   是来源于   的值. 函数   关

于变量  是强凹函数, 函数  关于变量

 是强凸函数. 这样  和  存在唯一解, 分别表示为:

pij =
qij exp(ωij∥W T(mi −mj)∥ss/η)∑

i<j

qij exp(ωij∥W T(mi −mj)∥ss/η)
(27)

uik =
vik exp(−

∥∥W T(xi
k −mi)

∥∥r
r
/λi)

ni∑
k=1

vik exp(−∥W T(xi
k −mi)∥rr/λi)

(28)

H1(W , pij) H2(W , uik)

H1(W , pij) H2(W , uik)

H1(W , pij) maxpij H1(W , pij)

H2(W , uik)

minuik
H2(W , uik) γt

γt

因为简化   和   会导致模

型是复杂的非线性问题, 所以没有借助式 (27)和
(28)简化  和 . 注意到如果把

式 (27)代入 , 那么可得出 

是非负的. 如果把式 (28)代入 , 那么可

得出   是非负的 . 因此   是非负

的. 考虑到  的非负性, 模型 (26)可转化为下面的

优化问题:

min
W

min
uik, pij

{H2(W , uik)− γtH1(W , pij)}

s.t.
c∑

i=1

c∑
j=i+1

pij = 1,

ni∑
k=1

uik = 1

pij ≥ 0, uik ≥ 0, W TW = Im (29)

uik pij W

W

模型 (29)属于约束的最小化问题. 因为约束集

是闭有界集且目标函数是连续的, 模型 (29)存在

解. 注意到优化变量 ,   以及  的约束是独立

的, 这样交替优化算法能有效地求解模型 (29). 模
型 (22)仅涉及优化变量  且目标函数是复杂的非

线性优化问题, 但模型 (29)涉及三组优化变量, 每
一组优化变量对应一个优化子问题. 算法 3概括了

求解模型 (29)的过程.

算法 3. 求解式 (29)的交替优化算法

pij uik 1) 给定初始  和 ,

 2) 重复直到收敛

pij uik W a) 固定  和 , 更新 ,

uik W pij b) 固定  和 , 通过 (27)更新 ,

pij W uik c) 固定  和 , 通过 (28)更新 .

s = r = 2

W

W

W

pij

uik s = r = 2 W

O(d3)

W

W O(Tg(c
2dm+ ndm)) Tg

pij uik

O(c2dm) O(ndm) s = r = 2

W

O(T3(c
2dm+ ndm+ d3)) T3

W

O(T3(c
2dm+ ndm+ Tg(c

2dm+ ndm)))

如果  , 算法 1 中的步骤 a) 可通过特

征值分解取得投影矩阵 . 在其他情况下, 可通过

在 Stiefel 流形上的梯度下降法取得投影矩阵 .
不同于正则化对抗 LDA的求解, 如果采用 Stiefel
流形上的梯度下降法取得  [41], 此时函数的梯度并

不包含指数函数, 这实际上把指数函数放在了  和

 的更新上. 在  情况下, 取得  的计算

复杂度为 . 当样本的维数较大时, 执行特征值

分解可能比较耗时, 那么可采用流形上的梯度下降

法取得 . 采用 Stiefel流形上的梯度下降法取得

 的复杂度为 , 其中  为梯度

下降法的迭代次数. 更新  和  的计算复杂度分

别为   和  . 这样如果   且采

用特征值分解取得投影矩阵 , 那么算法的计算复

杂度为  , 其中   为算法 3
的迭代次数. 如果采用 Stiefel流形上的梯度下降法

取得投影矩阵  ,  那么算法 3 的计算复杂度为

.
 

2.4    与其他线性判别分析的关系

从式 (17)和 (18)可得到如下推论.
p∗ij u∗

ik推论 1. 假定  和  如式 (17)和 (18)那样定

义, 那么可得出

lim
η→∞

p∗ij = qij , lim
λi→∞

u∗
ik = vik

η λi推论 1说明了当参数  和  趋向正无穷大时,
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pij qij uik

vik qij vik

pij = 2/(c(c− 1)) uik = 1/ni

s = r = 2

s = r = 1

η λi

η λi

 和事先定义的   一致, 以及   和事先定义的

 一致. 在这种情况下, 根据  和  定义可得出

 和  .  此时正则化对抗

LDA 退化为不同范数的 LDA. 即当   时,
模型 (14)成为 L2 范数的 LDA; 当  时, 模
型 (14) 成为 L1 范数的 LDA. 当参数   和   趋向

0时, 模型 (14)变成了最强对抗概率分布下的线性

判别分析. 这样参数  和  的变化为模型 (14)和各

种范数的 LDA建立了联系. 因此 RALDA推广了

以前的模型.
η λi

pij = 2/(c(c− 1)) uik = 1/ni

s = r = 2

s = r = 1

η λi

pij

uik

从式 (27)和 (28)可知: 当参数  和  趋向正

无穷大时,    和  . 此时正

则化乐观 LDA 退化为不同范数的 LDA .  即
 时, 模型 (25) 成为 L2 范数的 LDA; 当
 时, 模型 (25)成为 L1 范数的 LDA. 当参

数  和  趋向 0时, 模型 (25)变成了最乐观概率分

布下的线性判别分析. 从式 (17) 和 (18), 以及式

(27)和 (28)可知, RALDA和 ROLDA中的  和

 是不同的. 从 (17)可知类边界附近的样本具有

大的采样概率; 从 (28)可知类中心附近的样本具有

大的采样概率. 这样模型 (14)优先考虑那些不利区

分的样本, 而模型 (25)优先考虑了那些有利区分的

样本. 尽管这两种模型的机制是不同的, 但是当参

数趋向无穷时, 它们是等价的. 

3    实验结果

λ = λ1 = · · · = λc

λ λ η

{10−3, 10−2, 10−1, 1, 10, 102, 103}
r s

s = r = 1 s = r = 2

s = r = 1

s = r = 2

本节通过在数据集上的一系列实验来评估所提

出模型的有效性. 当涉及到分类问题时, 本文采用

了最近邻分类器且度量准则采用了欧氏范数. 为了

进行比较, 本文编程实现了几种鲁棒的特征提取方

法, 包括 L1-LDA[6]、最不利 LDA (Worst-case LDA,
WLDA[16])、LDA-L1[28] 和 L21-LDA[34]. L1-LDA 和
LDA-L1的参数设置与文献 [34]中的相同. 注意到

提出的模型涉及多个参数. 为了简单起见, 令参数

, 即所有的类都被赋予了相同的参

数 , 这样模型的参数被约简为两个参数  和 , 两
个参数取自集合 .
对于参数  和 , 本文只考虑参数取特殊值的情况,
即把  和  的 RALDA分别简记为

L1RALDA 和 L2RALDA,以及把   和

 的 ROLDA 分别简记为 L1ROLDA 和

L2ROLDA. 迭代方法的初始解采用了 LDA的正交

化投影矩阵. 实验环境是一台内存为 8 GB的奔腾

1.6 GHz计算机和Matlab (7.0.0)编程语言. 

3.1    人脸和物体数据集的实验

本小节在四个人脸数据库 (Yale、ORL、UM-

32× 32

IST和 AR)上和一个物体数据库 (COIL)上测试了

提出的模型. ORL人脸数据库包含 40个人, 每个

人都有 10幅不同的图像, 所有的图像都是在一个

均匀背景下拍摄的. UMIST人脸数据库包含 20个
人的 564幅人脸图像, 每个人都有不同的种族、性

别和外貌, 例如不同的表情、照明、戴眼镜/不戴眼

镜、留胡须/不留胡须、不同的发型. 耶鲁大学的人

脸数据库包含 15个人的 165幅灰度图像, 其人脸

图像涉及光照条件和面部表情的变化. AR人脸数

据库包含 4 000多幅彩色人脸图像, 每个人有不同

的面部表情、光照条件和遮挡. AR人脸图像在两个

不同的时间段拍摄且时间间隔是两周, 每阶段获取

每个人的 13幅图像. COIL数据库包含 1 440幅灰

度图像和 20个物体的黑色背景, 每个物体有 72幅
不同的图像. 为了提高计算效率, 将所有图像归一

化为  大小的灰度图像.

32× 32 β = 0.5

λ = η

考虑到提出的算法是一种迭代算法, 第一组实

验测试了算法的收敛性. 实验数据来自 Yale数据

集. 我们随机选取每个人的四幅图像组成训练集,
其它图像用于测试. 假设约简维数为 14. 训练集中

有一半的样本被矩形噪声污染. 矩形噪声包含等概

率的白点和黑点, 它们在图像中的位置是随机的且

块的大小是  像素. 在实施算法 2时, 令 .
图 1列出了 L2RALDA, L1RALDA, L2ROLDA
和 L1ROLDA四种方法的收敛性. 为了简单性, 在
这组实验中令 .

10−4

从图 1可知, 四种算法的目标函数值随着迭代

次数的增加而递减. 当迭代次数超过某一数值时,
目标函数值几乎保持稳定. 文献 [27]指出: 当出现

小样本的奇异性问题时, 采用梯度上升法求解 L1
范数的判别分析 (目标函数为最大化问题)可能使

得目标函数值发生振荡现象. 在这组实验中, 图像

的维数远远大于训练样本的个数, 这存在奇异性问

题, 但图 1显示了提出的算法的目标函数值并没有

出现振荡的情况, 这意味着提出的算法在某种程度

上避免了小样本的奇异性问题. 从图 1可观察到基

于 L1范数的模型比基于 L2范数的模型一般需要更

多的迭代次数, 这是因为基于 L1 范数的模型有不

可微的目标函数. 注意到不同的参数也影响算法的

收敛速度. 因此在后面的实验中, 本文设定算法的

停止条件为最大迭代次数为 50或目标函数值的相

对改变不超过 .
λ

η λ η

在约简的参数下提出的模型有两个重要参数 

和 . 这组实验探索了参数  和  对识别性能的影

响. 对于图像识别问题, 为了降低计算代价, 采用主

成分分析降维但保持图像的百分之九十九的能量.
对于耶鲁数据集, 随机选取每个人的四幅图像组成
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r = s = 1 r = s = 2 λ η {10−3,

10−2, 10−1, 1, 10, 102, 103}

x λ y

η z

训练集, 其他样本用于测试. 假设约简维数为 14,
固定  或 , 参数  和  从集合 

 中取值. 因此每个参数

取七个值 . 实验结果来自十次的平均实验 . 图 2
显示了每种算法随参数变化的错误率. 在图 2的每

个子图中, 其中  轴表示对数尺度的参数 ,   轴表

示对数尺度的参数 , 以及  轴表示算法的错误率.

λ η

η

λ

η λ

从图 2可看出, 模型的错误率随着参数的变化

而变化. 当参数  和  取较小值时, L1ROLDA的错

误率较低. 对于 L2ROLDA, 如果参数  取较大值

且参数  取较小值, 则分类性能较好. 对于 L1RALDA,
如果参数  取较小值且参数  取较大值, 则在很大

范围内获得较低的错误率. 对于 L2RALDA, 其参

数也影响算法的性能. 这组实验表明了 L1ROLDA
和 L1RALDA的作用机理是不同的. 因此在实际应

用中需要选择合适的参数才能获得最佳的分类性

能, 这可通过交叉验证等方法来获得最佳参数.
为了比较各种模型的特征提取性能, 在 Yale、

ORL、UMIST和 COIL数据集上随机选取每个人

的 4幅图像构成训练集, 其余图像用作测试目的.
为了评价算法的鲁棒性, 在 Yale、ORL、UMIST和

20× 20

COIL数据集上人工模拟了遮挡图像, 那就是训练

集中有一半的样本被矩形噪声污染. 矩形噪声包含

等概率的白点和黑点, 它们在图像中的位置是随机

的, 块的大小是  像素. 由于 AR数据集包含

实际遮挡的情况, 本文考虑了 120个人的两种遮挡

情况: 其一是太阳镜遮挡, 其二是围巾遮挡. 在 AR
数据集上, 对于太阳镜遮挡, 从第一时间段的 7幅
无遮挡图像中随机选择 3幅图像, 然后将这些图像

与随机选择的 3幅太阳镜遮挡的图像构成训练集.
第二时间段得到的 7幅无遮挡的图像被用做测试

集. 因此每个人的训练样本数为 6. 对于围巾遮挡,
从第一时间段的 7幅无遮挡图像中随机选择 3幅图

像, 然后将这些图像与随机选择的 3幅围巾遮挡图

像构成训练集, 第二时间段得到的 7幅无遮挡的图

像被用做测试集.
图 3显示了在 Yale数据库上几种算法的错误

率随约简特征变化的情况. 表 1列出了各种方法的

最好性能. 另外表 1中给出了各个人脸数据集上和

COIL数据集上的最好性能. 每种方法的参数在额

外的五次运行上得到. 表 1的实验结果来自 20次
随机运行的平均, 其中 C- 表示污染的数据集.
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图 1    L2RALDA, L1RALDA, L2ROLDA和 L1ROLDA的收敛性分析

Fig. 1    Convergence analysis of L2RALDA, L1RALDA, L2ROLDA and L1ROLDA
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从图 3可知, 随着约简维数的增加各种方法的

错误率下降, 但过多的特征反而使得错误率上升.

这表明特征的维数是一个重要的参数. 从表 1可看

出, 对于原图像集, L1RALDA在 ORL和 UMIST

数据集上可获得很好的分类效果, 这表明在适当的

条件下, 优先考虑边界点的判别分析算法是合理的.

当部分图像被污染后, L1ROLDA在大多数情况下

优于其他方法. 在实际遮挡的 AR数据上, 围巾遮

挡比太阳镜遮挡导致更大的错误率.

同其他方法比较, L1ROLDA 不仅采用了 L1
范数的损失函数, 而且考虑了样本的采样概率, 其

采样概率在不确定集中自适应地变化, 从而得到较

好的效果. 从表 1可知, 当部分图像被污染后, 各种

方法错误率的标准偏差一般大于原始图像上各种方

法错误率的标准偏差. 这表明污染的数据使得各种

方法的性能具有更大的不确定性.

这组实验比较了各种算法在五个图像数据集上

的时间消耗. 提出算法的停止条件如前面所述. 在
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图 2    L2RALDA, L1RALDA, L2ROLDA和 L1ROLDA的错误率与参数的关系

Fig. 2    Error rates of L2RALDA, L1RALDA, L2ROLDA and L1ROLDA versus the parameters
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图 3    数据集上不同方法随维数变化的错误率

Fig. 3    Error rates of various methods with varying dimensions on the Yale database
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ORL, UMIST, Yale和 COIL数据集上假定约简维

数为 40. 由于 AR数据集包含更多的类数, 其约简

维数设定为 80. 图 4显示了各种算法在五个数据集

上的运行时间 (单位: 秒).
从图 4可看出, WLDA的运行时间远远高于其

它算法的运行时间, 这是因为这种方法采用了二阶

锥规划. L1-LDA和 LDA-L1都采用了贪婪算法取

得多个投影向量, 它们的运行时间相差不大. 在

Yale和 ORL数据集上, L21LDA的运行时间是最

少的, 但在 UMIST和 COIL数据集上, L2ROLDA
需要的时间最少. 由于在 AR数据集上的约简维数

为 80且类数较多, 每种方法的训练时间明显大于

在其他数据集上的训练时间. 一般来说, L1RALDA
和 L1ROLDA 训练时间分别大于 L2RALDA 和

L2ROLDA的训练时间, 这是因为 L1RALDA和

L1ROLDA采用了 L1 范数导致其目标函数是不可
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图 4    五个图像数据集上各种算法的运行时间

Fig. 4    Running time of various methods on five image data sets
 

 
表 1    各种方法在原始数据集和污染数据集上的平均错误率 (%)和标准偏差

Table 1    Average error rates (%) of various methods and their standard deviations on the
original and contaminated data sets

Data sets L1-LDA LDA-L1 L21-LDA WLDA L2RALDA L1RALDA L2ROLDA L1ROLDA

Yale 8.48 (3.42) 9.52 (3.47) 7.81 (4.21) 10.19 (3.24) 8.48 (4.25) 9.19 (3.96) 8.76 (3.84) 7.46 (3.10)

C-Yale 24.95 (4.76) 25.05 (5.05) 24.86 (4.98) 27.81 (4.87) 27.24 (4.92) 24.57 (4.58) 23.24 (4.49) 22.76 (4.12)

ORL 9.89 (2.13) 0.21 (2.06) 8.86 (2.45) 10.33 (2.02) 8.98 (2.15) 8.34 (2.12) 9.66 (2.18) 9.19 (1.92)

C-ORL 14.62 (2.41) 15.27 (2.32) 13.98 (2.73) 15.92 (2.85) 15.82 (2.67) 13.13 (2.63) 13.45 (2.49) 12.58 (2.52)

UMIST 8.99 (2.09) 9.23 (2.07) 8.87 (2.75) 10.15 (2.02) 9.42 (2.15) 8.83 (2.12) 9.07 (2.18) 8.98 (1.99)

C-UMIST 24.52 (3.89) 26.33 (3.93) 22.98 (3.85) 29.23 (3.84) 23.39 (4.04) 23.52 (3.92) 23.22 (3.88) 21.90 (3.72)

COIL 18.45 (2.02) 19.46 (1.64) 18.21 (1.65) 19.97 (1.79) 19.05 (1.64) 17.98 (1.46) 18.31 (2.12) 17.42 (2.14)

C-COIL 28.34 (3.41) 29.66 (3.49) 27.35 (3.55) 29.01 (3.15) 28.46 (3.43) 27.65 (2.43) 28.32 (3.01) 26.22 (3.32)

AR-sunglasses 9.26 (1.73) 9.38 (1.46) 8.05 (1.57) 10.02 (1.70) 9.21 (1.53) 9.01 (1.25) 8.25 (1.23) 7.33 (1.79)

AR-scarf 21.29 (1.10) 20.81 (1.25) 19.03 (1.28) 28.02 (0.92) 26.35 (0.89) 20.34 (1.34) 19.38 (1.24) 17.24 (1.34)
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微的, 而 L2RALDA和 L2ROLDA的目标函数是

可微函数. 

3.2    UCI 数据集上的实验

这组实验使用的数据集来自 UCI机器学习库.
这些数据集已被广泛用于评估一些学习算法的性

能. 本文在 8个数据集上测试了提出的模型. 这 8
个数据集分别是 Australia (690 样本/14 特征/
2类), Diabetes (768/8/2), German (1 000/24/2),
Heart (270/13/2),  Liver(345/6/2),  Sonar
(208/60/2), WPBC (198/33/2)和Waveform (5 000/
21/3). 不同于图像数据集, 对于这些数据集, 训练

样本的维数远远小于训练样本的个数, 即小样本的

奇异性问题不会出现. 每个数据集样本的属性被转

化为 [−1, 1]区间. 对于每个数据集, 随机选取 70%
的样本构成训练集, 剩下的样本作为测试集. 除了

原始数据集, 我们也模拟了训练集中样本的某些特

征被污染的情况. 具体来说, 训练集中一半样本的

50% 特征被替换为由−1和 1组成的随机噪声.

t p p

每种方法的参数在训练集上通过五叠交叉验证

方法学习得到. 实验性能取自十次随机实验的平均

结果. 为了比较两种算法在同一个数据集上的性能,
在显著性水平 0.05的情况下计算 L1ROLDA和其

他算法的配对  检验的  -值. 如果  - 值大于 0.05

p

t p

时, 这表明 L1ROLDA和其他算法没有显著的差

别. 当  -值小于 0.05时, 这表明 L1ROLDA和其他

算法存在显著差别. 表 2和表 3列出在原始数据集

和污染数据集上的实验结果, 其实验结果包括平均

正确率 (Average correct rates, ACR)和标准偏差

(standard deviations,SD)以及 L1ROLDA和其他

方法的配对  检验的  -值.

p

p

从表 2可知, L21-LDA在 Diabetes数据集上

取得最好的性能, L1RALDA在 German和WP-
BC数据集上取得最好的性能, L1ROLDA在 Aus-
tralian, Heart和Waveform数据集上取得最好的

性能, L1-LDA在 Liver数据集上取得最好的性能,
这表明了没有一种方法在这些数据集上取得一致好

的性能. 从表 3可知, 当特征被污染后, 每种方法的

性能都会存在某种程度的下降. 一般来说基于 L2
范数方法不比基于 L1 范数方法好. 从表 2 和表 3
的  -值可知, L1ROLDA和其它方法是否存在明显

的差别. 例如: 从  -值可知在特征没有被污染的情

况下, L1ROLDA和 L21LDA在 German和 Heart
数据集上存在统计意义上的差别, 但当特征被污染

后, L1ROLDA 和 L21LDA 在 Australian, Ger-
man, Heart, Liver和Waveform数据集上存在统

计意义上的差别.
当特征被污染后, L1ROLDA方法在多数情况

 
p表 2    各种方法在原始数据集上的平均正确率 (ACR(%)), 标准偏差 (SD)和  -值

pTable 2    Average correct rates (ACR(%)), standard deviations (SD), and   -values of
various methods on the original data sets

Data sets L1-LDA LDA-L1 L21-LDA WLDA L2RALDA L1RALDA L2ROLDA L1ROLDA

ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD)

p  -值 p  -值 p  -值 p  -值 p  -值 p  -值 p  -值 p  - 值

Australian 82.22 (3.44) 80.15 (3.36) 83.44 (3.57) 80.12 (3.29) 79.15 (3.61) 82.99 (3.46) 79.77 (3.27) 84.12 (3.63)

×10−37.98 ×10−53.13 0.43 ×10−53.00 ×10−51.45 0.028 ×10−51.78 —

Diabetes 72.55 (4.51) 71.68 (4.62) 73.28 (4.33) 70.19 (4.40) 71.18 (4.71) 72.87 (4.26) 71.99 (4.27) 72.68 (4.39)

0.22 0.15 0.84 0.008 4 0.10 0.46 0.19 —

German 74.45 (3.66) 72.02 (3.69) 74.68 (3.88) 69.34 (3.77) 72.06 (3.54) 74.99 (3.49) 72.67 (3.66) 73.74 (3.48)

0.03 ×10−31.30 0.04 ×10−46.39 ×10−37.84 0.04 0.01 —

Heart 75.89 (5.11) 74.36 (5.13) 77.32 (5.16) 73.53 (5.17) 74.22 (5.22) 77.52 (5.34) 75.67 (5.54) 78.98 (5.19)

×10−48.94 ×10−55.99 0.012 ×10−63.72 ×10−54.81 0.043 ×10−41.14 —

Liver 65.25 (4.33) 63.27 (4.78) 64.34 (4.99) 62.87 (4.60) 62.99 (4.71) 64.12 (4.37) 63.01 (4.48) 64.54 (4.29)

0.52 0.89 0.28 0.074 0.08 0.68 0.51 —

Sonar 72.11 (4.98) 70.99 (4.96) 73.16 (5.52) 70.21 (5.43) 70.68 (5.06) 72.45 (5.21) 70.99 (5.29) 73.22 (5.16)

0.06 ×10−46.07 0.72 ×10−43.80 ×10−44.45 0.074 ×10−46.69 —

Waveform 83.27 (1.99) 82.18 (2.12) 85.12 (1.88) 81.23 (1.94) 81.53 (2.15) 83.69 (2.22) 81.49 (2.10) 86.28 (1.98)

×10−51.93 ×10−68.97 0.08 ×10−61.42 ×10−61.83 ×10−57.10 ×10−61.57 —

WPBC 77.89 (5.19) 75.32 (5.23) 78.23 (5.44) 72.12 (5.37) 73.14 (5.21) 79.33 (5.36) 72.99 (5.28) 77.89 (5.29)

0.47 ×10−41.67 0.17 ×10−51.19 ×10−51.58 ×10−34.76 ×10−66.08 —
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下优于其他方法, 这是因为在不确定集下, 优先考

虑了那些有利区分的样本, 这些样本可能不是污染

的数据点, 而对离群点赋予较低的采样概率. 因此

当数据被污染后, 应当优先选择 L1ROLDA方法.
实际上, 当测试 RALDA和 ROLDA时, 如果在验

证数据集上 ROLDA的性能远远好于 RALDA的

性能, 那么说明训练集包含离群点. 在这种情况下,
我们可采用一些去离群点的方法去除训练集中的离

群点, 然后再执行特征提取算法.
t尽管配对  检验能比较两种算法在同一个数据

集上的性能差别, 但是它不能取得多种算法在多个

数据集上的性能排序问题. 由于在多个数据集上测

试了多种方法, 本文采用 Friedman检验[40] 评估多

种算法的性能. 在 Friedman检验中, 如果零假设成

立, 即假设所有的算法在性能上是相等的, Fried-
man统计量可用概率分布来计算. 本文使用关键差

别 (Critical difference, CD)图[40] 比较不同算法的

性能. 图 5表示了在原始数据和污染数据上的性能

分析的 CD图. CD图的平均秩提供了算法的性能

的排序. 平均秩越小, 算法的性能越好. 从图 5(a)
可知, L1ROLDA给出了最小的平均秩, 但是 L21-
LDA的平均秩和 L1ROLDA的平均秩相差不大.
WLDA有最大的平均秩. 从图 5(b)可知, 当数据被

污染后, L1ROLDA仍然取得了最小的平均秩, 但

L21-LDA的平均秩明显大于 L1ROLDA的平均秩.
总的来说, 由于采用了 L1 范数和优先考虑了类中

心附近的样本, 当数据被污染后, 正则化乐观线性

判别分析取得最好的性能. 

4    结论

本文提出了基于不确定集和混合范数的线性判

别分析方法. 不同于以前的方法, 本文借助 Kull-
back-Leibler不确定集描述样本的变化信息, 这样

可探索不确定集中的概率分布. 由于样本或类中心

的采样概率在不确定集中灵活变化, 从而使得模型

适应数据的内在特性. 模型是比率优化和非凸优化

问题. 广义 Dinkelbach算法被用来求解优化模型.
本文利用投影梯度法或交替优化技术求解算法的优

化子问题. 这样算法的收敛性直接来自广义Dinkelbach
算法的收敛性. 在图像数据集和 UCI数据集上做了

一系列实验. 实验结果表明: 在没有污染的数据集

上, 由于RALDA考虑了类边界附近的样本, RALDA
应当被优先考虑, 但在污染数据集上, ROLDA应

当被优先考虑. 由于本文简化了模型中一些参数,
这些参数对模型的性能会产生一定的影响. 今后我

们将重点研究如何自动学习多个参数, 并将本文的

基本思想推广到其它基于核函数的非线性判别分析

和张量判别分析.

 
p表 3    各种方法在污染数据集上的平均正确率 (ACR(%)), 标准偏差 (SD)和  -值

pTable 3    Average correct rates (ACR(%)), standard deviations (SD), and   -values of
various methods on the contaminated data sets

Data sets L1-LDA LDA-L1 L21-LDA WLDA L2RALDA L1RALDA L2ROLDA L1ROLDA

ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD) ACR (SD)

p  -值 p  -值 p  -值 p  - 值 p  -值 p  -值 p  -值

Australian 80.45 (3.56) 78.34 (3.77) 81.65 (3.46) 75.22 (3.89) 77.26 (3.45) 81.78 (3.66) 79.62 (3.78) 82.51 (3.52)

×10−41.99 ×10−67.89 0.025 ×10−76.02 ×10−65.17 0.04 ×10−52.10 —

Diabetes 70.63 (4.22) 69.44 (4.29) 70.32 (4.35) 65.26 (4.65) 69.37 (4.60) 70.65 (4.05) 70.38 (4.30) 70.37 (4.41)

0.41 0.055 0.29 ×10−57.55 0.037 0.49 0.39 —

German 71.34 (3.48) 70.08 (3.55) 71.76 (3.22) 64.45 (3.79) 70.05 (3.86) 71.09 (3.94) 71.39 (3.68) 72.36 (3.77)

×10−35.08 ×10−30.92 ×10−21.41 ×10−71.30 ×10−31.80 0.027 0.099 —

Heart 72.05 (5.26) 72.24 (5.45) 72.44 (5.13) 66.53 (4.98) 70.22 (5.26) 70.35 (5.39) 71.51 (4.99) 74.88 (5.10)

×10−33.06 ×10−31.58 ×10−38.12 ×10−62.03 ×10−40.35 ×10−41.06 ×10−30.67 —

Liver 62.67 (4.33) 60.67 (4.59) 62.53 (4.25) 59.36 (4.78) 60.08 (4.32) 62.04 (4.64) 61.01 (4.13) 63.98 (4.31)

0.047 ×10−49.79 0.039 ×10−41.51 ×10−42.75 0.032 ×10−37.22 —

Sonar 70.56 (5.71) 68.89 (5.96) 71.37 (5.34) 66.19 (5.39) 68.34 (5.30) 70.32 (5.41) 69.82 (5.27) 71.02 (5.19)

0.17 ×10−49.16 0.55 ×10−56.18 ×10−42.34 0.12 ×10−26.99 —

Waveform 80.46 (1.89) 79.04 (2.03) 81.08 (1.96) 79.28 (1.89) 80.56 (1.95) 81.75 (2.02) 80.73 (2.11) 82.28 (2.03)

×10−34.47 ×10−51.54 0.03 ×10−54.69 ×10−35.27 0.18 ×10−36.33 —

WPBC 73.44 (5.10) 71.35 (5.15) 73.31 (5.27) 70.25 (5.29) 70.21 (5.33) 72.21 (5.39) 70.82 (5.42) 74.76 (5.22)

0.49 ×10−22.30 0.34 ×10−33.17 ×10−32.96 ×10−23.59 ×10−38.34 —
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图 5    不同方法性能的显著性分析

Fig. 5    Performance significance analysis of various methods
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