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摘    要   研究带时间相关乘性噪声多传感器系统的分布式融合估计问题, 其中时间相关的乘性噪声满足一阶高斯−马尔科

夫过程. 通过引入虚拟状态和虚拟过程噪声, 构建了虚拟状态的递推方程. 首先, 基于新息分析方法, 分别对系统状态和虚

拟状态设计局部一步预报器. 然后, 基于一步预报器设计状态的局部线性滤波器、多步预报器和平滑器. 推导了任意两个局

部状态估计误差之间的互协方差矩阵. 接着, 基于线性最小方差意义下的矩阵加权、对角矩阵加权和标量加权融合算法, 给
出相应的分布式融合状态估值器. 最后, 分析算法的稳定性. 仿真研究验证了该算法的有效性.
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Abstract   This paper is concerned with the distributed fusion estimation problem for multi-sensor systems with
time-correlated multiplicative noises, where the time-correlated multiplicative noises satisfy first-order Gaussian-
Markov processes. By introducing the friction states and friction process noises, the recursive equation of the fric-
tion state is established. Local one-step predictors for system state and friction states are designed based on an in-
novation analysis approach. Then, the local linear filter, multi-step predictor and smoother for the state are de-
signed based on one-step predictor. The cross-covariance matrices between any two local state estimation errors are
derived. Further, the corresponding distributed fusion state estimators are given based on the fusion algorithms
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卡尔曼滤波广泛应用于各种领域, 如惯性导航、

制导、全球定位系统、目标跟踪、通信、信号处理、

控制等[1−2]. 阿波罗登月计划和 C-5A飞机导航系统

的设计是卡尔曼滤波算法早期应用中最成功的实

例. 经典的卡尔曼滤波算法是在精确已知系统模型

的前提下给出的, 但在许多重要的物理过程中, 通

过引入乘性噪声来刻画模型参数的不确定性, 使建

立的数学模型更符合实际系统. 乘性噪声广泛存在于

网络化系统[3−4] 和通信系统[5−6] 中. 在通信系统[5−6]

中, 信号源的传输信道是一个衰减系数可由增强现

实描述的时变衰减信道. 这种信道的时变衰减性可

看作系统的乘性扰动[7−9]. 乘性噪声的存在使系统呈

现了非线性. 当乘性噪声为白噪声时, 由于白噪声

具有相同时刻相关且不同时刻独立的性质, 因此这

种噪声的扰动不具有持久性, 只会影响到当前时刻

的观测[3−4]. 但当乘性噪声为有色噪声时, 扰动会持

续一段时间或一直存在, 因此滤波器的设计具有一

定的挑战性[7−15].
对带有时间相关的乘性噪声系统, 文献 [7]假

设加性噪声为独立的白噪声, 通过构建一个递推的

新息过程, 提出了线性最小均方意义下的递推滤波
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器. 文献 [8]将文献 [7]的结果推广到非零均值乘性

噪声的情形. 文献 [9]进一步将文献 [7]的结果推广

到带有相关加性噪声的系统中, 提出了相应的递推

最优滤波算法, 但文献 [9]需要计算乘性噪声系数

矩阵的逆. 文献 [10]考虑了非高斯乘性噪声系统的

滤波问题. 进一步, 当系统同时受到多个乘性噪声

扰动时, 文献 [11]通过引入一些新的递推项, 提出

了最小均方最优递推滤波算法. 基于文献 [11]提出

的方法, 文献 [12]考虑了网络传输中的随机数据包

丢失和时间相关的乘性噪声, 提出了线性最优滤波

器、预报器和平滑器. 文献 [13]处理的是带时间相

关通道噪声系统的最优滤波问题. 但文献 [11−13]考
虑的加性噪声仍然为相互独立的白噪声. 文献 [14−15]
对带时间相关的乘性噪声系统, 提出了 Tobit卡尔

曼滤波算法. 然而, 以上研究成果都是基于单传感

器系统进行的研究, 鲜有对带时间相关乘性噪声的

多传感器系统的信息融合估计问题的研究.
目前, 多传感器信息融合状态估计有集中式融

合、分布式融合和序贯融合三种基本方法. 集中式

融合虽然可以得到全局最优融合估计, 但计算负担

大、容错性差. 序贯融合更便于处理异步采样系统[16].
分布式融合具有并行结构、易于故障的检测与隔离

的特点, 得到了大家的广泛关注. 目前比较流行的

分布式融合算法有联邦卡尔曼滤波[17]、极大似然最

优融合准则[18]、线性最小方差意义下的加权融合算

法[19]、协方差交叉融合算法[20−21] 和文献 [22−23]提
出的一种类卡尔曼结构的递推分布式融合滤波算

法. 文献 [24]对乘性噪声为白噪声的多传感器系统,
提出了基于线性最小方差意义下的矩阵加权融合算

法; 考虑网络传输中的随机滞后和丢包, 提出了分

布式融合滤波器. 文献 [25]考虑了有限步相关的加

性噪声, 提出了分布式融合估计. 基于三种融合方

法和改进的协方差交叉融合方法, 文献 [26]对带有

不确定噪声方差系统, 提出了鲁棒加权融合卡尔曼

估值器. 但以上结果是在乘性噪声为白噪声或在有

限步相关加性噪声下提出的, 而没有考虑时间相关

乘性噪声. 文献 [27]考虑了时间相关的乘性噪声,
在线性最小方差意义下, 提出了分布式标量加权融

合滤波器, 但没有考虑预报和平滑问题.
基于以上分析, 本文研究带时间相关乘性噪声

和相关加性噪声多传感器系统的分布式融合估计问

题. 主要贡献如下: 1)通过引入虚拟状态, 提出一种

新的增广方法, 与文献 [11]注释 6基于 Kronecker
乘积提出的增广方法相比, 具有更小的计算负担;
2)为进一步减轻计算负担, 采用非增广方法, 在线

性最小方差意义下, 提出了系统状态的局部线性最

优滤波器、预报器和平滑器, 推广了现有文献中的

结果; 3)推导了任意两个局部估计误差之间的互协

方差矩阵, 来确定分布式融合权重; 4)对提出的分

布式融合估值器进行了稳态分析, 给出稳态估计存

在的一个充分条件. 当稳态估计存在时, 方差矩阵

和互协方差矩阵均可任选初值离线迭代计算, 即融

合权重可以离线计算. 因此分布式稳态融合估计可

明显减轻融合中心的在线计算负担, 便于实时应用.
L(yi(1), yi(2), · · · , yi(t))

(yi(1), yi(2), · · · , yi(t))

i i Rn n

tr E[·]
ρ(·) · diag{·}
· x⊥y

x y E[xyT] = 0 δtk

x̂i(·|◦) L(yi(1), yi(2), · · · ,
yi(◦)) x(·) · ◦

x̃i(·|◦)=xi(·)− x̂i(·|◦) P xy
ij (·|◦)=

E[x̃i(·|◦)ỹTj (·|◦)] x̃i(·|◦) ỹj(·|◦)
P xx

ij (·|◦)=P x
ij(·|◦), P xx

ii (·|◦)=
P x

i (·|◦), P xy
ii (·|◦) = P xy

i (·|◦), 1 ≤ i, j ≤ L.

符号描述:    表示由量

测序列  所生成的线性空间,
其中下标  表示第  个传感器.   表示  维列向量

空间, 上标 T表示转置,   表示矩阵的迹,   表示

数学期望,    表示矩阵“  ”的谱半径,   表

示对角块为“  ”的块对角矩阵.   表示随机变量

 与  正交, 即 ,   表示Kronecker delta
函数.   表示基于线性空间 

 对随机变量  的估计, 其中“  ” 和 “  ” 表示时

刻.    表示估计误差,  

 表示随机变量  和  之间

的互协方差矩阵, 其中    

      
 

1    问题描述

考虑带时间相关乘性噪声的多传感器线性离散

随机系统:

x(t+ 1) = Ax(t) + Γw(t) (1)

yi(t) = (Ci + C̃iri(t))x(t) + vi(t) (2)

ri(t+ 1) = hiri(t) + pi(t), i = 1, · · · , L (3)

x(t) ∈ Rn yi(t) ∈ Rmi i

w(t) vi(t) pi(t) ∈ R i = 1, · · · ,
L ri(t) ∈ R

A Γ Ci C̃i hi

式中,   是系统状态,   是第  个

传感器的量测.   、  和  ,  
, 为零均值白噪声,   为满足一阶高斯−马

尔科夫过程的乘性噪声.   、  、  、  、  为已

知的适当维数的常值矩阵.
w(t) vi(t) pi(t)假设 1. 加性噪声  、  和  具有如下

统计信息:

E[w(t)] = 0, E[vi(t)] = 0, E[pi(t)] = 0, i = 1, · · · , L

E


 w(t)

vi(t)

pi(t)

 [
wT(k) vTj (k) pj(k)

] =

 Qw Rj 0

RT
i Qv

ij 0

0 0 Qp
ijδij

 δtk, i, j = 1, · · · , L

i = j Qv
ii = Qv

i Qp
ii = Qp

i式中, 当  时, 有 ,  .
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x(t) x(0) E[x(0)] =

µ0 E[(x(0)− µ0)(x(0)− µ0)
T] =

P0 w(t) vi(t) pi(t) t = 0, 1,

2, · · ·

假设 2.    的初值   的均值为   
,  协方差矩阵为  

, 且与加性噪声    、    和   ,   

 不相关.
ri(t) ri(0) E[ri(0)] =

0 E[r2i (0)] = Qr0
i w(t) vi(t) pi(t)

t = 0, 1, 2, · · · x(0) ri(0) rj(0) i ̸= j

假设 3.    的初值   的均值为  

, 方差为  , 且与   ,   ,   ,
 和  不相关. 且  与 ,  

也不相关.
(yi(1), yi(2), · · · , yi(t))

i = 1, · · · , L
x̂o(t|t+N) (N = 0)

(N < 0) (N > 0)

本文目的是基于量测序列 ,
, 求线性最小方差意义下的分布式融合

估值器  , 包括滤波器   、预报器

 和平滑器 .
注 1. 在实际应用中, 当系统和传感器在相同的

背景噪声下或受相同噪声源影响时, 会导致相关的

加性噪声; 当广义系统转化为正常系统[28] 且时滞系

统转化为无时滞系统时[29], 也会产生相关的加性噪

声. 时间相关乘性噪声可由传输信道的不理想引起,
例如文献 [5−6]将时变衰减信道的信道系数描述为

一个增强现实过程; 信号在采样、选通和幅值调制

的过程中, 可能产生时间相关的乘性噪声[7−8]; 利用

脉冲雷达对移动车辆的位置和方位角进行观测时,
通常会受到时间相关乘性噪声的影响[11]. 文献 [10]
将时间相关的乘性噪声理解为传感器系数调整不够

准确或作为传感器的一种损耗. 

2    主要结果
 

2.1    系统转化与噪声统计信息

ϵi(t) = yi(t)− ŷi(t|t− 1)

ŷi(t|t− 1) ri(t)x(t)

ri(t)x(t)

xr
i (t) = ri(t)x(t)

已知获得状态估值器的关键在于获取观测的一

步预报误差, 即新息 . 由观

测方程 (2)和乘性噪声模型 (3)可以看出, 观测的一

步预报器  中包含了  的一步预报

器. 因此获得  的一步预报器是获得状态估值

器的关键. 为此, 引入虚拟状态向量 .
那么系统 (1) ~ (3)可重新写为如下新系统:

x(t+ 1) = Ax(t) + Γw(t) (4)

xr
i (t+ 1) = Φix

r
i (t) + ξi(t) (5)

yi(t) = Cix(t) + C̃ix
r
i (t) + vi(t), i = 1, · · · , L (6)

Φi = hiA ξi(t)式中,  , 虚拟过程噪声  计算如下:

ξi(t) = hiΓri(t)w(t) +Api(t)x(t) + Γpi(t)w(t) (7)

为便于后续引理和定理的推导, 先给出如下正

交关系.
L(x(1), · · · , x(t)) ⊂

L(x(0), w(0), · · · , w(t− 1)) L(ri(1), · · · , ri(t)) ⊂
注 2. 由式 (1)和式 (3)可得 

  和  

L(ri(0), pi(0), · · · , pi(t− 1))

w(t+ k)⊥x(t)、vi(t+ k)⊥x(t)、pi(t + k)⊥ri(t),

k≥0 pi(t)⊥x(k) ri(t)⊥x(k) ri(t)⊥w(k) ri(t)⊥
vi(k) ∀t, k

. 因此, 利用假设 1 ~ 3
有      

 、  、  、   和 

,  .
ri(t) = (hi)

tri(0) +
∑t−1

k=0 ·
(hi)

t−k−1
pi(k) E[ri(t)] =

(hi)
tE[ri(0)] +

∑t−1
k=0 (hi)

t−k−1E[pi(k)] = 0

E[xr
i (t)v

T
j (t+ k)] = E[ri(t)] E[x(t)vTj (t+ k)] = 0

E[xr
i (t)w

T(t+ k)] = E[ri(t)] E[x(t)wT(t+ k)] = 0

∀k E[xr
i (t)p

T
j (t+ k)] = E[ri(t)pTj (t+ k)]E[x(t)] = 0

k ≥ 0 xr
i (t)⊥vj(t+ k) xr

i (t)⊥w(t+ k) ∀k
xr
i (t)⊥pj(t+ k) k≥0 L(yi(1), · · · ,

yi(t)) ⊂ L(vi(1), · · · , vi(t), x(0), w(0), · · · ,w(t− 1),

xr
i (1), · · · , xr

i (t)) w (t + k) ⊥ L(yi(1), · · · ,
yi(t)), vi(t+ k)⊥L(yi(1), · · · , yi(t)) k ≥ 1 pi(t)⊥
L(yi(1), · · · , yi(t))

注 3. 对式 (3)迭代得   

, 由假设 1 和假设 3 可知,  
. 因此,

有    ,

  ,
;    ,

,  即  ,    ,     和

,  . 由式 (4)和式 (6)有 

   
. 从而有    

   ,  ,  
.

ξi(t)引理 1. 虚拟过程噪声  具有如下统计信息:
E[ξi(t)] = 0,

E[ξi(t)wT(k)] = 0,

E[ξi(t)vTj (k)] = 0,

∀t, k, i, j = 1, · · · , L (8)

Qξ
ij(t) = E[ξi(t)ξTj (k)] = (h2

iQ
r
i (t)ΓQ

wΓT +

Qp
iAΞ(t)AT +Qp

iΓQ
wΓT)δijδtk (9)

Qξ
ii(t) = Qξ

i (t) Ξ(t) = E[x(t)xT(t)] Qr
i (t) =

E[r2i (t)] x(t) ri(t)

式中,  .    和 

 分别为   和   的二阶矩阵, 可递推计

算为:

Ξ(t+ 1) = AΞ(t)AT + ΓQwΓT (10)

Qr
i (t+ 1) = h2

iQ
r
i (t) +Qp

i (11)

Ξ(0) = P0 + µ0µ
T
0 Qr

i (0) = Qr0
i i =

1, · · · , L
式中, 初值为 ,  ,  

.
证明. 见附录 A.

ξi(t) w(k) vj(k),

∀k L(yi(1), · · · ,
yi(t))⊂L(vi(1), · · · , vi(t), x

r
i (0), ξi(0),· · · , ξi(t− 1),

x(0), w(0), · · · , w(t−1)). ξi(t+k)⊥L(yi(1),

· · · , yi(t)), k ≥ 0, ξj(t+ k)⊥ L(yi(1), · · · , yi(t)), ∀k,
j ̸= i

注 4. 由引理 1可知,   为独立于  和 

 的零均值白噪声. 由式 (4) ~ (6)有 

   
  从而有  

           
  .

x̄i(t) = [xT(t) (xr
i (t))

T]T w̄i(t) =

[wT(t) ξTi (t)]
T

注 5. 对系统 (4) ~ (6), 可以引入增广状态向量

 和增广过程噪声向量 

, 则有如下增广系统:

x̄i(t+ 1) = Φ̄ix̄i(t) + Γ̄w̄i(t) (12)

yi(t) = C̄ix̄i(t) + vi(t), i = 1, · · · , L (13)

其中
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Φ̄i =

[
A 0
0 Φi

]
Γ̄ =

[
Γ 0
0 In

]
C̄i = [ Ci C̃i ]

(14)

w̄i(t) vi(t)根据引理 1可知,   和  为零均值的相

关白噪声, 且满足如下噪声统计信息:

E[w̄i(t)] = 0

E[vi(t)] = 0

Qij(t) = E[w̄i(t)w̄
T
j (k)] =

E
{[

w(t)
ξi(t)

] [
wT(k) ξTj (k)

]}
=[

Qw 0

0 Qξ
ij(t)

]
δtk

Sj= E[w̄i(t)v
T
j (k)] =

E
{[

w(t)
ξi(t)

]
vTj (k)

}
=

[
Rj

0

]
δtk

(15)

Qii(t) = Qi(t)式中,  .

x̄i(t) ∈ R2n

O(2n)3 = O(8n3),

O(n2+

3n+ 2)3

这样, 原系统 (1) ~ (3)的分布式融合估计问题

已经被转化为带相关白噪声增广系统 (12)和 (13)
的分布式融合估计问题. 而增广系统 (12)和 (13)
为标准卡尔曼滤波算法所对应的系统, 其分布式融

合估计算法可参见文献 [19]. 本文忽略计算负担小

的加/减法的运算, 通过计算算法乘/除法的次数,
给出增广方法的计算量级. 因为 , 故增广

方法的计算量级为  与文献 [11]注
释 6基于 Kronecker乘积提出的增广方法 

 相比, 具有更小的计算负担.
为了进一步减轻计算负担, 下面将采用直接对

式 (4) ~ (6)的系统状态和虚拟状态设计一步预报

器的思想, 提出如下非增广估计方法. 

2.2    局部子系统的估值器

ϵi(t) Qϵ
i(t)

引理 2. 对于系统 (4) ~ (6), 在假设 1 ~ 3条件

下, 新息  和新息方差  计算如下:

ϵi(t) = yi(t)−Cix̂i(t|t− 1)− C̃ix̂
r
i (t|t− 1) (16)

Qϵ
i(t) = CiP

x
i (t|t− 1)CT

i +C̃iP
xr

i (t|t− 1)C̃T
i +

CiP
xxr

i (t|t− 1)C̃T
i +

C̃i(P
xxr

i (t|t− 1))TCT
i +Qv

i (17)

证明. 见附录 B.
ϵi(t) xr

i (t)

x̂r
i (t|t− 1) Qϵ

i(t)

P x
i (t|t− 1)

P xr

i (t|t− 1) P xxr

i (t|t− 1)

由引理 2可知, 新息  依靠虚拟状态  的

一步预报器  ,     依靠系统状态和虚

拟状态的一步预报误差的方差矩阵   和

 以及协方差矩阵  . 下面给

x(t) xr
i (t)出系统状态  和虚拟状态  的一步预报器和

相应的方差矩阵以及协方差矩阵.
x(t)

xr
i (t)

定理 1. 在假设 1 ~ 3条件下, 系统状态  和

虚拟状态  的局部一步预报器为:

x̂i(t+ 1|t) = Ax̂i(t|t− 1) +Li(t)ϵi(t) (18)

x̂r
i (t+ 1|t) = Φix̂

r
i (t|t− 1)+Lxr

i (t)ϵi(t) (19)

式中, 增益矩阵为:

Li(t) = [A(P x
i (t|t− 1)CT

i +

P xxr

i (t|t− 1)C̃T
i ) + ΓRi](Q

ϵ
i(t))

−1 (20)

Lxr

i (t) = [Φi(P
xxr

i (t|t− 1))TCT
i +

P xr

i (t|t− 1)C̃T
i ](Q

ϵ
i(t))

−1 (21)

一步预报误差方差矩阵为:

P x
i (t+ 1|t) = AP x

i (t|t− 1)AT −

Li(t)Q
ϵ
i(t)L

T
i (t) + ΓQwΓT (22)

P xr

i (t+ 1|t) = ΦiP
xr

i (t|t− 1)ΦT
i −

Lxr

i (t)Qϵ
i(t)(L

xr

i (t))T +Qξ
i (t) (23)

x̃i(t+ 1|t) x̃r
i (t+ 1|t)  和  的协方差矩阵为:

P xxr

i (t+ 1|t) = AP xxr

i (t|t− 1)ΦT
i −

Li(t)Q
ϵ
i(t)(L

xr

i (t))T (24)

x̂i(0| − 1) = µ0 x̂r
i (0| − 1) = 0 P x

i (0| −
1) = P0, P

xr

i (0| − 1) = P0Q
r0
i P xxr

i (0| − 1) = 0

式中, 初值为 ,  ,  
 和 .

证明. 见附录 C.
注 6. 由定理 1可以看出, 与以往算法不同, 新

息计算中同时涉及了系统状态和虚拟状态的一

步预报器, 这给后续方差矩阵和互协方差矩阵, 尤
其是多步平滑器的方差矩阵的推导带来了难度 (见
定理 6和证明).

x̂i(t+ 1|t)
x̂i(t|t+N) (N < −1) (N = 0)

(N > 0)

下面将基于一步预报器  设计多步预

报器  、滤波器  和多步

平滑器 .
x(t)

N(N < −1)

定理 2. 在假设 1 ~ 3条件下, 系统状态  的

局部,   步预报器为:

x̂i(t|t+N) = A−N−1x̂i(t+N + 1|t+N) (25)

N  步预报误差方差矩阵为:

P x
i (t|t+N) = A−N−1P x

i (t+N + 1|t+N) ×

(A−N−1)T +

−N−1∑
k=1

A−N−k−1 ×

ΓQwΓT(A−N−k−1)
T

(26)

x̂i(t+N + 1|t+N) P x
i (t+N + 1|t+N)式中,    和  
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由定理 1给出.
证明. 见附录 D.

x(t)

x̂i(t|t+N) N ≥ 0

定理 3. 在假设 1 ~ 3的条件下, 系统状态 

的局部滤波器和平滑器 ,   为:

x̂i(t|t+N) = x̂i(t|t+N − 1) +

Ki(t|t+N)ϵi(t+N) (27)

式中, 增益矩阵为:

Ki(t|t+N) = [Ωx
i (t+N |t+N − 1)CT

i +

Ωxxr

i (t+N |t+N − 1)C̃T
i ](Q

ϵ
i(t+N))−1 (28)

Ωx
i (t+N + 1|t+N) = Ωx

i (t+N |t+N − 1)AT −

Ki(t|t+N)Qϵ
i(t+N)LT

i (t+N) (29)

Ωxxr

i (t+N + 1|t+N)=Ωxxr

i (t+N |t+N − 1)ΦT
i −

Ki(t|t+N)Qϵ
i(t+N)(Lxr

i (t+N))T (30)

误差方差矩阵为:

P x
i (t|t+N) = P x

i (t|t+N − 1) −

Ki(t|t+N)Qϵ
i(t+N)KT

i (t|t+N)
(31)

Ωx
i (t+N |t+N − 1) = E[x(t)x̃T

i (t+N |t+N−
1)] Ωx

i (t|t− 1) = P x
i (t|t − 1), Ωxxr

i (t +

N |t+N− 1) = E[x(t)(x̃r
i (t+N |t+N− 1))T]

Ωxxr

i (t|t− 1) = P xxr

i (t|t− 1)

式中,  

  的初值为     

 的初值

为  由定理 1给出.

证明. 见附录 E.
ri(t)x(t)

xr
i (t) = ri(t)x(t)

注 7. 文献 [11, 27]滤波算法需要计算 

的滤波器和一步预报器, 而本文算法只需要计算虚

拟状态  的一步预报器, 降低了算法

的复杂性. 且文献 [11, 27]仅设计了滤波器, 没有考

虑多步预报、平滑和相应的融合估计问题.
 

2.3    任两个局部估计误差之间的互协方差矩阵

为了获得融合权重, 下面推导任意两个局部估

计误差之间的互协方差矩阵.
i j定理 4. 在假设 1 ~ 3的条件下, 第  和第  个传

感器子系统之间的一步预报误差互协方差矩阵计算

如下:

P x
ij(t+ 1|t) = AP x

ij(t|t− 1)AT −AP xϵ
ij (t)L

T
j (t) −

Li(t)(P
xϵ
ji (t))

TAT +Li(t)Q
ϵ
ij(t)L

T
j (t) −

Li(t)R
T
i Γ

T − ΓRjL
T
j (t) + ΓQwΓT

(32)

P xϵ
ij (t) = P x

ij(t|t− 1)CT
j + P xxr

ij (t|t− 1)C̃T
j (33)

新息互协方差矩阵计算如下:

Qϵ
ij(t) = CiP

x
ij(t|t− 1)CT

j +CiP
xxr

ij (t|t− 1)C̃T
j +

C̃i(P
xxr

ji (t|t− 1))TCT
j +

C̃iP
xr

ij (t|t− 1)C̃T
j +Qv

ij (34)

x̃r
i (t+ 1|t) x̃r

j(t+ 1|t)  与  的互协方差矩阵为:

P xr

ij (t+ 1|t) = ΦiP
xr

ij (t|t− 1)ΦT
j −

ΦiP
xrϵ
ij (t)(Lxr

j (t))T −

Lxr

i (t)(P xrϵ
ji (t))TΦT

j +

Lxr

i (t)Qϵ
ij(t)(L

xr

j (t))T (35)

P xrϵ
ij (t) = (P xxr

ji (t|t− 1))TCT
j +P xr

ij (t|t−1)C̃T
j (36)

x̃i(t+ 1|t) x̃r
j(t+ 1|t)  与  的互协方差矩阵为:

P xxr

ij (t+ 1|t) = AP xxr

ij (t|t− 1)ΦT
j −

AP xϵ
ij (t)(L

xr

j (t))T −Li(t)(P
xrϵ
ji (t))TΦT

j +

Li(t)Q
ϵ
ij(t)(L

xr

j (t))T − ΓRj(L
xr

j (t))T (37)

P x
ij(0| − 1) = P0 P xr

ij (0| − 1) = 0

P xxr

ij (0| − 1) = 0

初值为   ,     和

.

证明. 见附录 F.
i j N (N <−1)定理 5. 第  和第  个传感器子系统的   

步预报误差之间的互协方差矩阵计算如下:

P x
ij(t|t+N) = A−N−1P x

ij(t+N + 1|t+N) ×

(A−N−1)T +

−N−1∑
k=1

A−N−k−1ΓQwΓT(A−N−k−1)T (38)

P x
ij (t+N + 1|t+N)式中,   由定理 4给出.

证明. 利用附录式 (D2), 类似式 (26)的推导过

程, 可直接获得式 (38).
i j (N =

0) (N > 0)

定理 6. 第  和第  个传感器子系统的滤波 

 误差之间和平滑  误差之间的互协方差矩

阵计算如下:

P x
ij(t|t+N) = P x

ij(t|t− 1) −
N∑

kj=0

P xϵ
ij (t+ kj)K

T
j (t|t+ kj) −

N∑
ki=0

Ki(t|t+ ki)(P
xϵ
ji (t+ ki))

T +

N∑
ki, kj=0

Ki(t|t+ ki) ×

Qϵ
ij(t+ ki, t+ kj)K

T
j (t|t+ kj) (39)
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P xϵ
ij (t+ kj) = P x

ij(t|t− 1)(Akj )TCT
j +

P xxr

ij (t|t− 1)(Φ
kj

j )TC̃T
j −

kj∑
mj=1

P xϵ
ij (t+ kj −mj) ×

[LT
j (t+ kj −mj)(A

mj−1)TCT
j +

(Lxr

j (t+ kj −mj))
T ×

(Φ
mj−1
j )TC̃T

j ], kj > 0 (40)

P xrϵ
ij (t+ kj) = (P xxr

ji (t|t− 1))T(Akj )TCT
j +

P xr

ij (t|t− 1)(Φ
kj

j )TC̃T
j −

kj∑
mj=1

P xrϵ
ij (t+ kj −mj) ×

[(LT
j (t+ kj −mj) × (Amj−1)TCT

j +

(Lxr

j (t+ kj −mj))
T ×

(Φ
mj−1
j )TC̃T

j ], kj > 0 (41)

Qϵ
ij(t+ ki, t+ kj)新息协方差  为:

Qϵ
ij(t+ ki, t+ kj) = (P xϵ

ji (t+ ki))
T(Akj )TCT

j +

(P xrϵ
ji (t+ ki)

T(Φ
kj

j )TC̃T
j −

kj∑
mj=1

Qϵ
ij(t+ ki, t+ kj −mj) ×

[LT
j (t+ kj −mj)(A

mj−1)TCT
j +

Lxr

j (t+ kj −mj)
T(Φ

mj−1
j )TC̃T

j ] +

kj∑
mj=kj−ki

Ωϵw
i (t+ ki, t+ kj −mj) ×

(CjA
mj−1Γ)T, ki < kj (42)

其中

Ωϵw
i (t+ ki, t+ kj −mj) =

−
ki∑

mi=1

[CiA
mi−1Li(t+ ki −mi) +

C̃iΦ
mi−1
i Lxr

i (t+ ki −mi)] ×

Ωϵw
i (t+ ki −mi, t+ kj −mj) +

ki∑
mi=1

CiA
mi−1ΓQwδki−mi, kj−mj

+

RT
i δki, kj−mj (43)

ki = kj Qϵ
ij(t+ ki, t+ ki) = Qϵ

ij(t+ ki)

ki > kj Qϵ
ij(t+ ki, t+ kj) = (Qϵ

ji(t+ kj ,

t+ ki))
T ki, kj = 0, · · · , N P xϵ

ij (t) P xrϵ
ij (t)

当  时, 有 ;

当   时 ,  有    

,   , 其中   和  

分别由式 (33)和式 (36)计算.
证明. 见附录 G.

x̄i(t) = [xT(t) (xr
i (t))

T]T

x̄i(t) xr
i (t)

x(t)

x̂i(t|t+N) xr
i (t)

x̂r
i (t|t+N)

x̂r
i (t+ 1|t)

注 8. 由增广状态定义 

可以看出,   包含了虚拟状态 , 因此在增广

方法中, 求系统状态  的滤波器、预报器和平滑

器 , 都需求解虚拟状态  的相应估值

器 . 而非增广方法 (定理 1 ~ 6)只需要求

解虚拟状态的一步预报器   来计算新息,
不需要计算其滤波器、多步预报器和多步平滑器,
以及相应的方差矩阵和互协方差矩阵. 所以, 非增

广方法可避免很多对虚拟状态的不必要计算, 简化

了算法. 因此, 非增广方法更具有优越性. 

2.4    线性最小方差意义下的分布式融合估计

x̂i(t|t+N)

P x
i (t|t+N)

P x
ij(t|t+N)

基于局部估值器  、局部估计误差方

差矩阵  、任意两个局部估计误差之间的

互协方差矩阵  和线性最小方差意义下的

三种加权最优融合算法[19] 给出分布式融合估值器:

x̂o(t|t+N) =

L∑
i=1

AN
i (t)x̂i(t|t+N) (44)

AN (t) = [AN
1 (t), · · · , AN

L (t)] AN
i (t)式中,   ,    为最优

融合权重, 可以为矩阵权重、对角矩阵权重和标量

权重.
AN

i (t)当  为矩阵权重时:{
AN (t) = (F TP−1(t|t+N)F )−1F TP−1(t|t+N)

Po(t|t+N) = (F TP−1(t|t+N)F )−1

(45)
F = [In, · · · , In]Tn×nL P (t|t+N) = [P x

ij(t|t +
N)]nL×nL i, j = 1, · · · , L Po(t|t+N) ≤
P x

i (t|t+N)

式中,  ,     

,    ,  且有    

.
AN

i (t)当  为对角矩阵权重时:

AN (t) = (F TP̄−1(t|t+N)F )−1F TP̄−1(t|t+N)

Po(t|t+N) = (F TP̄−1(t|t+N)F )−1 ×

F TP̄−1(t|t+N)P (t|t+N)P̄−1(t|t+N)F ×

(F TP̄−1(t|t+N)F )−1

(46)

P̄ (t|t+N) = [P̄ x
ij(t|t+N)]nL×nL P̄o(t|t +

N) ≤ P̄ x
i (t|t+N) P̄o(t|t+N) P̄ x

ij(t|t+N)

Po(t|t+N) P x
ij(t|t+N)

式中,  , 且有 

,  其中   和  

分别为  和  的对角元素构成

的对角矩阵.
AN

i (t)当  为标量权重时:
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AN (t) =

P−1(t|t+N)e

eTP−1(t|t+N)e

Po(t|t+N) =

L∑
i, j=1

AN
i (t)AN

j (t)P x
ij(t|t+N)

(47)

e = [1, · · · , 1]TL×1 P (t|t+N) = [trP x
ij(t|t+

N)]L×L trPo(t|t+N) ≤ trP x
i (t|t+N)

式中 ,    ,    

, 且有  . 

2.5    稳定性与稳态性质

ˆ̄xi(t +

1|t) = [x̂T
i (t+ 1|t) (x̂r

i (t+ 1|t))T]T
结合式 (14) ~ (19)可得, 增广的一步预报器 

 为:

ˆ̄xi(t+ 1|t) = (Φ̄i − L̄i(t)C̄i)ˆ̄xi(t|t− 1) + L̄i(t)yi(t)
(48)

ˆ̄xi(t+ 1|t) = [x̃T
i (t+ 1|t) (x̃r

i (t+ 1|t))T]T
结合式 (14)和附录式 (B1) ~ (C4)可得, 误差

方程  为:

˜̄xi(t+ 1|t) = (Φ̄i − L̄i(t)C̄i)˜̄xi(t|t− 1) +

Γ̄w̄i(t)− L̄i(t)vi(t) (49)

L̄i(t) = [LT
i (t) (Lxr

i (t))T]T式中,  . 由式 (49)可得方

差矩阵:

Pi(t+ 1|t) = (Φ̄i − L̄i(t)C̄i)Pi(t|t− 1) ×

(Φ̄i − L̄i(t)C̄i)
T + Γ̄Qi(t)Γ̄

T −

Γ̄SiL̄
T
i (t)− L̄i(t)S

T
i Γ̄

T
+

L̄i(t)Q
v
i L̄

T
i (t) (50)

ρ(A) < 1 |hi| < 1 i = 1, · · · , L
Ξ(0) ≥ 0 Qr

i (0) ≥ 0

Ξ(t) Qr
i (t)

Ξ Qr
i

定理 7. 如果  和 ,  ,
则在任意初始条件  和  下, 式 (10)
和式 (11)的解  和  将收敛到唯一的半正定

矩阵  和  且满足:

Ξ = AΞAT + ΓQwΓT (51)

Qr
i = h2

iQ
r
i +Qp

i (52)

Ξ = limt→∞ Ξ(t) Qr
i = limt→∞ Qr

i (t)即  ,   . 由式 (9)
和式 (15), 有:

Qi = lim
t→∞

Qi(t) = diag{Qw, Qξ
i }

Qξ
i = lim

t→∞
Qξ

i (t) = h2
iQ

r
iΓQ

wΓT +

Qp
iAΞAT +Qp

iΓQ
wΓT

(53)

ρ(A) < 1 |hi| < 1 i = 1, · · · , L
(Φ̄i−Γ̄Si(Q

v
i )

−1C̄i, Γ̄Q̄a) Q̄aQ̄
T
a =

Qi − Si(Q
v
i )

−1ST
i Pi(0| − 1) ≥

0 Pi(t+ 1|t)

定理 8. 如果  和 ,  ,
且   是可稳对,  其中 

, 则在任意初始条件  

 时, 方程 (50)的解  将收敛到如下方程:

Pi = (Φ̄i − L̄iC̄i)Pi(Φ̄i − L̄iC̄i)
T +

Γ̄QiΓ̄
T − Γ̄SiL̄

T
i − L̄iS

T
i Γ̄

T
+ L̄iQ

v
i L̄

T
i (54)

Pi = limt→∞ Pi(t+ 1|t) L̄i = limt→∞ L̄i(t) i =

1, · · · , L.
即   和 ,  

  
且局部稳态一步预报器:

ˆ̄xi(t+ 1|t) = (Φ̄i − L̄iC̄i)ˆ̄xi(t|t− 1) + L̄iyi(t) (55)

是渐近稳定的.
证明. 见附录 H.

ˆ̄xi(t+ 1|t)=[x̂T
i (t+ 1|t) (x̂r

i (t+ 1|t))T]T

x̂i(t+1|t)=[In 0]ˆ̄xi(t+1|t), Σi= limt→∞ P x
i (t +

1|t) = [In 0]Pi[In 0]T Li = [In 0]L̄i

注 9. 由 

得     
   和 . 表明本文提

出的局部稳态一步预报器是渐近稳定的. 由局部稳

态一步预报器的渐近稳定性可知, 局部稳态多步预

报器、滤波器和平滑器也是渐近稳定的. 由文献 [24]
可知, 如果所有的局部稳态估值器是渐近稳定的,
那么任两个传感器子系统之间存在稳态互协方差矩

阵且稳态互协方差矩阵可任选初值离线迭代计算.
从而由第 2.4节分布式融合估计算法可知, 分布式

融合稳态估值器也是渐近稳定的.

yc(t) = [yT1 (t) · · · yTL(t)]T∈ R
∑L

i=1 mi x̄(t+ 1) =

[xT(t+ 1) (xr
1(t+ 1))

T · · · (xr
L(t+ 1))

T
]T ∈ Rn(L+1)

yc(t) = Hcx̄(t) + vc(t) Hc

vc(t)

mi ≤ n n(L+ 1) >
∑L

i=1 mi

Oc(n
3(L+ 1)3)

Od(n
3L3) Od(n

3L3) <

Oc(n
3(L+ 1)3)

Oc(n
2(L+ 1)2)

Od(n
2L2)

注 10. 集中式融合算法的观测和相应的增广状态

为  ,    

  ,

相应的观测方程为 , 其中 

为适当的矩阵,    为增广的观测噪声. 通常情

况下,   即 . 因此, 集中式

融合算法的计算量级为 . 根据式 (44)
和式 (45), 有分布式矩阵加权融合算法的计算量

级为  ,  因此在融合中心有  

. 在稳态估计存在时, 集中式和分布

式的增益和方差矩阵都可离线计算, 在线只需估值

的计算. 易知, 稳态集中式融合的在线计算负担为

, 而稳态分布式融合的在线计算负担

为 , 因此可明显减小融合中心的在线计算

负担, 便于实时应用. 

3    仿真算例

仿真实验采用文献 [11, 14]的雷达跟踪系统以

及文献 [24]的不间断电源系统, 基于 Matlab仿真

软件, 验证本文算法的有效性和可行性. 同时与现

有文献算法进行比较研究.
例 1. 考虑带三个传感器的雷达跟踪系统[11, 14]:

x(t+ 1) =



1 T 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 ρ1 0 0 0

0 0 0 1 T 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 ρ2

x(t) +w(t)

(56)

yi(t) = (Ci + C̃iri(t))x(t) + vi(t), i = 1, 2, 3 (57)
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ri(t+ 1) = hiri(t) + pi(t), i = 1, 2, 3 (58)

x(t) = [s(t) ṡ(t) U1(t) θ(t) θ̇(t) U2(t)]
T

s(t) ṡ(t)

U1(t) U2(t) θ(t)

θ̇(t) T

w(t) = [0 0 w1(t) 0 0 w2(t)]
T

vi(t) i = 1, 2, 3 vi(t) = diw(t) +

ηi(t) di pi(t) ηi(t)

Qp
i Qη

i

ρ1 = 0.4 ρ2 = 0.5 T = 1 C1 =

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]

式中,   表示目

标的状态向量,   表示目标的位置,   表示目标

的速度,   和  表示机动相关过程噪声;  
表示目标的方位角,   表示方位角速度;   表示

采样周期. 过程噪声  和观

测噪声 ,  , 满足关系 

,    表示相关系数,    和   是零均值方

差为  和  的独立白噪声. 仿真中, 取:

 ,  ,   s,  

Qp
1 = (0.05)2(1− e−

2T
5 ) C2 =

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

]
 ,  

Qp
2 = (0.05)2(1− e−

2T
5 ) C3 =

[
0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
 ,  

Qp
3 = (0.04)2(1− e−

2T
5 ) C̃1 =

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
 ,  

Qη
1 = diag{(1000)2, (0.01)2} C̃2 =

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

]
 ,  

Qη
2 = diag{(900)2, (0.02)2} C̃3 =

[
0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
 ,  

Qη
3 = diag{(800)2, (0.01)2} d1 = 0 ,  

d2 =

[
0 0 0.1 0 0 0

0 0 0 0 0 0.1

]
d3 =

[
0 0 0 0 0 0.1

0 0 0.1 0 0 0

]
 ,  

h1=h2=e
T
5 h3 = 0.9e

T
5

Qw=diag

{
0, 0,

(
103

3

)2

, 0, 0, 1.1× 10−8

}
x(0) = [100 400 0 1 1.07× 10−3 0]T

 ,  

 

   

s(t) ŝo(t|t)目的是求位置  的分布式矩阵加权融合滤波器 .
(N = 0) s(t)

ŝi(t|t) (N = 0)

P s
ij(t|t)

ŝo(t|t)

d1 = 0)

应用定理 3 , 可得位置  的局部滤波

器  . 根据定理 6  , 可得任意两个局部

滤波误差之间的互协方差矩阵 . 最后, 应用

矩阵加权算法, 可得矩阵加权融合器滤波器 .
图 1给出了分布式矩阵加权融合滤波器的位置跟踪

曲线. 图 2为本文局部滤波算法、文献 [11]滤波算

法 (第 1个传感器子系统过程噪声与观测噪声独立

 和本文矩阵加权融合算法、状态增广方法基

于 1 000次蒙特卡洛实验的滤波均方根误差 (Root
mean squared error, RMSE)比较曲线:

RMSEl(t) =

√√√√√
[
1000∑
l=1

(sl(t)− ŝl(t|t))2
]

1000

l l式中,   表示第  次实验. 由图 2可知, 3种滤波算法

具有相同的估计精度, 且均低于矩阵加权融合滤波

的估计精度.
例 2. 考虑如下 1 kVA不间断电源系统[24]:

x(t+ 1) =

 0.9226 −0.6330 0
1 0 0
0 1 0

x(t) +

 0.5
0
0.2

w(t)

C1 = C2 = C3 = [23.738

20.287 0], Qw = 5, C̃1 = [8 12 3], C̃2 = [10 8 5],

C̃3 = [8 6 10], h1 = 0.6, h2 = −0.7, h3 = 0.8, Qp
1 =

2, Qp
2 = 3, Qp

3 = 0.5, d1 = −0.5, d2 = 0.4, d3 =

−1, Qη
1 = 5, Qη

2 = 15, Qη
3 = 10, P0 = 0.1I3

观测方程同式 (57), 其中,  
         

              

                      

              .
图 3为局部滤波 (Local filtering, LF)、矩阵加

权 (Matrix weighted, MF)、对角矩阵加权 (Diag-
onal matrix weighting, DF)、标量加权 (Scalar
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×105

真值

矩阵加权融合滤波
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滤
波

t /步 

图 1    分布式矩阵加权融合滤波的位置跟踪性能

Fig. 1    The position tracking performance of distributed
fusion filter weighted by matrices
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文献 [11] 滤波算法

状态增广方法
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S
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t /步 

图 2    RMSEs比较图

Fig. 2    Comparisons of RMSEs
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weighted, SF) (文献 [27]的融合算法)和集中式融

合滤波 (Centralized filtering, CF)误差方差的比较

图. 图 3(a) ~ 图 3(c)表示相应的状态分量. 可以看

出, 稳态融合滤波是存在的, 估计精度由高到低依

次为: CF、MF、DF、SF、LF. 图 4为矩阵加权融合

预报、滤波和平滑的误差方差比较. 由图 4可以看

出, 两步平滑的误差方差最小, 估计精度最高; 两步

预报的误差方差最大, 估计精度最低.
 

4    结束语

本文针对具有时间相关乘性噪声的线性离散随
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(a) 第一状态分量
(a) The first state component

(b) 第二状态分量
(b) The second state component

(c) 第三状态分量
(c) The third state component
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图 3    LF、SF、DF、MF、CF的误差方差

Fig. 3    Variances of LFs, SF, DF, MF, and CF
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图 4    矩阵加权融合预报器、滤波器和平滑器的

估计误差方差

Fig. 4    Variances of fusion predictor, filter and smoother
weighted by matrices
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机多传感器系统, 首先, 通过引入虚拟状态和虚拟

过程噪声, 构建了虚拟状态所满足的虚拟状态方程.
在线性最小方差意义下设计了相应的局部估值器,
包括滤波器、预报器和平滑器. 推导了任两个局部

估计误差之间的互协方差矩阵的计算公式, 进而提

出基于线性最小方差意义下的分布式加权融合算

法, 给出了相应的分布式融合估值器. 最后, 分析了

算法的稳定性, 给出了稳态滤波器存在的一个充分

条件. 在后续研究工作中, 将结合文献 [30]提出的

模型参数辨识方法, 研究系统含有未知模型参数,
尤其是乘性噪声参数未知时的自校正估计问题.
  

附录 A    引理 1 的证明

证明. 由式 (7)和注 2可得:

E[ξi(t)] = hiΓE[ri(t)]E[w(t)] +

E[pi(t)]E[x(t+ 1)] (A1)

E[ξi(t)wT(k)] = hiΓE[ri(t)]E[w(t)wT(k)] +

AE[pi(t)]E[x(t)wT(k)] +

ΓE[pi(t)]E[w(t)wT(k)] (A2)

E[ξi(t)vTj (k)] = hiΓE[ri(t)]E[w(t)vTj (k)] +

AE[pi(t)]E[x(t)vTj (k)] +

ΓE[pi(t)]E[w(t)vTj (k)] (A3)

E[ri(t)] = 0 E[pi(t)] = 0利用  和 , 可得式 (8)成立.

E[ξi(t)ξTi (k)] ri(t)⊥w(k)

pi(t)⊥x(k)

将式 (7)代入 , 并利用假设 1,  

和 , 可得:

E[ξi(t)ξTi (k)] = h2
iΓE[ri(t)ri(k)]E[w(t)wT(k)]ΓT +

AE[pi(t)pi(k)]E[x(t)xT(k)]AT +

ΓE[pi(t)pi(k)]E[w(t)wT(k)]ΓT +

{hiΓE[ri(t)w(t)xT(k)pi(k)]A
T +

hiΓE[ri(t)w(t)wT(k)pi(k)]Γ
T +

AE[pi(t)x(t)wT(k)pi(k)]Γ
T}+ {∗}T (A4)

{∗}T {·} ri(t)⊥

pi(k) x(t)⊥w(k) k ≥ t

式中,    表示与邻近    中的项互为转置. 利用  

 和 ,  , 可得:

E[ri(t)w(t)wT(k)pi(k)] =

E[ri(t)pi(k)]E[w(t)wT(k)] = 0

E[pi(t)x(t)wT(k)pi(k)] =

E[pi(t)pi(k)]E[x(t)wT(k)] = 0

E[ri(t)w(t)xT(k)pi(k)] =

E[ri(t)pi(k)]E[w(t)xT(k)] = 0

(A5)

i ̸= j ri(t)⊥rj(t) pi(t)⊥pj(t)

E[ξi(t)ξTj (k)] = 0

类似地, 当  时, 利用  和 , 可

得 ; 并将式 (A5)代入式 (A4), 可得式 (9).

x(t)利用式 (1), 可得  的二阶矩阵为:

Ξ(t+ 1) = E[x(t+ 1)xT(t+ 1)] =

AΞ(t)AT +AE[x(t)wT(t)]ΓT +

ΓE[w(t)xT(t)]AT + ΓQwΓT (A6)

x(t)⊥w(t) ri(t)⊥

pi(t)

利用 , 可得式 (10). 类似地, 由式 (3)和 

, 可得式 (11).  □ 

附录 B    引理 2 的证明

ϵi(t) = yi(t) −

ŷi(t|t− 1) L(yi(1),

· · · , yi(t)) vi(t)⊥L(yi(1), · · · , yi(t−1)),

ŷi(t|t− 1) = Cix̂i(t|t− 1) + C̃ix̂
r
i (t|t− 1)

ϵi(t)

证明. 由射影理论[1] 可知, 新息表达式为 

, 对观测方程式 (6)等号两边同时在线性空间 

 上取投影, 利用  可得

. 式 (16) 得证. 将

式 (6)代入式 (16), 新息  可重写为:

ϵi(t) = Cix̃i(t|t− 1) + C̃ix̃
r
i (t|t− 1) + vi(t) (B1)

Qϵ
i(t) = E[ϵi(t)ϵTi (t)] E[x̃i(t|t− 1)·

(x̃r
i (t|t− 1))T] = P xxr

i (t|t− 1) x̃i(t|t− 1)⊥vi(t) x̃r
i (t|t −

1)⊥vi(t)

将式 (B1)代入 , 注意到 

 、  和  

, 可得式 (17).  □ 

附录 C    定理 1 的证明

证明. 由递推射影公式[1], 有:

x̂i(t+ 1|t) = x̂i(t+ 1|t− 1) +Li(t)ϵi(t) (C1)

Li(t) = E[x(t+ 1)ϵTi (t)](Q
ϵ
i(t))

−1

L(yi(1), · · · , yi(t− 1)) w(t)⊥

L(yi(1), · · · , yi(t− 1)) x̂i(t+ 1|t− 1) = Ax̂i(t|t − 1)

Li(t)

式中, 预报增益 . 对式 (4)

等号两边在   取投影 ,  注意到  

, 有   , 将

其代入式 (C1), 可得式 (18). 下面求解增益矩阵 .

由状态方程 (4), 可得:

E[x(t+ 1)ϵTi (t)] = AE[x(t)ϵTi (t)] +

ΓE[w(t)ϵTi (t)] (C2)

E[x(t)ϵTi (t)]= E[x̃i(t|t− 1)ϵTi (t)] E[w(t)ϵTi (t)]=E[w(t) ×

yTi (t)]=E[w(t)vTi (t)] = Ri x(t) = x̃i(t|t −

1) + x̂i(t|t− 1) x̂i(t|t− 1)⊥ϵi(t) w(t)⊥ŷi(t|t− 1)

ξi(t)⊥ϵi(t)

式中,  ,  

. 上文推导中利用了 

 、  和    . 由式

(B1)和式 (C2), 可直接得到式 (20). 类似上面的推导过程,

并注意到 , 则式 (19)和式 (21)可得证.

用式 (4)减式 (18), 用式 (5)减式 (19), 得一步预报误

差方程为:

x̃i(t+ 1|t) = Ax̃i(t|t− 1) + Γw(t)−Li(t)ϵi(t) (C3)

x̃r
i (t+ 1|t) = Φix̃

r
i (t|t− 1) + ξi(t)−Lr

i (t)ϵi(t) (C4)

移项得:

x̃i(t+ 1|t) +Li(t)ϵi(t) = Ax̃i(t|t− 1) + Γw(t) (C5)

x̃r
i (t+ 1|t) +Lr

i (t)ϵi(t) = Φix̃
r
i (t|t− 1) + ξi(t) (C6)

x̃i(t+ 1|t)⊥ϵi(t)

x̃r
i (t+ 1|t)⊥ϵi(t) ξi(t)⊥x̃i(t|t −

1) ξi(t)⊥x̃r
i (t|t− 1) ξi(t)⊥w(t)

对式 (C5)等号两边取方差, 利用 , 整

理可得式 (22). 类似地, 利用  、 

 、  和 , 式 (23)和式 (24)得证.

  □ 
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附录 D    定理 2 的证明

证明. 对式 (1)迭代, 有:

x(t) = A−N−1x(t+N+1)+

−N−1∑
k=1

A−N−k−1Γw(t−k) (D1)

L(yi(1), yi(2), · · · ,

yi(t+N)) w(t− k)⊥L(yi(1), yi(2), · · · ,

yi(t+N)) k = 1, · · · , −N − 1

对式 (D1)等号两边同时在线性空间 

 上取射影, 由注 1有 

,  , 得式 (25)成立. 由式 (D1)

减式 (25), 可得:

x̃i(t|t+N) = A−N−1x̃i(t+N + 1|t+N) +

−N−1∑
k=1

A−N−k−1Γw(t− k) (D2)

N P x
i (t|t+N) =

E[x̃i(t|t+N)x̃T
i (t|t+N)] w(t− k)⊥x̃i(t +

N + 1|t+N) k = 1, · · · , −N − 1

将式 (D2) 代入   步预报误差方差矩阵  

 中, 利用假设 1和 

,  , 得式 (26).  □ 

附录 E    定理 3 的证明

N Ki(t|t+N)= E[x(t)ϵTi (t+N)](Qϵ
i(t+

N))−1 x(t)⊥vi(t+N)

证明. 由递推射影公式[1] 可直接得式 (27). 将式 (B1)代

入  步平滑增益矩阵 

,利用 , 可得:

Ki(t|t+N) = (E[x(t)x̃T
i (t+N |t+N − 1)]CT

i +

E[x(t)(x̃r
i (t+N |t+N − 1))T]C̃T

i ) ×

(Qϵ
i(t+N))−1 (E1)

Ωx
i (t+N |t+N − 1) = E[x(t)x̃T

i (t+N |t+N − 1)]

Ωxxr

i (t+N |t+N − 1) = E[x(t)(x̃r
i (t+N |t+N − 1))T]

定义  和

, 并将其

代入式 (E1), 可得式 (28)成立.

t t+N E[x(t)x̃T
i (t+N+

1|t+N)]

将式 (C3)中的  替换为 , 并代入 

, 可得:

Ωx
i (t+N + 1|t+N) = Ωx

i (t+N |t+N − 1)AT −
E[x(t)ϵTi (t+N)]LT

i (t+N) +

E[x(t)wT(t+N)]ΓT (E2)

E[x(t)ϵTi (t+N)] = Ki(t|t +

N)Qϵ
i(t+N) E[x(t)wT(t+N)] = 0

E[x(t)(ξi(t+N))T] = 0

利用平滑增益定义 , 可得    

, 由注 1可知 , 代入式 (E2),

得式 (29). 由式 (C4)和 , 可得:

Ωxxr

i (t+N + 1|t+N) = Ωxxr

i (t+N |t+N − 1)ΦT
i −

E[x(t)ϵTi (t+N)](Lxr

i (t+N))T (E3)

由式 (E3), 可得式 (30).

x(t)用  减去式 (27), 可得:

x̃i(t|t+N) = x̃i(t|t+N − 1)−Ki(t|t+N)ϵi(t+N) (E4)

Ki(t|t+N)ϵi(t+N) x̃i(t|t +

N)⊥ϵi(t+N)

将式 (E4)中的  移项, 利用 

, 可得式 (31).  □ 

附录 F    定理 4 的证明

P xϵ
ij (t) = E[x̃i(t|t −证明. 利用式 (C3)和式 (C4), 并注意到 

1)ϵTj (t)] P xrϵ
ij (t) = E[x̃r

i (t|t− 1)ϵTj (t)] 和    , 可直接得式 (32)、

式 (35)和式 (37). 利用式 (B1)和假设 1, 可直接得式 (33)、

式 (34)和式 (36).  □ 

附录 G    定理 6 的证明

证明. 将式 (E4)迭代, 有:

x̃i(t|t+N) = x̃i(t|t− 1)−
N∑

ki=0

Ki(t|t+ ki)ϵi(t+ ki) (G1)

i j N (N > 0)

P x
ij(t|t+N) = E[x̃i(t|t+N)x̃T

j (t|t +

N)]

将式 (G1)代入第  和第  个传感器子系统的 

步平滑误差协方差矩阵 

, 可得:

P x
ij(t|t+N) = P x

ij(t|t− 1) +

N∑
ki, kj=0

Ki(t|t+ ki)E[ϵi(t+ ki) ×

ϵTj (t+ kj)]K
T
j (t|t+ kj) −

N∑
kj=0

E[x̃i(t|t− 1)ϵTj (t+ kj)]K
T
j (t|t+ kj) −

N∑
ki=0

Ki(t|t+ ki)E[ϵi(t+ ki)x̃
T
j (t|t− 1)] (G2)

P xϵ
ij (t+kj)=E[x̃i(t|t−1)ϵTj (t+kj)] P xrϵ

ij (t+kj) =

E[x̃r
i (t|t− 1)ϵTj (t+ kj)]

kj = 0 P xϵ
ij (t) kj > 0

定义  、 

 并将其代入式 (G2), 得式 (39). 当

 时,   由式 (33)计算, 下面推导  的情况.

t t+ kj t+ kj将式 (B1)中的  换成 , 可得  时刻的新息为:

ϵj(t+ kj) = Cj x̃j(t+ kj |t+ kj − 1) +

C̃j x̃
r
j (t+ kj |t+ kj − 1) + vj(t + kj) (G3)

x̃i(t|t− 1)⊥vj(t+kj) x̃r
i (t|t− 1)⊥vj(t +

kj)

由式 (G3)、   和  

, 可得:

P xϵ
ij (t+ kj) = E[x̃i(t|t− 1) ×

x̃T
j (t+ kj |t+ kj − 1)]CT

j +

E[x̃i(t|t− 1)(x̃r
j (t+ kj |t+ kj − 1))T]C̃T

j (G4)

P xrϵ
ij (t+ kj) = E[x̃r

i (t|t− 1) ×

x̃T
j (t+ kj |t+ kj − 1)]CT

j +

E[x̃r
i (t|t− 1)(x̃r

j (t+ kj |t + kj − 1))T]C̃T
j

(G5)

x̃j(t+ kj |t +

kj − 1) x̃r
j (t+ kj |t+ kj − 1) t

利用式 (C3) 和式 (C4) 将一步预报误差 

 和  分别递推到  时刻, 有:

x̃j(t+ kj |t+ kj − 1) = Akj x̃j(t|t− 1) −

kj∑
mj=1

Amj−1Lj(t+ kj −mj) ϵj(t+ kj −mj) +

kj∑
mj=1

Amj−1Γw(t+ kj −mj) (G6)
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x̃r
j (t+ kj |t+ kj − 1) = Φ

kj

j x̃r
j (t|t− 1) −

kj∑
mj=1

Φ
mj−1

j Lxr

j (t+ kj −mj)ϵj(t+ kj −mj) +

kj∑
mj=1

Φ
mj−1

j ξj(t+ kj −mj) (G7)

x(t)⊥w(t+ kj−mj) L(yi(1), · · · , yi(t−1))⊥w(t +

kj −mj) x̃i(t|t− 1)⊥w(t+ kj −mj) kj −mj ≥ 0

x̃i(t|t− 1)⊥ξj(t+ kj −mj) kj −mj ≥ 0

由    和 

, 可得  、   . 类

似地, 有 ,  . 由式 (G6)

和式 (G7), 可得:
E[x̃i(t|t− 1)x̃T

j (t+kj |t+kj − 1)] =

P x
ij(t|t− 1)(Akj )T −

kj∑
mj=1

P xϵ
ij (t+ kj −mj) ×

LT
j (t+ kj −mj)(A

mj−1)T (G8)

E[x̃i(t|t− 1)(x̃r
j (t+kj |t+kj − 1))T] =

P xxr

ij (t|t− 1)(Φ
kj

j )T −
kj∑

mj=1

P xϵ
ij (t+ kj −mj) ×

(Lxr

j (t+ kj −mj))
T(Φ

mj−1

j )T (G9)

将式 (G8)和式 (G9)代入式 (G4), 整理得式 (40). 类似

地, 有:
E[x̃r

i (t|t− 1)(x̃j(t+ kj |t+ kj − 1))T] =

(P xxr

ji (t|t− 1))T(Akj )T −

kj∑
mj=1

P xrϵ
ij (t+ kj −mj) ×

LT
j (t+ kj −mj)(A

mj−1)T (G10)

E[x̃r
i (t|t− 1)(x̃r

j (t+ kj |t+ kj − 1))T] =

P xr

ij (t|t− 1)(Φ
kj

j )T −
kj∑

mj=1

P xrϵ
ij (t+ kj −mj) ×

(Lxr

j (t+ kj −mj))
T(Φ

mj−1

j )T (G11)

由式 (G10)和式 (G11), 可得式 (41).

Qϵ
ij(t+ ki, t+ kj) =

E[ϵi(t+ ki)ϵ
T
j (t+ kj)], ki < kj

最后 ,  求解新息互协方差矩阵  

. 将式 (G6)和式 (G7)代入式

(G3), 整理得新息:

ϵj(t+ kj) = CjA
kj x̃j(t|t− 1) + C̃jΦ

kj

j x̃r
j (t|t− 1) −

kj∑
mj=1

[CjA
mj−1Lj(t+ kj −mj) +

C̃jΦ
mj−1

j Lxr

j (t+ kj −mj)]ϵj(t+ kj −mj) +

kj∑
mj=1

CjA
mj−1Γw(t+ kj −mj) +

kj∑
mj=1

C̃jΦ
mj−1

j ξj(t+ kj −mj) + vj(t+ kj)

(G12)

ϵi(t+ ki)⊥ξj(t+ kj −mj) ϵi(t+ ki)⊥

vj(t+ kj) ki < kj ki < kj −mj ϵi(t+ ki)⊥w(t+ kj −

mj) ki ≥ kj −mj ϵi(t+ ki) w(t+ kj −mj)

Ωϵw
i (t+ ki, t+ kj −mj) = E[ϵi(t+ ki)w

T(t+ kj −mj)]

由注 4得 . 由注 3得 

,  . 当   时,  

; 当  时,   与  相关. 令

. 利用

此定义和 (G12), 可得不同时刻的新息互协方差矩阵 (42).

Ωϵw
i (t+ ki, t+ kj −mj) w(t+ kj −

mj)⊥x̃i(t|t− 1) w(t+ kj −mj)⊥x̃r
i (t|t− 1) w(t+ kj −

mj)⊥ξi(t+ ki −mi)

下面推导  .  利用  

 、   和  

, 有:

Ωϵw
i (t+ ki, t+ kj −mj) =

−
ki∑

mi=1

[CiA
mi−1Li(t+ ki −mi) +

C̃iΦ
mi−1
i Lxr

i (t+ ki −mi)] ×

Ωϵw
i (t+ ki −mi, t+ kj −mj) +

ki∑
mi=1

CiA
mi−1Γ ×

E[w(t+ ki −mi)w
T(t+ kj −mj)] +

E[vi(t+ ki)w
T(t+ kj −mj)] (G13)

由式 (G13)和假设 1, 可得式 (43).  □ 

附录 H    定理 8 的证明

ρ(A) < 1 |hi| < 1 Φ̄i = diag{A, hi}

ρ(Φ̄i) < 1 (Φ̄i, C̄i) (Φ̄i − Γ̄Si(Q
v
i )

−1C̄i,

Γ̄Q̄a)

证明. 因为  和  , 由 , 则

有 . 因此   为可检对. 由于 

 是可稳对, 则由经典卡尔曼滤波理论[1] 可知稳态一步

预报器式 (55)存在, 且是渐近稳定的.  □
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