
 

  基于连续时间的二阶多智能体分布式

资源分配算法
时侠圣 1    杨  涛 2    林志赟 3    王雪松 1

摘    要   针对二阶多智能体系统中的分布式资源分配问题, 本文

设计两种连续时间算法. 基于 KKT (Karush−Kuhn−Tucker, 卡
罗需−库恩−塔克)优化条件, 第一种控制算法利用节点局部不等

式及其梯度信息来约束节点状态. 与上述梯度方法不同, 第二种

控制算法包括一致性梯度下降法和固定时间收敛映射算子, 其中

固定时间收敛映射算子确保算法的节点状态在固定时间收敛到局

部约束集, 一致性梯度下降法目的是确保节点迭代到资源分配问

题最优解. 两种控制算法都对状态无初始值约束, 且控制参数都

是常数. 利用凸优化理论和固定时间李雅普诺夫方法, 分别分析

了上述控制策略在有向平衡网络条件下的渐近和指数收敛性. 最
后通过数值仿真验证了所设计算法在一维和高维资源分配问题的

有效性.
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Abstract     For  the  distributed  resource  allocation  problem  in
second-order  multi-agent  systems  (MASs),  this  paper  proposes
two  continuous-time  distributed  algorithms.  Based  on  the  KKT
(Karush-Kuhn-Tucker)  optimal  condition,  the  constrained  state
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initialization-free. Based on convex optimization theory and fixed-

time  Lyapunov  analysis,  the  asymptotic  and  exponential
convergence  results  are  given  for  weight-balanced  directed
network,  respectively.  Finally,  the  effectiveness  of  our  proposed
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随着控制技术的发展, 将控制技术与优化算法相结

合, 以分布式方式求解网络优化问题成为近年来的研究热

点[1−7]. 作为网络优化领域里一个重要分支, 资源分配在网

络系统中有很广泛的应用, 例如能源系统中的经济调度和

通讯网络中的网络利用率最优化等问题.
近些年来, 基于离散时间算法的分布式优化问题已经

得到了一些很好的结果. 例如, 文献 [8−10]等针对有约束

或无约束最优协调问题设计了一种基于梯度的算法. 而对

于强连通有向网络下的资源分配问题, 文献 [11−13]等基

于多智能体一致性理论, 分别设计一种基于余量和基于

Push-sum (推和)的分布式优化算法. 更多离散时间算法

可参考文献 [14−19]及它们的引用文献, 其中收敛速度最

快的为文献 [17]的线性收敛, 但是依然无法预知其收敛时

间. 另一方面, 随着信息物理系统和连续时间控制技术的发

展[20−25], 利用基于连续时间的分布式控制策略也已被广泛

应用于解决资源分配问题, 特别是其中的有限/固定/预定

时间收敛理论, 更符合实际系统需求. 为了解决无向网络

下的无约束资源分配问题, 基于多智能体一致性理论, 文
献 [26]设计了一种指数收敛速度二阶连续时间算法. 不同于文

献 [26]的渐近式收敛, 文献 [27−30]分别设计一种基于固

定时间和预定时间收敛的连续时间算法. 在此基础上, 文
献 [31−35]提出了一种考虑不等式约束的分布式算法, 该
算法利用映射算子将节点状态限制在不等式约束集合内,
从而得到了一种无初值约束分布式算法, 并在文献 [35]中
实现了固定时间收敛. 与映射法不同, 文献 [36−38]和文

献 [39]利用精确罚函数法将局部等式约束转移到目标函数

中, 分别设计了一阶和二阶连续时间算法. 而对于有向网

络下的资源分配问题, 也有很多学者提出了解决方法, 例
如奇异摄动算法[40]、原始对偶算法[41]、映射法[42]、二阶连续

时间算法[43] 以及微分映射法[44].
从前面的讨论可以看出, 目前只有一阶分布式优化算

法在连续时间和离散时间情况下都取得了显著的效果. 而
有关二阶多智能体分布式优化算法的文献不是很多. 其中

文献 [26, 45−46]研究了无约束资源分配问题, 并没有将节

点局部不等式约束考虑进来. 但在许多工程应用中, 节点

的决策会受到局部约束, 这些约束可能来自安全考虑、生

产能力、执行能力等, 如电力系统中发电机的输出功率的

边界限制[1]. 文献 [39]和文献 [43]分别利用精确罚函数法

和微分映射法解决了资源分配问题中的局部不等式约束.
但是上述两篇文献所提出的算法都对初始状态进行限定.
而这种初始化协调过程可能只适应于静态网络. 然而对于

一个动态网络来说, 一旦网络发生变化或者节点生产约束

发生突变时, 就必须重新分配资源配置更改. 因此这些优
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化算法重新启动时, 必须重新进行初始化协调, 这大大降

低了它们的适用性. 此外, 文献 [26, 39, 45−46]中考虑的都

是无向网络.
然而, 由于通信延迟等造成的通信中断会使得无向网

络变成有向网络, 进而可能会使得一些基于无向网络的分

布式算法失效. 另外, 无向网络是有向平衡网络的一个特

例, 在工程应用中, 有向平衡网络比无向网络也更易于实

现, 因此研究有向平衡网络上的资源分配问题是有意义

的. 由于二阶多智能体系统的广泛存在, 如: 移动机器人、

发电机等, 本文考虑二阶多智能体的分布式资源分配问题.
针对有向平衡网络下的资源分配问题, 本文首先利用局

部不等式及其梯度设计第一种算法, 其次利用固定时间

理论和映射算子设计第二种算法, 其中映射算子用于处理

不等式约束, 且确保此不等式在固定时间内即可满足, 此
方法可推广到同类型带局部不等式约束的分布式优化问

题中.
本文所提算法创新点如下:
1) 相比于文献 [26, 45−46], 本文将二阶多智能体节点

的局部不等式约束考虑进来;
2) 与文献 [39]的无向网络相比, 我们研究有向平衡网

络下的资源分配问题;
3) 相比于文献 [43], 本文所提两种算法均对初始值无

要求, 且分别实现渐近和指数收敛;
4) 针对节点局部不等式约束, 本文结合了固定时间收

敛理论和映射算子, 使得收敛速度上会比单纯使用映射算

子方法的算法要快, 并通过案例仿真可以验证此性质.
本文后续内容结构如下: 在第 1节中, 将完成问题描

述以及预备知识, 其中预备知识包括代数图论、固定时间

收敛理论等; 在第 2节中, 首先进行算法设计, 分别是渐近

收敛算法和指数收敛算法, 其次给出相应的最优性引理以

及各自算法的收敛性分析; 在第 3节中, 给出 3个仿真案

例;本文的总结与展望放在第 4节中. 

1    问题描述及预备知识

R R+ Rm

m Ω ∈ Rm,
PΩ(x) = argmin∀y∈Ω{∥x− y∥} (x−

PΩ(x))
T(z − PΩ(x)) ≤ 0,∀z ∈ Ω,x ∈ Rm sign(·)

(x)+ = max{x, 0} ⊗
A,B ∈ Rn×n A⊗B := [aijB] ∈ Rn2×n2

∂f(x)
f(x)

在后续描述中, 令   、   和   分别表示实数、非

负实数和   维实空间. 对于闭集合    定义映射

算子   , 且有性质  

 .   表示

符号函数.  .   表示克罗内克积, 对于

矩阵  ,     . 
表示函数  的梯度.
 

1.1    问题描述

n
i

本文所研究的二阶多智能体系统包含  个智能体节

点, 每个智能体  都采用如下动力学模型:

ẍi = ui (1)

xi ∈ Rm i ui ∈
Rm i i

xi fi(xi) : Rm → R
xi xi ∈ Ωi∑n

i=1 di

Ωi fi(xi)
di

其中,    表示第    个智能体的资源分配量,   
 表示节点  的控制输入. 并且每个智能体节点  都拥有

一个决策变量   和私有代价函数   ,
其中  满足私有约束  . 智能体系统的目标就是在

满足自身节点约束的同时, 如何以最小的代价通过邻居节

点信息交互把有限的资源  分配给所有智能体节

点, 且各节点只能利用自己的私有信息  和  , 其中

资源量  为各节点的虚拟分配量或期望资源量. 上述多智

能体系统的资源分配问题数学模型表示如下:

min f(x) =
n∑

i=1

fi(xi)

s. t.
n∑

i=1

xi =

n∑
i=1

di

xi ∈ Ωi,∀i ∈ V (2)

f(x) Ωi

V
Ωi = {xi|φi(xi) ≤ 0si} φi(xi) =

[φi,1(xi), φi,2(xi), · · · , φi,si(xi)]
T, si ∈ N i

s =
∑n

i=1 si
fi(xi)

di

其中,   为全局目标函数: 集合  表示每个智能体的

局部约束, 集合  表示智能体 (编号)集合. 此外, 局部约

束也可描述为   , 其中  
 表 示 节 点  

不等式约束的个数, 令  . 以智能电网中的经

济调度问题为例,   表示发电机组的发电成本函数,
变量  表示负荷侧/用户侧的用电需求, 此物理量可以是
各发电公司利用神经网络等技术, 结合用户侧的历史数据
做出的短期负荷预测.

f(x) ω−
θ− ω > 0, θ > 0

(x− y)T(∂f(x)− ∂f(y)) ≥ ω∥x− y∥2, ∥∂f(x)−
∂f(y)∥ ≤ θ∥x− y∥.

假设 1. 目标函数  是  强凸函数, 二次可微, 且
其梯度满足  李普希茨性质. 即存在    , 使
得  

φ(x)
x φ(x) ≤ 0

∑n
i=1 xi =

∑n
i=1 di

i φi(xi) < 0 φ(x) = [(φi(xi))
T, · · · ,

(φn(xn))
T]T ∈ Rs,x = [xT

1, · · · ,xT
n]

T ∈ Rmn.

假设 2. 局部不等式约束中   为凸函数且存在一

点  使得   和   且存在某一

智能体   满足  , 其中  

注 1. 假设 1中的强凸性保证了问题 (2)最优解的唯

一性. 此假设已广泛应用于此类问题的算法设计中, 如离

散时间算法[12−13, 17, 19] 和连续时间算法[26, 31−32, 34−35, 39, 43], 有助

于作者分析所设计算法的收敛性. 假设 2是约束优化问题

中常用的 Slater条件, 此条件确保了后续引理 2的有效性.
x∗ ∈ Rnm

y∗ ∈ Rm (x∗,y∗)
引理  1[39]. 若假设 1和 2成立, 则   是问题

(2)的最优解, 当且仅当存在  , 使得   满足

0nm ∈ ∂f(x∗) + 1n ⊗ y∗

n∑
i=1

x∗
i =

n∑
i=1

di,∀x∗
i ∈ Ωi (3)

x∗ ∈ Rnm

y∗ ∈ Rm, µ∗ ∈ Rs

(x∗,y∗,µ∗)

引理  2[41]. (KKT) 若假设 1和 2成立 , 则    
是问题 (2)的最优解, 当且仅当存在    ,
使得  满足

0nm ∈ ∂f(x∗) + 1n ⊗ y∗ + ∂(φ(x∗))Tµ∗

n∑
i=1

x∗
i =

n∑
i=1

di

φ(x∗) ≤ 0,µ∗ ≥ 0, (µ∗)Tφ(x∗) = 0 (4) 

1.2    代数图论

G = (V,E,A) V = {1, 2, · · · ,
n} E A

(i, j) ∈ E
i j aij > 0

aii = 0 G
(i, i1), (i1, i2), · · · , (ik, j) j

i G
G G

针对式 (1)所示的多智能体系统, 智能体节点间的通

信链路可以用图  表示, 其中 
  表示节点集合,   表示节点间的通信链路集合,   表

示各节点间的通信权重. 若存在有向对  , 则表示

节点  能够接收到来自节点  的信息, 此时就有  .
此外, 本文中不考虑节点存在自环, 即  . 若网络 
中存在一组有向对  , 则称节点 
到节点  是可达的. 若网络  任意一点到其他节点都是可

达的, 则称网络  是强连通的. 定义网络  的拉普拉斯矩
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L = [lij ] ∈ Rn×n lii =
∑n

j=1 aij , lij = −aij ,
∀j ̸= i L1n = 0n G

1T
nL = 0Tn G

阵为  , 其中 

 . 所以必有结论   . 对于有向网络   , 若
满足  , 则称  为平衡网络.

G假设 3. 本文假设通信网络   是有向平衡网络且强

连通.
引理 3[42]. 若假设 3成立, 则有

ρ2 = min
1T
nx=0

xTL̂x

xTx
> 0 (5)

L̂ =
L+LT

2
其中  .

引理 4[47]. 考虑如下微分方程

ẋ = f(x(t)),x(0) = x0 (6)

x ∈ Rn, f(x) : Rn → Rn Rn

f(0n) = 0n V (x) : Rn →
R α, β > 0, 0 < µ < 1, ν > 1 V̇ ≤
−αV µ − βV ν T > 0,
t ≥ T x(t) = 0n T

T T ≤ 1

α(1− µ)
+

1

β(ν − 1)

其中,   在实数域   上连续, 且
满足  . 若存在一连续正定函数 

 和正实数   使得不等式  
 . 则存在一正实数     使得对任意

 , 有  , 即系统 (6)在固定时间  收敛到源

点, 且固定时间  满足    .

x1, x2, · · · , xn ∈ R引理 5[47]. 对于实数  , 有(
n∑

i=1

xi

)p

≤
n∑

i=1

xp
i , 0 < p < 1

n1−p

(
n∑

i=1

xi

)p

≤
n∑

i=1

xp
i ,∞ > p > 1 (7)

∥PΩ(x)− x∥ x Ω
∥PΩ(x)− x∥ x x
∇(∥PΩ(x)−x∥2)=−2(PΩ(x)− x).

引理 6[8]. 令  表示点  到集合  的距离,
则  关于变量   连续, 且其关于变量  的微

分为 
 

2    分布式连续时间控制算法

针对问题 (2), 基于多智能体固定时间理论, 本节将设

计两种基于映射的分布式优化算法, 首先设计一类渐近收

敛算法, 其次设计一类指数收敛算法, 并给出算法的收敛

性分析. 

2.1    算法设计

λi ∈ Rm

由引理 1可知, 解决问题 (2)的关键是找到最优拉格

朗日乘子. 为实现算法分布式演化, 本文为每个智能体都

分配一个本地拉格朗日乘子  , 基于状态反馈和梯

度下降法, 利用局部不等式约束的梯度信息, 每个节点将

通过以下算法自主收敛到问题 (2)的最优分配方案:

ẋi = vi

v̇i = ÿi − γ((vi − ẏi) + (xi − yi))

ẏi = −∇fi(xi)− λi − ∂φi(xi)
Tτi

λ̇i = α

 n∑
j=1

aij(zi − zj)− di + yi

−

β

n∑
j=1

aij(λi − λj)−

(∇fi(xi) + λi + ∂(φi(yi))
Tτi)

żi = −

 n∑
j=1

aij(zi − zj)− di + yi


µ̇i =

α

2
(−µi + τi) (8)

τi = (µi + φi(xi))
+ α, β, γ > 0 yi ∈

Rm xi

zi ∈ Rm

yi di

其中  , 控制参数   ,  
 表示为节点资源变量  的估计, 其最终目的是收敛到

问题 (2)的最优值, 辅助变量  是为了平衡资源变

量估计值   与期望资源量  之间的差值.
与上述映射机制不同, 利用映射算子和固定时间收敛

理论, 第二种算法设计如下:

ẋi = vi

v̇i = ÿi − γ((vi − ẏi) + (xi − yi))

ẏi = −∇fi(xi)− λi+

| − ∇fi(xi)− λi|sign(PΩi
(yi)− yi)+

|(PΩi
(yi)− yi)|µsign(PΩi

(yi)− yi)+

|(PΩi
(yi)− yi)|νsign(PΩi

(yi)− yi)

λ̇i = α

 n∑
j=1

aij(zi − zj)− di + yi

−

β

n∑
j=1

aij(λi − λj)

żi = −

 n∑
j=1

aij(zi − zj)− di + yi

 (9)

其中固定时间收敛理论是为了确保智能体可在固定时间内
将状态收敛到约束范围内.

λi

λi xi

yi
−∇fi(xi) xi

xi yi

Ωi

Ωi

xi ∈ [xmin
i , xmax

i ] xmin
i , xmax

i

i

i x2
i,1 + xi,2 ≤ 10, −4 ≤ xi,j ≤ 4,

j = 1, 2

注 2. 由引理 1可知, 求解问题 (2)的最优解关键在于

求解最优朗格朗日乘子, 与之对应的等式约束是全局性的,
所以要给每个智能体分配一个局部拉格朗日乘子  , 利用

经典控制理论的 PI (Proportional integral, 比例积分)控
制思想, 对其建立基于状态反馈的 PI微分方程. 为了将拉

格朗日乘子   与多智能体状态   联系起来, 本文通过对

辅助变量  建立一阶迭代算法, 使其沿着局部目标函数的

负梯度  方向下降, 然后对   建立二阶跟踪算

法, 最终   跟踪  同步收敛到问题 (2)的最优解. 针对问

题 (2), 本文设计了两种连续时间算法, 两者的区别在于采

用不同的方法处理局部约束. 其中, 算法 (8)利用局部约束

函数的梯度信息将节点状态引导到局部约束  内, 基于固

定时间收敛理论, 而算法 (9)采用映射法将节点状态限制

在局部约束  内部. 在案例仿真中, 算法 (9) 的优势在于

高效处理简单的局部约束, 例如电力资源分配问题中的发

电机组生产能力约束  , 其中    分

别表示发电机组  的最小和最大输出功率[13]. 而算法 (8)的
优势在处理局部不等式凸约束, 例如在二次布局问题中,
节点    的约束范围为  

 .

f ς
i = fi(xi) +

1
ς [(x

min
i − xi)

++ (xi − xmax
i )+]

注 3. 在现有二阶多智能体连续时间算法中, 文献 [39]
使用精确罚函数法将节点局部约束项转移到目标函数中,
即令     , 其

2052 自       动       化       学       报 47卷



ς xmin
i ≤ xi ≤ xmax

i

xi = xmax
i

∇f ς
i ∈ [∇fi(x

max
i ), ∇fi(x

max
i ) + 1

ς ]

ΠΩi(·)

ϵ

−∇fi(xi)− λi TΩi(xi)

Ωi

中  为惩罚因子,   . 进而将原问题等价

于解决无约束资源分配问题. 且定义端点   处的

梯度为    , 此方法会导

致目标函数梯度在端点处不唯一, 且惩罚因子过小容易引

起算法在稳定点时产生波动, 过大无法确保算法收敛到最

优值. 此外, 该文献只提供了解决一维资源分配问题的算

法, 此外相比于文献 [39]算法需要交互 3个变量信息, 本
文设计算法减少了节点间的通信负担. 针对问题 (2), 文
献 [43]通过微分映射算子  解决其中的局部不等式

约束, 为了确保算法收敛, 该文献通过奇异摄动法进行收

敛性分析, 这就需要一个很小正实数  来确保算法的收敛,
但并没有给出其收敛范围. 此外该文献的微分映射算子是

在本文所设计映射算子上继续求微分得到 , 即将变量

 映射到正切锥   . 所以其增加了计

算约束  正切锥的额外负担[31]. 为了确保微分映射算子的

有效性, 该文献对节点初始值进行约束. 

2.2    算法收敛性分析

在给出算法收敛性分析之前, 先给出一个有关问题

(2)最优解的引理.
(x∗,v∗,y∗,λ∗,

z∗) x∗ x∗

(x∗,v∗,y∗,λ∗, z∗)

引理  7. 假定系统  (9)的平衡点为  
 , 则  为问题 (2)的最优解. 反之若  为问题 (2)的

最优解, 则存在  为系统 (9)的平衡点.
(x∗,v∗,y∗,λ∗, z∗)证明 . 由于  为系统 (9)的平衡点,

则有

0nm = v∗

0nm = x∗ − y∗

0nm = −∇f(x∗)− λ∗

0nm = α(L⊗ Im)z∗ − d+ y∗ − β(L⊗ Im)λ∗

0nm = −(L⊗ Im)z∗ − d+ y∗

0nm = PΩ(y
∗)− y∗ (10)

x∗ = y∗

x∗ ∈ Ω
(L⊗ Im)λ∗ = 0nm L
λ∗ = 1n ⊗ c, c ∈ Rm 0nm ∈ ∂f(x) + c⊗ 1n

L 1T
mn(L⊗

Im) = 0nm
∑n

i=1 x
∗
i =

∑n
i=1 d

∗
i

x∗

其中最后一个等式可由后续定理 1给出, 结合  ,
所以有  , 即引理 1中的不等式约束成立. 所以有

 , 结合矩阵   的定义和假设 3, 可知

 . 进而有   .
紧接着由于有向平衡网络中矩阵    满足    

 , 所以有结论   . 综上分

析, 由引理 1可知  为问题 (2)的最优解. 反之亦成立.
  □

(x∗,
v∗,y∗,λ∗, z∗,µ∗, τ ∗) µ∗ =
(µ∗ + φ(x))+, φ(x∗) ≤ 0,µ∗ ≥ 0, (µ∗)T×
φ(x∗) = 0.

对于系统 (8)也有同样的结论. 可以发现系统 (9)与
系统 (8)的区别在如何解决局部不等式约束, 假设  

 为系统 (8)的平衡点 , 则有  
  则必然有结论  

    □
现在开始收敛性分析, 首先给出系统 (8)的收敛定理.

α >
1

ρ2ω
+

1

2ω
, β >

∥L∥2α2

ρ22
, γ >

αθ
√
2ε

2
ε > 0

定理  1. 若假设 1、 2和 3成立 , 且控制参数满足

 , 其中  .

多智能体系统 (8)渐近收敛到问题 (2)的最优分配方案.
m = 1证明. 为简便分析, 不失一般性, 这里只考虑  情

形. 首先对系统 (8)进行坐标变换, 令对上述系统作坐标变

x̄ = x− y, v̄ = v − ẏ, ȳ = y − y∗, λ̄ = λ− λ∗,

z̄ = z − z∗
换    

 . 可得

˙̄x = v̄

˙̄v = −γv̄ − γx̄

˙̄y = −λ̄− e

˙̄λ = α(Lz̄ + ȳ)− βLλ̄− λ̄− e

˙̄z = −(Lz̄ + ȳ)

˙̄µ = −α

2
(−µ̄+ τ̄ ) (11)

e = ∂f(x) + ∂φ(y)Tτ − ∂f(y∗) + ∂φ(y∗)
˙̄v = v̇ − ÿ = −γv̄ − γx̄

其中   . 第二

个等式推导如下:   . 在上述第四

个等式中, 利用到公式 (10)中的第四个等式. 继续作如下

正交变换:

ξ = col(ξ1, ξ2) = [r R]
T
ȳ

η = col(η1,η2) = [r R]
T
λ̄

δ = col(δ1, δ2) = [r R]
T
z̄ (12)

ξ1, η1, δ1 ∈ R, ξ2, η2, δ2 ∈ Rn−1, r =
1√
n
1n,

rTR = 0Tn−1, R
TR = In−1, RRT = In − 1

n
1n1

T
n

其中,  

 . 正

交变换之后的系统如下:

˙̄x = v̄

˙̄v = −γv̄ − γx̄

ξ̇1 = −(η1 + rTe)

η̇1 = αξ1 − (rTe+ η1)

δ̇1 = −ξ1

ϱ̇1 =
α

2
(−ϱ1 + rTτ̄ )

ξ̇2 = −(η2 +RTh̄)

η̇2 = αξ2 −QTe− η2 + αRTLRδ2 − βRTLRη2

δ̇2 = −ξ2 −QTLQδ2

ϱ̇2 =
α

2
(−ϱ2 +RTτ̄ )

(13)

,ϱ = [r R]
T
(µ− µ∗)其中  .

定义李雅普诺夫函数如下:

V1 =
1

2
∥γx̄+ v̄∥2 + 1

2
∥v̄∥2 + γ∥x̄∥2+

ε

(
f(x)− f(x∗) +

1

2
∥τ∥2 − 1

2
∥τ ∗∥2 −

(µ̄)Tτ ∗ − (x̄)T(∂f(x∗) + ∂φ(x)Tτ ∗)+

α

2
∥ξ∥2 + 1

2
∥η∥2 + 1

2
∥δ2∥2 +

1

2
∥ϱ∥2

)
(14)
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0 < ε <
2γ2

α2θ2

f(x) +
1

2
∥τ∥2 V1

t

其中,  . 上述李雅普诺夫函数的有效性通过

凸函数  的性质得以保证. 进而函数  在系

统 (13)关于时间  的微分为

V̇1 = − γ2∥x̄∥2 − γ∥v̄∥2+

ε
(
([r,R]Te+ αξ)(−η − [r,R]Te)+

ηT(αξ − (η + [r,R]Te))−

βηT
2R

TLRη2 + αδ2R
TLRδ2+

δT
2 (−ξ2 −RTLRδ2)+

α

2
(ϱ+ [r,R]Tτ̄ )T(−ϱ+ [r,R]Tτ̄ )

)
=

− γ2∥x̄∥2 − γ∥v̄∥2−

ε∥[r,R]Te+ η∥2 − αεξT[r,R]Te−

βεηT
2R

TLRη2 + αεη2R
TLRδ2−

εδT
2ξ2 − εδT

2R
TLRδ2+

αε

2
(ϱ+ [r,R]Tτ̄ )T(−ϱ+ [r,R]Tτ̄ ) (15)

结合引理 3和 Young不等式, 我们有结论:

− βηT
2R

TLRη2 ≤ −βρ2∥η2∥2

− δT
2R

TLRδ2 ≤ −ρ2∥δ2∥2

− δT
2ξ2 ≤ ρ2

4
∥δ2∥2 +

1

ρ2
∥ξ∥2

αη2R
TLRδ2 ≤ ρ2

4
∥δ2∥2 +

∥L∥2α2

ρ2
∥η2∥2 (16)

ϕ := αξT[r,R]Te+
α

2
(ϱ+ [r,R]Tτ̄ )T.

(−ϱ+ [r,R]Tτ̄ )

接下来分析 

 , 我们有

ϕ = αξT[r,R]T(∂f(x) + ∂(φ(y))Tτ −

∂f(y∗) + ∂φ(y∗))+

α

2
(ϱ+ [r,R]Tτ̄ )T(−ϱ+ [r,R]Tτ̄ ) =

αξT[r,R]T(∂f(y) + ∂(φ(y))Tτ − ∂f(y∗)+

∂φ(y∗)) + αξT[r,R]T(∂f(x)− ∂f(y))+

α

2
(ϱ+ [r,R]Tτ̄ )T(−ϱ+ [r,R]Tτ̄ ) ≤

αξT[r,R]T(∂f(x)− ∂f(y))−

αω∥ξ∥2 − α

2
∥ϱ− [r,R]Tτ̄∥2−

αξT[r,R]T(∂(φ(y))Tτ − ∂(φ(y∗))Tτ ∗)−

α([r,R]Tτ̄ )T(ϱ− [r,R]Tτ̄) (17)

其中式 (17)中的最后两项为

−αξT[r,R]T(∂(φ(y))Tτ − ∂(φ(y∗))Tτ ∗)−

α([r,R]Tτ̄ )T(ϱ− [r,R]Tτ̄) =

α(y − y∗)T(∂(φ(y))Tτ − ∂(φ(y∗))Tτ ∗−

α(µ− τ )T(τ − τ ∗)) ≤

α(y − y∗)T(∂(φ(y))Tτ − ∂(φ(y∗))Tτ ∗)+

α(φ(y))T(τ − τ ∗) =

− ατ T(φ(y∗)− φ(y)− ∂φ(y)(y∗ − y))+

ατ Tφ(y∗)− α(τ ∗)T(φ(y)− φ(y∗)−

∂φ(y∗)(y − y∗))− α(τ ∗)Tφ(y∗) ≤ 0 (18)

(µ+ φ(y)−
τ )T(τ ∗ − τ ) ≤ 0 τ , τ ∗ R+

PR+(·) φ(x)

τ , τ ∗ (τ ∗)Tφ(x∗) = 0 φ(x∗) ≤ 0
f(x)

上式中第一个不等式利用了结论  

 , 其中我们考虑了  在集合  上的

映射  . 最后一个不等式利用了函数    的凸性、

 的非负性、   和     . 将结

论 (18)代回式 (17), 同时利用函数  的李普希茨性质

可得

ϕ ≤ 1

2
∥ξ∥2 + 1

2
θ2α2∥x̄∥2−

αω∥ξ∥2 − α

2
∥ϱ− [r,R]Tτ̄∥2 (19)

将式 (16)和 (19)代入式 (15), 我们有

V̇1 ≤ −
(
γ2 − α2θ2

2
ε

)
∥x̄∥2 − γ∥v̄∥2−

αε

2
∥ϱ− [r,R]Tτ̄∥2−

ε∥[r,R]Te+ η∥2−(
βρ2 −

∥L∥2α2

ρ2

)
ε∥η2∥2−

ερ2
2

∥δ2∥2 −
(
αω − 1

ρ2
− 1

2

)
ε∥ξ∥2 (20)

由李雅普诺夫定理可知 , 系统 (8)渐近收敛到问题

(2)的最优解.  □

α > max{ (ω + 1)

ρ2ω2
+

1

2ω
, 1}, β >

∥L∥2α2

ρ22
, γ >

√
εαθ(1 + ω)

ω
,

0 < µ < 1, 1 < ν ε > 0

定理  2. 若假设 1、 2和 3成立 , 且控制参数满足

 , 其中   , 多智能体系统 (9)指数

收敛到问题 (2) 的最优解.
m = 1

t ≥ T1

yi yi ∈ Ωi PΩi(yi)− yi = 0

T1 =
2

1−µ
2

1− µ
+

2
1−ν
2

n
1−ν
2 (ν − 1)

t ≥ T1

证明. 为简便分析, 不失一般性, 这里只考虑  情
形. 证明将分两步进行. 1) 首先证明算法 (9)在时间 
后节点变量   满足条件   , 即   ,

其中   ;  2) 其次证明当时间

  后, 算法 (9)指数收敛到问题 (2)的最优分配方案.

V2 =
1

2

∑n
i=1 ∥PΩi

(yi)− yi∥2

V2 yi ∈ Ωi, ∀i ∈
V V2 = 0 V2 t

步骤 1. 令  , 很容易验

证  是有效的李雅普诺夫函数. 且当且仅当 
  时有  .  在系统 (9)上关于时间  的微分为
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V̇2 = −
n∑

i=1

(PΩi(yi)− yi)
Tẏi =

n∑
i=1

(PΩi(yi)− yi)
T · ( (∇fi(xi) + λi)+

|∇fi(xi) + λi| · sign(PΩi
(yi)− yi)−

|(PΩi(yi)− yi)|µ · sign(PΩi(yi)− yi)−
|(PΩi

(yi)− yi)|ν · sign(PΩi
(yi)− yi)) ≤

−
n∑

i=1

|(PΩi
(yi)− yi)|1+µ−

n∑
i=1

|(PΩi
(yi)− yi)|1+ν (21)

(PΩi(yi)− yi)
T(∇fi

(xi) + λi)−|PΩi(yi)−yi| · |∇fi(xi) + λi| ≤ 0.
1 + µ

2
< 1

其中第一个不等式利用了结论  

   由 于

 , 结合引理 5, 可得(
n∑

i=1

|(PΩi(yi)− yi)|2
) 1+µ

2

≤
n∑

i=1

|(PΩi(yi)− yi)|1+µ

(22)

1 + ν

2
> 1同理, 由于  , 所以有

n
1−ν
2

(
n∑

i=1

|(PΩi
(yi)− yi)|2

) 1+ν
2

≤

n∑
i=1

|(PΩi
(yi)− yi)|1+ν (23)

将式 (22)和 (23)代入式 (21), 可得

V̇2 ≤ −2
1+µ
2 V

1+µ
2

2 − n
1−ν
2 2

1+ν
2 V

1+ν
2

2
(24)

t ≥ T1 yi ∈ Ωi

T1 =
2

1−µ
2

1− µ
+

2
1−ν
2

n
1−ν
2 (ν − 1)

由引理 4可知, 在时间   后, 变量    , 且

固定时间为   .

t ≥ T1步骤 2. 当  后, 系统 (9)演变为如下系统

ẋi = vi

v̇i = ÿi − γ((vi − ẏi) + (xi − yi))

ẏi = −∇fi(xi) + λi

λ̇i = α

 n∑
j=1

aij(zi − zj)− di + yi

−

β

n∑
j=1

aij(λi − λj)

żi = −

 n∑
j=1

aij(zi − zj)− di + yi

 (25)

对上述系统做类似于定理 1中的坐标变换, 此时有

˙̄x = v̄
˙̄v = −γv̄ − γx̄

ξ̇1 = −(η1 + rTh̄)

η̇1 = αξ1

δ̇1 = −ξ1

ξ̇2 = −(η2 +RTh̄)

η̇2 = α(ξ2 +RTLRδ2)− βRTLRη2

δ̇2 = −(ξ2 +RTLRδ2)

(26)

h̄ = ∇f(x)−∇f(x∗)其中  . 求解系统 (25)的平衡点等

价于求解系统 (26)的平衡点, 且原点就是系统 (26)的平

衡点. 令李雅普诺夫函数为

V3 =
1

2
∥γx̄+ v̄∥2 + 1

2
∥v̄∥2 + γ∥x̄∥2+

ε

(
1

2

(
ω + 1

ω
α− 1

)
∥ξ1∥2 +

1

2
∥ξ1 + η1∥2+

1

2ω
∥η1∥2 +

ω + 1

2ω

(
α∥ξ2∥2 + ∥η2∥2 + ∥δ2∥2

))
(27)

0 < ε <
ω2γ2

θ2(ω + 1)2α2
V3

t

其中,   .   在系统 (26) 上关于时

间  的微分为

V̇3 = − γ2∥x̄∥2 − γ∥v̄∥2−

ε

(
ω + 1

ω
α(ξ1r

Th̄+ ξT
2R

Th̄) + ∥η1∥2 +

ω + 1

ω
(βηT

2R
TLRη2 + δT

2R
TLRδ2)− α∥ξ1∥2+

η1r
Th̄+

ω + 1

ω
(δT

2ξ2 − αηT
2R

TLRδ2)

)
(28)

其中

− ω + 1

ω
α(ξ1r

Th̄+ ξT
2R

Th̄) =

− ω + 1

ω
α(y − y∗)T(∇f(y)−∇f(y∗))−

ω + 1

ω
α(y − y∗)T(∇f(x)−∇f(y)) (29)

利用目标函数的强凸性, 我们有

(y − y∗)T(∇f(y)−∇f(y∗)) ≥ ω∥ȳ∥2 = ω∥ξ∥2
(30)

利用目标函数梯度的李普希茨性质, 可得

− ω + 1

ω
α(y − y∗)T(∇f(x)−∇f(y)) ≤

ω + 1

ω
αθ∥y − y∗∥ · ∥x− y∥ ≤

1

2
∥ξ∥2 + (ω + 1)2

2ω2
θ2α2∥x̄∥2 (31)
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将上述不等式代回式 (29), 可得

− ω + 1

ω
α(ξ1r

Th̄+ ξT
2R

Th̄) ≤

−
(
(1 + ω)α− 1

2

)
∥ξ∥2 + (ω + 1)2θ2α2

2ω2
∥x̄∥2

(32)

同理, 有

−η1r
Th̄ ≤ ω2

2(ω + 1)2α2
∥η1∥2 +

(ω + 1)2θ2α2

2ω2
∥x̄∥2

(33)

1T
nRη2 = 0n由于  , 利用引理 3, 我们有

ηT
2R

TLRη2 ≥ ρ2∥η2∥2

δT
2R

TLRδ2 ≥ ρ2∥δ2∥2 (34)

进一步, 利用 Young不等式, 我们有

δT
2ξ2 ≤ ρ2

4
∥δ2∥2 +

1

ρ2
∥ξ∥2

αηT
2R

TLRδ2 ≤ ρ2
4
∥δ2∥2 +

∥L∥2α2

ρ2
∥η2∥2 (35)

将式 (32) ~ (35)代入式 (28), 可得

V̇3 ≤ −
(
γ2 − (1 + ω)2

ω2
εθ2α2

)
∥x̄∥2−

γ∥v̄∥2 −
(
αω − (ω + 1)

ρ2ω
− 1

2

)
ε∥ξ∥2−

ε(1− ω2

2(ω + 1)2α2
)∥η1∥2−

ερ2(ω + 1)

2ω
∥δ2∥2−

ε(ω + 1)

ω

(
βρ2 −

∥L∥2α2

ρ2

)
∥η2∥2 ≤ −κ∥χ∥2

(36)

χ = col(x̄, v̄, ξ,η, δ2) κ其中  ,   定义如下

κ = min

{
γ2 − (1 + ω)2

ω2
εθ2α2, γ,

(
αω − (ω + 1)

ρ2ω
− 1

2

)
ε,

ερ2(ω + 1)

2ω
,

ε

(
1− ω2

2(ω + 1)2α2

)
,

ε(ω + 1)

ω

(
βρ2 −

∥L∥2α2

ρ2

)}

t ≥ T1从式 (36)可知, 当  后, 系统 (9)指数收敛到问

题 (2)的最优解.  □ 

3    案例仿真

现在我们提供仿真案例来验证之前所提算法的有效

性. 第一个案例数据来自文献 [43], 第二个仿真案例数据来

自文献 [44].

fi(xi) = ai1x
2
i + ai2xi+ ai3

xi(0) di

α = 2.75, β = 380, γ = 30, µ = 0.5, ν = 2

x∗ = [23.01; 35; 50; 31.01;

45.78; 30.19]T

e = ln(
1

2

∑n
i=1(xi − x∗

i )
2)

x∗
i e

e

案例 1. 针对 6发电机系统, 每个发动机的代价函数采

用如下二次函数形式:      . 各
发电机代价函数系数、初始值  、期望功率  和输出功

率约束总结在表 1中. 令算法 (8)和算法 (9)中控制参数

为    . 从任意

初始状态出发, 详细的仿真轨迹分别如如图 1和图 2所示,
从图中可知问题的最优值为 

 , 此结果与文献 [43]一致. 相比于算法 (8)
中的梯度法, 由于算法 (9)采用映射算子和固定时间收敛

理论处理问题 (2)中的局部不等式约束, 所以算法 (9)可
以很快地将超出约束范围的节点快速拉回到约束范围内.
所以图 1相比图 2, 在算法到达约束边界时, 有更大的波动

性. 基于案例 1中的数据, 接下来从同一初始状态出发, 将
本文所设计算法与文献 [43]和文献 [39]进行收敛速度对

比, 结果如图 3所示 (文献 [43]中控制参数设置与本文相

同). 其中算法误差定义为  , 其

中最优值  由集中式拉格朗日乘子法求得. 则    表示算

法运行解与理论最优解的差值. 从图 3可以看出, 本文所

设计算法下误差下降较快, 即拥有更快的收敛速度, 且算

法在稳定点时有更好的稳定性. 而文献 [39]由于在端点处

梯度不唯一, 会导致算法在稳定点时有轻微波动. 此外, 算
法 (9)和文献 [39]在边界点的波动性导致其误差  要比算

法 (8)和文献 [43]中的误差稍大.

  
表 1    案例 1各节点参数

Table 1    System parameters in case 1

Agent ai1 ai2 ai3 功率约束 di xi(0) 

1 2 3 0.5 [20, 40] 45 40

2 1 4 1.5 [25, 35] 40 24

3 0.5 5 3 [35, 50] 25 35

4 1.5 2 1 [25, 45] 35 45

5 1 3.5 2.5 [30, 47] 30 28

6 1.5 4.5 2 [28, 42] 40 50

 

xi ∈ R2
案例  2. 针对 4节点环形网络 , 其中资源决策变量

 , 且节点目标函数分别为

f1(x1) = x2
1,1 + x2

1,2 +
√

(x1,1 − 2)2 + (x1,2 − 2)2

f2(x2) =
x2
2,1

20
√
x2
2,1 + 1

+
x2
2,2

20
√
x2
2,2 + 1

+ x2
2,1 + x2

2,2

f3(x3) = (x3,1 − 2)2 + (x3,2 − 3)2

f4(x4) = ln
(
e−0.05x4,1 + e0.05x4,1

)
+ x2

4,1+

ln
(
e−0.05x4,2 + e0.05x4,2

)
+ x2

4,2
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其中

x1 ∈ Ω1 = {x1|(x1,1 − 2)2 + (x1,2 − 2)2 ≤ 4}

x2 ∈ Ω2 = {x2|1 ≤ x2,1 ≤ 2, 0 ≤ x2,2 ≤ 1}

x3 ∈ Ω3 = {x3|x3,1 ≥ 0.5, x3,2 ≥ 1, x3,1 + x3,2 ≤ 6}

x4 ∈ Ω4 = {x4|(x4,1 − 3)2 + (x4,2 − 5)2 ≤ 4}

d d1=[2, 1]T, d2=[2, 3]T, d3 =

[2, 4]T, d4 = [1, 5]T x1(0) = [2, 0]T

x2(0)=[1.5, 0.5]T, x3(0)=[1, 1]T, x4 = [4, 6]T

α = 2, β = 75, γ = 30, µ = 0.2, ν = 2

虚拟资源量  设定为 

 . 算法初始值设定为  ,
 , 算法控

制参数设定为    .
其仿真曲线分别如图 4和图 5所示, 星点表示各节点的最

优解位置. 通过仿真案例 2可以发现, 本文所设计算法对

高维资源分配问题亦是有效的. 为了展示各算法在二维资

源分配问题上的收敛速度, 现将本文所设计算法与文献 [43]
进行对比, 收敛速度图展示在图 6, 从图中可以看出, 指数

收敛算法 (9)比渐近收敛算法 (8)收敛稍快, 该结果与一

维资源问题图 3所得结论一致.
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图 4   案例 2中算法 (8)的各节点仿真结果轨迹

Fig. 4    The trajectories of each agent by

algorithm (8) in case 2

 

fi(xi) = ai,1x
2
i + ai2xi a1 = [0.096

0.072, 0.105, 0.082, 0.078, 0.90, 0.085, 0.092, 0.155,

0.082]T ∈ R10 a2 = [1.22, 3.41, 2.53, 4.02, 2.90,

2.72, 1.22, 4.20, 3.53, 3.02]T ∈ R10, a1 =

[a1,1, · · · , an,1],a2 = [a1,1, · · · , an,1] ∈ R10

xi ∈ [0, 300]

di = 250 α = 2.75,

β = 380, γ = 30

e
e

x∗ =

案例 3. 针对 IEEE-39总线系统, 包含 10个发电单元,
各发电单元的通信链路及其权重如下图 7所示. 各发电单

元的发电成本为  且有 

  和  
   其 中    

 . 各节点的

局部不等式约束和虚拟分配量分别为   和

 . 以零初始状态出发 , 在控制参数    
 作用下, 算法 (8)和 (9)各自对应的状

态轨迹如图 8和图 9所示. 此外两种算法的误差   轨迹

如图 10所示, 其中误差  定义同案例 1. 从图 10可知, 上
述系统最终收敛到最优分配方案   [243.6524,  300,
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图 1    案例 1中算法 (8)的各发电机曲线图

Fig. 1    The trajectories of each generator by

algorithm (8) in case 1
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图 2    案例 1中算法 (9)的各发电机曲线图

Fig. 2    The trajectories of each generator by

algorithm (9) in case 1
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图 3    基于案例 1数据的算法性能对比

Fig. 3    The comparison between the existence

algorithms and ours based on case 1
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216.5298,  268.1785,  289.1107,  251.5626,  275.1839,

238.0504, 143.4557, 274.2760] .
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图 5    案例 2中算法 (9)各节点仿真结果轨迹

Fig. 5    The trajectories of each agent by

algorithm (9) in case 2
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图 6    基于案例 2数据的算法性能对比

Fig. 6    The comparison between the existence

algorithms and ours based on case 2
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图 7    案例 3中各发电单元的通信链路

Fig. 7    The communication links of each

generator in case 3
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图 8    案例 3中算法 (8)的各节点仿真结果轨迹

Fig. 8    The trajectories of each agent by

algorithm (8) in case 3
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图 9    案例 3中算法 (9)各节点仿真结果轨迹

Fig. 9    The trajectories of each agent by

algorithm (9) in case 3
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图 10    案例 3中算法 (8)和 (9)的收敛速度比较

Fig. 10    The convergence rate comparison between

algorithms (8) and (9) in case 3
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4    总结
本文针对有向平衡网络下的带约束分布式资源分配问

题, 基于固定时间映射算子和基于多智能体一致性的梯度
下降法, 设计了两种基于二阶多智能体系统的连续时间算
法. 所设计算法对节点初始状态无约束, 并且控制参数全
为常数. 通过对一维和二维资源分配问题数值仿真, 本文
所提算法的有效性也得以保证. 然而在实际系统中, 通信
网络通常会存在信息交互延迟, 而信息延迟给算法分析带
来了很大的困难. 此外, 非平衡有向网络在实际系统中也
是存在的, 所以在后续研究中, 我们将考虑由通信延迟等
造成的有向非平衡网络下二阶多智能体资源分配问题.
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