
 

 

数据驱动的保证收敛速率最优输出调节

姜 艺 
1
    范家璐 

1
    柴天佑 

1

摘    要   针对具有外部系统扰动的线性离散时间系统的输出调节问题, 提出了可保证收敛速率的数据驱动最优输出调节

方法, 包括状态可在线测量系统的基于状态反馈的算法, 与状态不可在线测量系统的基于输出反馈的算法. 首先, 该问题被

分解为输出调节方程求解问题与反馈控制律设计问题, 基于输出调节方程的解, 通过引入收敛速率参数, 建立了可保证收敛

速率的最优控制问题, 通过求解该问题得到具有保证收敛速率的输出调节器. 之后, 利用强化学习的方法, 设计基于值迭代

的数据驱动状态反馈控制器, 学习得到基于状态反馈的最优输出调节器. 对于状态无法在线测量的被控对象, 利用历史输入

输出数据对状态进行重构, 并以此为基础设计基于值迭代的数据驱动输出反馈控制器. 仿真结果验证了所提方法的有效性.
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Abstract   This paper investigates the output regulation problem for linear discrete-time systems with disturbances
caused by exosystem and proposes data-driven optimal output regulation approaches with assured convergence rate,
including the state feedback based algorithm for the system whose state can be measured online, and the output
feedback based algorithm for the system whose state cannot be measured online. Firstly, this problem is decom-
posed into an output regulation equation solving problem and a feedback control law design problem. Based on the
solutions of the output regulation equation, by introducing the convergence rate parameter, an optimal control
problem with assured convergence rate is formulated and an assured convergence rate output regulator can be ob-
tained by solving this problem. Then, by using the reinforcement learning approach, this paper designs a value iter-
ation based data-driven state feedback controller which can learn the state feedback based optimal output regulator.
For the systems whose states cannot be measured online, the state is reconstructed by using historical input and
output data, and a data-driven output feedback controller based on value iteration is designed. Simulation results
show the effectiveness of the proposed approaches.
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在实际的控制器设计问题中, 通常是希望将被

控对象的输出跟踪给定的设定值或给定的期望轨

迹, 即实现输出跟踪. 对于前者, PID控制器[1]、模型

预测控制器 [2] 是一类经典的解决方案. 对于后者,

该问题通常可以建立成一类输出调节问题[3−6], 该问

题的目标通常包括两部分, 设计稳定的控制器使得

输出信号与给定参考轨迹的误差是渐近稳定的, 并
且能够完全可以克服外部系统所产生扰动信号对系

统所产生的影响. 然而, 解决输出调节问题通常依

赖于已知的精确模型参数, 而在一些特殊情况下该

要求是难以满足的.
针对模型未知的被控对象的输出跟踪问题, 一

些专家学者提出了基于自适应的控制方法, 如模型

参考自适应控制[7]、无模型自适应控制[8]、神经网络

自适应控制[9], 这些方法可以在部分模型知识未知

的情况下, 很好的实现输出跟踪. 而在有些情况下,
控制器目标需要使得最小化给定的性能指标, 同时

希望系统的动态性能满足一定要求, 这使得需要设

计最优自适应控制器.
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为解决最小化给定的性能指标问题, 一些专家

学者提出了基于强化学习的自适应控制方法, 该方

法通过与未知被控对象的交互来更新控制策略, 使
得控制器是最优的. 对于跟踪问题, 主要有两类基

于强化学习的方法, 一类是将跟踪问题定义为一类

最优二次型跟踪问题, 另一类是基于输出调节理论

的最优输出调节问题. 利用前一类方法, 文献 [10−11]
与文献 [12−15]分别解决了连续与离散线性系统的

最优跟踪控制问题, 文献 [16]与文献 [17−19]分别

解决了连续与离散非线性系统的最优跟踪控制问

题. 利用后一类方法, 文献 [20−23]与文献 [24−26]
分别解决了连续与离散线性系统的最优输出调节问

题, 文献 [27]与文献 [28]分别解决了连续与离散非

线性系统的最优输出调节问题. 上述方法是基于状

态反馈与策略迭代的方法, 而对于系统状态难以在

线测量的系统, 上述方法不能直接应用, 针对这个

问题, 文献 [29]与文献 [30]分别设计了基于输出反

馈的控制器解决了最优跟踪控制问题与最优输出调

节问题. 对于动态性能要求, 文献 [31]针对单无人

机对单目标的环航跟踪问题, 设计了飞行轨迹快速

收敛到期望航迹的控制器. 文献 [32]通过设计状态

反馈和动态输出反馈控制, 研究了机器人系统的有

限时间控制问题. 然而, 上述文献需要利用系统的

动态模型参数来设计合适的 Lyapunov函数.
为了使系统的动态特性满足预先给定的要求,

同时实现最优自适应控制, 本文提出保证收敛速率

的数据驱动线性离散系统最优输出调节方法, 该方

法不需要部分模型知识, 与文献 [24−25]中的方法

与被控对象相比, 该算法不需要稳定的初始控制律,
同时输出方程中输入到输出的前馈增益矩阵不等

于 0, 利用在线的状态数据、输入数据, 或者在线的

输出、输入数据求解得到基于状态反馈与输出反馈

最优的输出调节器, 并保证跟踪误差的收敛速率满

足预先给定的要求.
本文结构如下: 第 1节给出离散线性系统的最

优输出调节问题描述, 第 2节与第 3节分别进行基

于状态反馈与输出反馈的自适应最优输出调节器设

计, 第 4节给出设计方法的收敛性与系统闭环稳定

性分析, 第 5节利用仿真实验验证本文设计方法的

有效性, 第 6节为结论.

R N
X, Y ∈ Rn×n, n ∈ N X > 0 X ≥ 0

X X > Y X ≥ Y
X − Y X−1 X

σ(X) X ∥ · ∥
X ∈ Rm×n m, n ∈ N XT X

符号说明:   与  分别代表实数集与非 0自然

数集, 对于矩阵 ,    (  )

表示  是正定的 (半正定的),   (  )表

示  是正定的 (半正定的),   表示  的逆,

 表示  的谱.   表示矩阵或向量范数, 对于

矩阵  ,    ,     表示   的转置 ,

vec(X) = [xT
1, x

T
2, · · · , xT

n]
T xi, i = 1, · · · , n

⊗
X ∈ Rn×n vecs(X) = [x11, x12, · · · , x(n−1)n,

xnn]
T ∈ R(1/2)n(n+1) v ∈ Rn, vecv(v)=[v21 ,

2v1v2, · · · , 2v1vn, v
2
2 , 2v2v3, · · · , 2vn−1vn, v

2
n]

T ∈
R(1/2)n(n+1) vi, i = 1, · · · , n

,  其中      

为矩阵 X 的第 i 列,   表示 Kronecker积, 对于对

称矩阵 ,  

, 对于向量     

    

,  其中   为向量 v 的第 i
个元素. 

1    控制问题描述

考虑如下受扰动的线性离散系统

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) +Dw(k) (1)

y(k) = Cx(k) + Su(k) (2)

x ∈ Rnx u ∈ Rnu y ∈ Rny w ∈ Rnw

A ∈
Rnx×nx B ∈ Rnx×nu D ∈ Rnx×nw C ∈ Rny×nx

S ∈ Rny×nu

其中,  ,  ,  ,   分别为

系统的状态, 控制输入, 输出, 外部系统状态.  
,    ,    ,    ,

 为常数矩阵. 外部系统动态及其所产生

的设定值为:

w(k + 1) = Ew(k) (3)

yd(k) = −Fw(k) (4)

E ∈ Rnw×nw

yd ∈ Rny F ∈ Rny×nw

其中,   为常数矩阵, 且其特征值都在单

位圆上.   为参考信号,   为常数

矩阵. 基于此, 跟踪误差可以表示为:

e(k) = y(k)− yd(k) =
Cx(k) + Su(k) + Fw(k) (5)

针对此系统, 有如下假设:
(A, B) (A, C)假设 1.   是可控的,    是可观测的.

rank

([
A− λI B

C S

])
= nx + ny ∀λ ∈

σ(E)

假设 2.   ,    

.
E假设 3. 矩阵  的特征值都在单位圆上且互相

不重复. ([
A D

0 E

]
, [C F ]

)
假设 4.   是可观测的.

limk→∞e(k) = 0

γ−k γ > 1

传统的输出调节问题的控制器设计目标为使得

跟踪误差 e(k) 是渐近稳定的, 即  .
本文目标为利用外部系统数据 w(k), 系统输入 u(k),
系统状态 x(k)或系统输出 y(k)设计最优输出调节

器, 使得跟踪误差 e(k)是渐近稳定的, 同时期望跟

踪误差 e(k)的收敛速率快于 , 其中 . 该问

题可以定义为求解如下问题.
问题 1. 针对被控对象 (1) ~ (2), 对应的外部系

统为 (3) ~ (4), 设计控制器 u(k)使得跟踪误差满足

lim
k→∞

γke(k) = 0 (6)
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为解决该问题, 根据输出调节理论[3, 33], 该问题

的输出调节方程为

XE = AX +BU +D (7)

0 = CX + SU + F (8)

X ∈ Rnx×nw U ∈ Rnu×nw其中,   与  为输出调节方程

的待求解未知数. 利用 Kronecker积, 输出调节方

程 (7) ~ (8)可写为

Γη = ϑ (9)

其中

Γ = ET ⊗
[

Inx
0nx×nu

0ny×nx
0ny×nu

]
− Inw

⊗
[
A B
C S

]

η = vec
([

X
U

])
, ϑ = vec

([
D
F

])
Γ

γ−k

基于假设 2可知,   是行满秩的, 输出调节方

程 (7) ~ (8)是有解的[33]. 基于该解, 并同时考虑控

制器设计要求为使得跟踪误差 e(k)的收敛速率快

于 , 定义新系统为

x̄(k + 1) = Āx̄(k) + B̄ū(k) (10)

ē(k) = Cx̄(k) + Sū(k) (11)

x̄(k) = γk(x(k)−Xw(k)) Ā = γA B̄ = γB

ū(k) = γk(u(k)− Uw(k)) ē(k) = γke(k)

其中,  ,  ,  ,
,  .

γ−k

基于新系统 (10) ~ (11), 建立如下最优控制问

题与约束最优化问题. 通过求解该问题, 可以保证

式 (6)成立, 即跟踪误差 e(k)的收敛速率快于 ,
该性质将会在闭环系统分析部分进行证明.

Q ≥ 0

R ≥ 0

ū(k)

问题 2[34]. 针对系统 (10) ~ (11), 给定 ,
, 设计基于状态反馈与输出反馈的最优控制

输入 , 使得如下性能指标最小

min
ū

V (k) =

∞∑
i=k

(
ēT(i)Qē(i) + ūT(i)Rū(i)

)
s.t.

{
x̄(k + 1) = Āx̄(k) + B̄ū(k)

ē(k) = Cx̄(k) + Sū(k)
(12)

M > 0问题 3. 给定  , 寻找出一组输出调节方

程 (7)~(8)的解 X 和 U 使得如下性能指标最小{
min
η

J = ηTMη

s.t. Γη = ϑ
(13)

注 1. 在问题 2中, 选择 Q 与 R 使得如下的广

义特征值问题的解不在单位圆上[35]

λ

 I 0 0

0 ĀT 0

0 −B̄T 0

−
 Ā 0 B̄

−CTQC I −CTQS

STQC 0 R


 

2    基于状态反馈的自适应最优输出调

节器设计

本节在被控对象状态方程 (1)中矩阵 A、B、D、

E 未知、被控对象输出方程 (2)中矩阵 C、S 与 F 已

知的情况下, 设计数据驱动的基于状态反馈的最优

自适应输出调节器. 首先给出基于状态反馈的最优

输出调节器的解, 之后利用该解的求解形式, 设计

数据驱动的基于值迭代的自适应最优输出调节器.

值得注意的是, 由于本节所设计的是基于状态反馈

的最优输出调节器, 因此需要利用状态计算跟踪误

差, 故矩阵 C、S 与 F 已知的假设是合理的. 

2.1    基于状态反馈与模型的最优输出调节器

Ω : Rnx×nw → Rnx×nw Ω̄ : Rnx×nw×
Rnx×nu → Rnx×nw

本小节首先求解输出调节方程 (7) ~ (8), 引入两个

Sylvester映射 ,  
, 为

Ω(X) = XE −AX (14)

Ω̄(X, U) = XE −AX −BU (15)

Xi ∈ Rnx×nw Ui ∈
Rnu×nw i = 0, 1, · · · , m+ 1 Inw ⊗ [C, S]

X0 = 0nx×nw U0 = 0nu×nw

−F = CX1 + SU1 i = 2, 3, · · · , m+ 1

vec
([
XT

i , U
T
i

]T)
Inw ⊗ [C, S] CXi+

SUi = 0

基于 Sylvester映射, 可以给出方程 (8)的通

解形式 .  选择两个矩阵序列   与  

, 其中 , m为 

的零空间的维数.   ,   , X1

与U1满足 , 当 

时,   为  的基底, 即 

. 则方程 (8)的通解为

(X, U) = (X1, U1) +

m+1∑
i=2

αi(Xi, Ui) (16)

αi ∈ R Ω(X, U)其中,  . 由  的定义与式 (7)可知

Ω(X, U) = D, Ω(αiX, αiU) = αiΩ(X, U)

Ω(Xi +Xj , Ui + Uj) =

(Xi +Xj)E −A(Xi +Xj)−B(Ui + Uj) =

Ω(Xi, Ui) + Ω(Xj , Uj)

基于式 (16)可将式 (15)写为

Ω(X, U) = Ω(X1, U1) +

m+1∑
i=2

αiΩ(Xi, Ui) = D (17)

至此, 输出调节方程 (7) ~ (8)可以写为

Λχ = ξ (18)

其中
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Λ =

 vec(Ω(X2, U2)) · · ·

vec
([
XT

2 , U
T
2

]T) · · ·

vec(Ω(Xm+1, Um+1)) 0

vec
([
XT

m+1, U
T
m+1

]T) −Inw(nx+nu)


χ =

[
α2 · · · αm+1 ηT ]T

ξ =

 vec(−Ω(X1, U1) +D)

−vec
([
XT

1 , U
T
1

]T)
 =

[
ξ1

ξ2

]

利用矩阵行变换, 可以将 (18)重写为[
Λ̄11 Λ̄12

Λ̄21 Λ̄22

]
χ =

[
ξ̄1

ξ̄2

]
(19)

Λ̄21 ∈ Rm×m其中,   为非奇异矩阵, 则上式可以通过

如下方程求解

Πη = Ψ (20)

Π = −Λ̄11Λ̄
−1
21 Λ̄22 + Λ̄12 Ψ = −Λ̄11Λ̄

−1
21 ξ̄2 + ξ̄1其中,  ,  .

利用拉格朗日乘子法, 可以将问题 3中的约束最优

化问题 (13)转化为

min
η

J = ηTMη + λT(Πη −Ψ) (21)

η λT对上述性能指标 J 求对于  与  偏导, 可得

∂J

∂η
= 2Mη +ΠTλ (22)

∂J

∂λT = Πη −Ψ (23)

令式 (22)和式 (23)等于 0, 可得[
2M ΠT

Π 0

][
η

λ

]
=

[
0

Ψ

]
(24)

利用该式可以得到输出调节方程 (7) ~ (8)的
解 X 和 U.

以上为基于模型的输出调节方程 (7) ~ (8)的
求解, 与文献 [32]直接求解输出调节方程不同, 式
(20)中的求解方法将会为第 2.2节中自适应控制器

设计提供指导.

rank[A− λI, B] = nx, ∀λ
rank[Ā− λI, B̄] = nx, ∀λ (Ā, B̄)

ū(k) = −Kx̄(k)

基于输出调节方程 (7) ~ (8)的解 X 和 U, 则
基于状态反馈的最优输出调节问题可以总结为问

题 2. 对于问题 2, 该问题为标准的最优控制问题.
基于假设 1, 可知 , 那么显

然有 , 即  为可控的.

因此, 基于最优控制原理[36], 假设存在一个可控的

矩阵 K 与控制输入  使得

V (k) = ēT(k)Qē(k) + ūT(k)Rū(k) + V (k + 1) =

x̄T(k)Px̄(k) (25)

P ≥ 0其中,  . 上述贝尔曼方程可以写为

P = (C − SK)TQ(C − SK) +KTRK+

(Ā− B̄K)TP (Ā− B̄K) (26)

∂P/∂K = 0通过使得  可得最优反馈增益为

K∗ = (R+ B̄TP ∗B̄ + STQS)−1·

(B̄TP ∗Ā+ STQC) (27)

其中, P*为如下 Riccati方程的解

P = CTQC + ĀTPĀ−

(ĀTPB̄ + CTQS)(R+ B̄TPB̄ + STQS)−1·

(B̄TPĀ+ STQC) (28)

对应的最优控制输入为:

u(k) = −K∗x(k) + (U +K∗X)w(k) :=

−K∗x(k) + L∗w(k) (29)

然而, 直接求解 Riccati方程比较复杂, 针对此

问题, 该小节利用基于值迭代的算法求解, 其收敛

性性质见如下引理.
算法 1. 基于模型的值迭代状态反馈最优输出

调节算法

ε > 0 Xi ∈ Rnx×nw Ui ∈ Rnu×nw

j ← 0

初始化: 选择任意的初始控制律 K0, 终止条件

常数  , 矩阵序列   与  ,
半正定矩阵 P0,  ;

最优反馈增益计算: 利用如下迭代算法计算最

优反馈增益;
1) 计算 Pj+1,

Pj+1 = (C − SKj)
TQ(C − SKj) +KT

jRKj+

(Ā− B̄Kj)
TPj(Ā− B̄Kj) (30)

2) 计算 Kj+1,

Kj+1 = (R+ B̄TPj+1B̄ + STQS)−1·

(B̄TPj+1Ā+ STQC) (31)

∥Pj+1 − Pj∥ < ε

j ← j + 1

3) 判断  是否成立, 如果成立则

停止迭代, 反之则继续重复计算上述两步, 并令

;

L∗

最优前馈增益计算: 利用式 (9)或式 (24)求解

输出调节方程 (7) ~ (8)的解 X 和 U, 进而得到最

优前馈增益 .

{Pj}∞j=0 {Kj}∞j=0

limj→∞Pj=P
∗ limj→∞Kj=K

∗

引理 1. 在假设 1成立的条件下, 通过算法 1的式

(30) ~ (31)计算得到的序列  与  最终会

收敛至其最优值, 即 ,  .
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S ̸= 0

证明. 文献 [37]给出了当 S = 0时的收敛性证

明, 本文将简述  时的收敛性证明. 首先将式 (28)
与式 (26)定义为

P = g(P ) (32)

P = L(K, P ) (33)

同时定义

M(K, P ) = (Ā− B̄K)TP (Ā− B̄K) (34)

由于在式 (26)中 P 是 K 的二次型, 可得

g(P ) = min
K
L(K, P ) = L(KP , P ) ≤ L(K, P )

其中

KP = (R+ B̄TPB̄ + STQS)−1(B̄TPĀ+ STQC)

X ≤ Y根据上式可知, 对于任意的 , 有

g(X) = L(KX , X) ≤ L(KY , Y ) = g(Y )

{Qj}∞j=0 Q0 = 0考虑序列 , 其中 , 可得

Qj+1 = g(Qj) ≤ g(Qj+1) = Qj+2 (35)

Qj+1 ≤M(K∗, Qj) + (K∗)TRK∗+

(C − SK∗)TQ(C − SK∗) (36)

Ā− B̄K∗

{Qj}∞j=0

limj→∞Qj = P ∗ {Rj}∞j = 0

R0 ≥ P ∗ R0 ≥ P0

根据上式可知, 由于   的特征值都在

单位圆内, 序列  是单调递增且存在上界, 即

.  之后考虑序列  ,  其中

 且 , 可得

Rj+1 = g(Rj) ≥ g(P ∗) = P ∗ (37)

Rj+1 − P ∗ ≤M(K∗, Rj − P ∗) (38)

{Rj}∞j=0

limj→∞Rj = P ∗
同理可知, 序列  是单调递减且存在下

界, 即 . 综上所述, 可得

P ∗ = lim
j→∞

Qj ≤ lim
j→∞

Pj ≤ lim
j→∞

Rj = P ∗ (39)

limj→∞Pj = P ∗

limj→∞Kj = K∗
根据夹逼定理, 可得 , 进而可得

.  □

γ = 1

(A, B) γ > 1 (A, B)

γ < γ̄ 1/γ̄(
Ā, B̄

)

注 2. 在传统的基于输出调节原理的输出调节

方法中,  , 对应的 Riccati方程 (28)可解条件

为  是可镇定的. 当  且  是可镇定

时, 选择 , 其中  大于 A 的最大不可控稳定

特征值, 可以保证  是可镇定的.

Ā− B̄K0 A−BK0

1/γ

注 3. 对于基于策略迭代的算法[24−25, 38], 其初始

控制律 K0要求矩阵  是稳定的, 即 

的特征值在以原点为圆心, 半径为  的圆内, 当
矩阵 A, B 已知时, 选择满足该条件的初始控制律

K0 是很容易的, 然而, 当矩阵 A、B 未知时, 初始控

制律的选择则更加严格. 因此, 本文使用基于值迭

代的算法, 该算法的初始控制律 K0 可以是任意的,

同时该算法不用重复求解 Lyapunov函数[24−25, 38].
以上为基于模型的问题求解方法, 该求解方法

将会为下一节中自适应控制器设计提供指导. 

2.2    基于状态反馈与强化学习的自适应最优输出

调节器

x̄i(k) = x̂i(k)−Xiŵ(k) x̂(k) = γkx(k) ŵ(k) =

γkw(k)

本小节利用第 2.1节给出的最优输出调节器的

求解形式, 设计利用在线数据的基于状态反馈与强

化学习的自适应最优输出调节器, 首先定义新状态

, 其中 ,  

, 基于该状态, 可得

x̄i(k + 1) = Āx̄i(k) + B̄û(k)+

γ(D − Ω(Xi))ŵ(k) (40)

基于以上动态方程, 可得

x̄T
i (k + 1)Pj x̄i(k + 1) =

x̄T
i (k)Ā

TPjĀx̄i(k) + ûT(k)B̄TPjB̄û(k)+

γ2ŵT(k)(D − Ω(Xi))
TPj(D − Ω(Xi))ŵ(k)+

2x̄T
i (k)Ā

TPjB̄û(k)+

2γûT(k)B̄TPj(D − Ω(Xi))ŵ(k)+

2γx̄T
i (k)Ā

TPj(D − Ω(Xi))ŵ(k) (41)

通过定义

L1j = ĀTPjĀ, L2j = B̄TPjB̄, L3j = ĀTPjB̄

L4ij = ĀTPj(D − Ω(Xi)), L5ij = B̄TPj(D − Ω(Xi))

L6ij = (D − Ω(Xi))
TPj(D − Ω(Xi))

φi
j(k) =


γ−2kx̄T

i (k + 1)Pj x̄i(k + 1)

γ−2k−2x̄T
i (k + 2)Pj x̄i(k + 2)

...
γ−2k−2sx̄T

i (k + 1 + s)Pj x̄i(k + 1 + s)



ψi
j(k) =


Φ01 Φ02 · · · Φ06

Φ11 Φ12 · · · Φ16

...
...

. . .
...

Φs1 Φs2 · · · Φs6


其中

Φl1 = γ−2k−2lvecv(x̄i(k + l))

Φl2 = vecv(u(k + l))

Φl3 = 2γ−k−luT(k + l)⊗ x̄T
i (k + l)

Φl4 = 2γ−k−l+1wT(k + l)⊗ x̄T
i (k + l)

Φl5 = 2γwT(k + l)⊗ uT(k + l)

Φl6 = γ2vecv(w(k + l))
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可将式 (41)转化为如下方程组

ψi
j(k)[vecs(L1j); vecs(L2j); vec(L3j);

vec(L4ij); vec(L5ij); vecs(L6ij)] = φi
j(k) (42)

当在线数据满足一定要求时, 上述方程组可由

最小二乘方法求解. 如下引理给出了方程组 (42)具
有唯一解的条件.

引理 2. 方程组 (42)可解并具有唯一解, 当且

仅当

rank(ψi
j(k)) =

1

2
(nx + nu + nw)(nx + nu + nw + 1)

当引理 2成立时, 方程组可以由下式求解, 为

[vecs(L1j); vecs(L2j); vec(L3j); vec(L4ij);

vec(L5ij); vecs(L6ij)] =

(ψiT
j (k)ψi

j(k))
−1
ψiT
j (k)φi

j(k) (43)

同时考虑式 (30)与式 (31)可得

Pj+1 = L1j − (L3j + CTQS)(R+ L2j + STQS)−1·

(LT
3j + STQC) + CTQC (44)

Pj+1 φi
j(k)

φi
j+1(k)

{Pj}∞j = 0

{Kj}∞j=0

计算得到   后 ,  将其代入   更新得到

, 继而可以更新方程 (43), 重复以上步骤

可以得到序列   直至收敛 ,  对应的序列

 为

Kj = (R+ L2j + STQS)−1(LT
3j + STQC) (45)

Kj以上为反馈控制增益  的在线计算过程, 该
部分将介绍如何在线求解输出调节方程 (7) ~ (8)
的解 X 和 U, 基于式 (17)可得

ĀTPjΩ(X1, U1) +

m+1∑
i = 2

αiĀ
TPjΩ(Xi, Ui) =

ĀTPjΩ(X1)− γ−1ĀTPjB̄U1+

m+1∑
i = 2

αiĀ
TPjΩ(Xi)−

m+1∑
i = 2

αiγ
−1ĀTPjB̄Ui =

L40j − L41j − γ−1L3jU1+

m+1∑
i = 2

αi

(
L40j − L4ij − γ−1L3jUi

)
=

ĀTPjD = L40j
(46)

利用上式, 可将输出调节方程 (7) ~ (8)写为

Λjχ = ξj (47)

其中

Λj =

[ vec(L40j − L42j − γ−1L3jU2) · · ·

vec
([
XT

2 , U
T
2

]T) · · ·

vec(L40j − L4(m+1)j − γ−1L3jUm+1) 0

vec
([
XT

m+1, U
T
m+1

]T) −I

]

ξj =

[ vec(L41j + γ−1L3jU1)

−vec
([
XT

1 , U
T
1

]T) ]

利用矩阵行变换, 可以将式 (47)重写为类似式 (19)
的形式, 进而可以利用式 (20)进行求解得到输出调

节方程 (7) ~ (8)的解 X 和 U, 最后利用式 (29)得
到前馈增益. 至此, 基于状态反馈与强化学习的自

适应最优输出调节算法如下.
算法 2. 基于状态反馈与强化学习的自适应最

优输出调节算法

ε > 0 Xi ∈ Rnx×nw

Ui ∈ Rnu×nw j ← 0 i← 0

初始化: 选择任意的初始控制律 K0, 终止条件

常数 , 半正定矩阵 P0, 矩阵序列 

与 ,  ,  ;

[k, k + s]

u(k) = −K0x(k) + n(k) n(k)

最优反馈控制律在线计算: 利用如下迭代算法

计算最优反馈增益, 在区间  利用控制输入

为 , 其中  为控制输入中

添加的探测噪声, s 为使得引理 2满足的数;
L1j L2j L3j L4ij

L5ij L6ij

1) 利用式 (43) 计算得到 ,  ,  ,  ,
,  ;
2) 利用式 (44)计算 Pj +1;

∥Pj+1 − Pj∥ < ε

Kj

j ← j + 1

3) 判断  是否成立, 如果成立则

停止迭代, 并利用式 (45)计算得到 , 反之重复上

述两步, 并令 ;
i← i+ 1

L4ij i = m+ 1

前馈增益在线计算: 令 , 重复计算得

到所有   直到  , 进而利用式 (24) 进行

求解得到输出调节方程 (7) ~ (8)的解 X 和 U, 最
后利用式 (29)得到前馈增益.

(ψiT
j (k)ψi

j(k))
−1ψiT

j (k)注 4. 值得注意的是,   中

仅含有过程数据, 因此, 该值在迭代过程中对于固

定 i 仅需要计算 1次, 相较于基于策略迭代的方法,
本文方法虽然迭代步数多, 但每一步所需要的计算

量却小一些.
{Kj}∞j=0 {Kj}∞j=0

Kj Pj

注 5. 对于序列 , 由于  并不参

与过程迭代,   仅需要在  收敛后计算 1次. 因
此, 在该算法过程中 u(k)并不需要进行在线更新,
因此该方法是一类离线策略, 相较于在线策略, 该
方法可以保证计算结果是无偏的[39−40].

n(k)注 6. 探测噪声  的加入是为了使得引理 2
的条件满足, 达到充分激励的效果. 通常选择为白

噪声或者正弦函数等. 
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3    基于输出反馈的自适应最优输出调

节器设计

本节在被控对象 (1) ~ (2)中矩阵 A、B、D、S、
E、C 与 F 未知、在 lU 已知的情况下,设计基于输出

反馈的最优自适应输出调节器, 首先利用历史的输

入输出数据设计重构状态[29−30, 41], 之后设计基于值

迭代的输出反馈自适应最优输出调节器. 

3.1    状态重构

定义

Â =

[
Ā γD

0 γE

]
, B̂ =

[
B̄

0

]

Ĉ =
[
C F

]
, z(k) =

[
x̂(k)

ŵ(k)

]

可得

z(k + 1) = Âz(k) + B̂û(k) (48)

ē(k) = Ĉz(k) + Sû(k) (49)

利用上式, 可得

z(k) = Ânx+nwz(k − nx − nw)+[
B̂ ÂB̂ · · · Ânx+nw−1B̂

]
·

û(k − 1)

û(k − 2)

...
û(k − nx − nw)

 :=

Ânx+nwz(k − nx − nw) + Uu
¯̂u(k) (50)

ē(k) = ĈÂnx+nwz(k − nx − nw)+

ĈUu
¯̂u(k) + Sû(k) (51)

[k − 1, k − nx − nw] ē(k)基于上式, 考虑  的输出 ,
可得

ê(k) =


ē(k − 1)

ē(k − 2)

...
ē(k − nx − nw)

 =


ĈÂnx+nw−1

...
ĈÂ

Ĉ

 z(k − nx − nw)+


S ĈB̂ ĈÂB̂ · · · ĈÂnx+nw−2B̂

0 S ĈB̂ · · · ĈÂnx+nw−3B̂

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · S

 ¯̂u(k) :=

M̄xz(k − nx − nw) + M̄u
¯̂u(k) (52)

rank(M̄x) = nx + nw

M̄T
xM̄x M̄+

x = (M̄T
xM̄x)

−1M̄T
x

由假设 4 可知 ,    ,  则有

 是可逆的, 通过定义  ,

可得

z(k) = Ânx+nwz(k − nx − nw) + Uu
¯̂u(k) =

Ânx+nwM̄+
x ê(k)+

(Uu − Ânx+nwM̄+
x M̄u)¯̂u(k) (53)

定义

M̄=
[
I−X

] [
Ânx+nwM̄+

x Uu − Ânx+nwM̄+
x M̄u

]
:=

[
I−X

] [ M̄1

M̄2

]

z̄(k) =

[
ê(k)
¯̂u(k)

]

可得

z(k) =

[
M̄1

M̄2

]
z̄(k) (54)

x̄(k) = (M̄1 −XM̄2)z̄(k) := M̄ z̄(k) (55)
 

3.2    基于输出反馈与强化学习的自适应最优输出

调节器

由式 (29) 可知,最优输出调节问题可由如下控

制输入求解

û(k) = −K∗x̄(k) + Uŵ(k) =

− (K∗M̄ − UM̄2)z̄(k) :=

− K̄∗z̄(k) (56)

式 (28)Riccati方程变为

M̄TPM̄ = M̄TCTQCM̄ + M̄TĀTPĀM̄−

M̄T(ĀTPB̄ + CTQS)·

(R+ B̄TPB̄ + STQS)−1·

(B̄TPĀ+ STQC)M̄ (57)

上式的 Riccati 方程难以直接求解, 基于式

(55)与动态方程

x̄(k + 1) = Āx̄(k) + B̄û(k)− B̄Uŵ(k) (58)

可得
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x̄T(k + 1)Pj x̄(k + 1) + ēT(k)Qē(k)+

(û(k)− Uŵ(k))TR(û(k)− Uŵ(k)) =
z̄T(k)(M̄TĀTPjĀM̄ + M̄TCTQCM̄−

M̄TĀTPjB̄UM̄2 − M̄T
2U

TB̄TPjĀM̄−

M̄TCTQSUM̄2 − M̄T
2U

TSTQCM̄+

M̄T
2U

T(B̄TPjB̄ +R+ STQS)UM̄2)z̄(k)+

ûT(k)(B̄TPjB̄ +R+ STQS)û(k)+

2z̄T(k)(M̄TĀTPjB̄ + M̄TCTQS−

M̄T
2U

T(B̄TPjB̄ +R+ STQS))û(k) (59)

通过定义

L̄1j = M̄TĀTPjĀM̄ + M̄TCTQCM̄−

M̄TĀTPjB̄UM̄2 − M̄T
2U

TB̄TPjĀM̄−

M̄TCTQSUM̄2 − M̄T
2U

TSTQCM̄+

M̄T
2U

T(B̄TPjB̄ +R+ STQS)UM̄2

L̄2j = B̄TPjB̄ +R+ STQS

L̄3j = M̄TĀTPjB̄ + M̄TCTQS−

M̄T
2U

T(B̄TPjB̄ +R+ STQS)

φ̄j(k) = [f(k), f(k + 1), · · · , f(k + s)]
T

ψ̄j(k) =


Φ̄01 Φ̄02 Φ̄03

Φ̄11 Φ̄12 Φ̄13

...
...

...
Φ̄s1 Φ̄s2 Φ̄s3


其中

f(k) = γ−2kz̄T(k + 1)M̄TPjM̄ z̄(k + 1)+

γ−2kēT(k)Qē(k)+

γ−2k(û(k)− Uŵ(k))TR(û(k)− Uŵ(k))
Φ̄l1 = γ−2k−2lvecv(z(k + l))

Φ̄l2 = vecv(u(k + l))

Φ̄l3 = 2γ−k−luT(k + l)⊗ zT(k + l)

可将式 (59)转化为如下方程组

ψ̄j(k)[vecs(L̄1j); vecs(L̄2j); vec(L̄3j)] = φ̄j(k) (60)

当在线数据满足一定要求时, 上述方程组可由

最小二乘方法求解. 如下引理给出了方程组 (60)具
有唯一解的条件.

引理 3. 方程组 (60)可解并具有唯一解, 当且

仅当

rank(ψ̄j(k)) =
1

2
((ny + nu)(nx + nw) + nu)×

((ny + nu)(nx + nw) + nu + 1)

当引理 3 成立时, 方程组 (60) 可以由下式求

解, 为

[vecs(L̄1j); vecs(L̄2j); vec(L̄3j)] =

(ψ̄T
j (k)ψ̄j(k))

−1
ψ̄T
j (k)φ̄j(k) (61)

定义

P̄j+1 = M̄TPj+1M̄ (62)

则 Riccati方程 (57)可由如下迭代公式求解

P̄j+1 = L̄1j − L̄3jL̄
−1
2j L̄

T
3j (63)

P̄j+1 φ̄j(k)

φ̄j+1(k)

{P̄j}∞j=0 {K̄j}∞j=0

计算得到   后 ,  将其代入   更新得到

, 继而可以更新方程 (60), 重复以上步骤可以

得到序列  直至收敛, 对应的序列  为

K̄j = KjM̄ − UM̄2 = L̄−1
2j L

T
3j (64)

至此, 基于输出反馈与强化学习的自适应最优

输出调节算法如下.
算法 3. 基于输出反馈与强化学习的自适应最

优输出调节算法

K̄0

ε > 0 P̄0 j ← 0

初始化: 选择任意的初始控制律 , 终止条件

常数 , 半正定矩阵 ,  ;

[k, k + s]

û(k) = −K̄0z̄(k) + n(k) n(k)

最优输出调节律在线计算: 利用如下迭代算法

计算最优反馈增益, 在区间  利用控制输入

为 , 其中  为控制输入中

添加的探测噪声, s 为使得引理 3满足的数;
L̄1j L̄2j L̄3j1) 利用式 (60)计算得到 ,  ,  ;

P̄j+12) 利用式 (44)计算 ;∥∥P̄j+1 − P̄j

∥∥ < ε

K̄j

j ← j + 1

3) 判断   是否成立, 如果成立

则停止迭代, 并利用式 (64)计算得到 ,反之则重

复上述两步, 并令:  .

(ψ̄T
j (k)ψ̄j(k))

−1ψ̄T
j (k)

K̄j M̄TPj+1M̄

注 7. 算法 3与算法 2具有类似的特性, 其中

 在迭代过程中仅需要计算一

次.   仅需要在  收敛后计算一次. 该方

法同样是一类 off-policy方法,可以保证计算结果是

无偏的.

BTB STS

(B̄TPjB̄ + STQS)

φ̄j(k) (û(i)−
Uŵ(i))TR(û(i)− Uŵ(i)), i = k, k + 1, · · · , k + s

注 8. 本小节假设 U 是已知的, 该假设只需要

在学习最优输出调节律时成立.当  或  为非

奇异矩阵时,   是可逆的, 该情况下

如果注 1满足, 可将 R 设置为 0, 则  中的 

     变

为 0, 避免了 U 已知的要求. 

4    算法收敛性与闭环稳定性分析

本节进行所设计的状态反馈与输出反馈自适应

最优输出调节算法的收敛性分析与基于所设计的最

优输出调节器的闭环系统稳定性分析, 如下两个定

理分别给出了收敛性结论与稳定性结论.
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{Pj}∞j=0 {Kj}∞j=0

limj→∞Pj = P ∗ limj→∞Kj =

K∗

{P̄j}∞j=0 {K̄j}∞j=0

limj→∞P̄j = M̄TP ∗M̄ limj→∞K̄j =

K∗M̄ − UM̄2

定理 1. 当假设 1 ~ 3成立, 引理 2中条件满足时,
由算法 2所得到的序列  与  最终会

收敛至其最优值, 即 ,  
. 另外, 当假设 1 ~ 4成立, 引理 3中条件满足时, 由

算法 3所得到的序列  与  最终会收敛

至其最优值, 即 ,  
.

limj→∞Pj = P ∗ limj→∞Kj = K∗

limj→∞ P̄j = M̄T P ∗ M̄ limj→∞K̄j=

K∗M̄ − UM̄2

证明. 当引理 2条件满足时,式 (43)具有唯一

解. 因此, 式 (43)等价于算法 1中的式 (30)和 式
(45)等价于算法 1中的式 (31), 这表明算法 2的收

敛性等价于算法 1 的收敛性 .  基于引理 1 ,
,   得证. 对于算法 3,

当引理 3条件满足时, 式 (63)等价于算法 1中的

式 (30)和式 (64)等价于算法 1中的式 (31), 基于

引理 1, 可得  ,   
.

Kj K̄j

γ−k

定理 2. 考虑受扰动的线性离散系统 (1) ~ (2),
外部系统 (3) ~ (4), 当假设 1 ~ 4成立时, 由算法 2
和算法 3所得到的  与  将使得闭环系统是渐近

稳定的, 且跟踪误差 e(k)的收敛速率快于 .

Kj K̄j

证明. 基于定理 1的结论, 由算法 2与算法 3
所得到的  与  所控制的闭环对象为

x̄(k + 1) = (Ā− B̄K∗)x̄(k) (65)

ē(k) = Cx̄(k) (66)

K∗

Ā− B̄K∗ limk→∞ē(k) =

limk→∞γ
ke(k) = 0

Kj K̄j

γ−k

由于   是利用 Riccati 方程 (28) 求解得到,
因此   是 Schur 的, 所以有  

, 由此可得所计算的反馈控制增

益  与  解决了问题 1, 使得跟踪误差 e(k)的收

敛速率快于 . 

5    仿真实验

本节进行所提算法的仿真实验研究, 首先介绍

仿真实验对象与实验参数, 之后分别进行基于状态

反馈的仿真实验与基于输出反馈的仿真实验. 

5.1    仿真实验对象与实验参数

考虑如下受扰动的线性离散时间系统

x(k + 1) =

[
0 1

−1 −3

]
x(k) +

[
0

0.6

]
u(k) + w(k)

y(k) =
[
1 0

]
x(k) + u(k)

对应的外部系统与参考信号为

w(k + 1) =

[
cos(0.2) sin(0.2)
− sin(0.2) cos(0.2)

]
w(k)

yd(k) =
[
1 0

]
w(k)

Q = R = 1

M = I γ = 1.2

问题 1中的矩阵参数选择为 , 问题 2
中的矩阵参数选择为 , 收敛速率 , 利
用式 (9)求解输出调节方程 (7)~(8)的解 X 和 U 为

X =

[
0.8506 0.066

−0.1795 0.2337

]
, U =

[
0.1494 −0.066

]
K̄∗则最优的 P*, K*, L*与  分别为

P ∗ =

[
8.8818 16.1083

16.1083 32.1106

]
K∗ =

[
−1.4343 −3.7173

]
L∗ =

[
−0.4032 −1.0293

]
K̄∗ =

[
−15.8383 31.2417 −6.3175 −10.985

13.1619 −22.8457 −6.3697 17.5763
]

 

5.2    基于状态反馈的仿真实验

K0 = [−1 −3]T

ε = 0.001

本小节进行基于状态反馈的仿真实验, 仿真实

验中, 初始控制律  , 终止条件常数

, 半正定矩阵 P0=0, 矩阵序列[
X0

U0

]
=

 0 0

0 0

0 0

 , [ X1

U1

]
=

 1 0

0 0

0 0

 ,
[
X2

U2

]
=

 −
√
2 0

0 0
√
2 0

 , [ X3

U3

]
=

 0 1

−
√
2 2

0 −1

 ,
[
X4

U4

]
=

 0 0

0 1

0 0

 , [ X5

U5

]
=

 0 −1
−
√
2 2

0 1

 .
n(k)

x(1) = [1 2]
T

w(1) = [2 1]
T

探测噪声  为白噪声, 被控对象的初始状态

为  与 . 由引理 2可知, 求
解公式 (42)至少需要 15组数据, 故 s 需大于 14,
仿真实验中选择 s = 17.

∥Pj − P ∗∥ ∥Kj −K∗∥

γ−ke(k0)

γ−k

仿真结果如图 1 ~ 3所示, 图 1表示基于状态

反馈的输出 y(k)与参考信号 yd(k)的轨迹, 由该图

可知本文所提方法能够在系统矩阵 A, B, D, E 未

知时实现自适应输出调节, 图 2表示基于状态反馈

的  与  的误差轨迹, 由图可知经

过 13步迭代算法收敛, 图 3表示基于状态反馈的

误差 e(k)与  的对比曲线, 实验结果表明所

设计的控制器能够使得跟踪误差收敛快于 . 

5.3    基于输出反馈的仿真实验

本小节进行基于状态反馈的仿真实验, 仿真实

验中, 初始控制律
K̄0 =

[
−13.5899 24.4082 −4.4063 −8.4499
11.4299 −17.4962 −5.6248 13.5199

]
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ε = 80

n(k) x(1) =

[1 2]
T

w(1) = [2 1]
T

终止条件常数 , 半正定矩阵 P0 = 0, 探
测噪声  为白噪声, 被控对象的初始状态为 

 与 . 由引理 3可知, 求解式 (60)

至少需要 45组数据, 故 s 需大于 44, 仿真实验中选

择 s = 64.

∥P j − P
∗∥ ∥Kj −K

∗∥

γ−ke(k0)

γ−k

仿真结果如图 4 ~ 6所示, 图 4表示基于 s输
出反馈的输出 y(k)与参考信号 yd(k)的轨迹, 由该

图可知本文所提方法能够实现自适应输出调节, 图 5
表示基于输出反馈的  与  的误

差轨迹 ,  图 6 表示基于输出反馈的误差 e(k) 与
 的对比曲线, 实验结果表明所设计的控制

器能够使得跟踪误差收敛快于 .
 

5.4    对比仿真实验

本小节进行对比仿真实验, 其中对比方法选用

 

0 20 40 60 80 100
−10

−5

0

5

10

仿真步数

yd(k)
y(k)

 

图 1    基于状态反馈的输出 y(k)与参考信号 yd(k)轨迹

Fig. 1    Trajectories of the output y(k) and the reference
signal yd(k) via state feedback

 

 

0 5 10 15
0

50

迭代次数

迭代次数

0 5 10 15
0

5
||Kj−K *||

||Pj−P*||

 

∥Pj − P ∗∥ ∥Kj −K∗∥图 2    基于状态反馈的  与 
误差轨迹

∥Pj − P ∗∥
∥Kj −K∗∥

Fig. 2    Trajectory of the error between    and
  via state feedback

 

 

20 30 40 50 60
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

仿真步数

e(k)
γ−k e(k0)

 

γ−ke(k0)图 3    基于状态反馈的误差 e(k)与  对比曲线

γ−ke(k0)Fig. 3    Comparison curve of e(k) and    via state
feedback
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图 4    基于输出反馈的输出 y(k)与参考信号 yd(k)轨迹

Fig. 4    Trajectories of the output y(k) and the reference
signal yd(k) via output feedback
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0

5 000

1 2 3 4 5 6 7
0

50

迭代次数

迭代次数

||Pj−P*||

||Kj−K *||

 

∥P j − P
∗∥ ∥Kj −K

∗∥图 5    基于输出反馈的  与 

误差轨迹

∥P j − P
∗∥

∥Kj −K
∗∥

Fig. 5    Trajectory of the error between    and
  via output feedback
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Q = 1

R = 30 γ = 3

γ−k

γ−k

文献 [24 ] 方法 ,  对比实验的参数选择为  ,
, 收敛速率 . 由于文献 [24]中的方法无

法求解输出调节方程 (7) ~ (8)的解 X 和 U, 对比

实验中求解 X 和 U 均使用本文的方法. 对比方法

中的初始控制策略为稳定的. 对比仿真结果如图 7
表示, 实验结果表明, 与对比方法相比, 在相同的权

重矩阵参数下, 本文所设计的控制器使得跟踪误差

收敛快于 , 而对比方法计算得到的控制器使得

跟踪误差收敛慢于 .
  

20 25 30 35 40

20 25 30 35 40

0

2

4

6

仿真步数

本
文
方
法

0

0.1

0.2

0.3

0.4

仿真步数

对
比
方
法

e(k)
γ−k e(k0)

e(k)
γ−k e(k0)

(a) 基于本文方法的误差曲线 e(k) 

(a) Error curve e(k) via the developed approach
in this paper

(b) Error curve e(k) via the  approach in [24]

(b) 基于文献[24]方法的误差曲线 e(k) 

 

图 7   对比仿真结果

Fig. 7    Comparison of simulation results
  

6    结束语

本文针对具有未知动态与收敛速率要求的受扰

离散线性系统的输出调节问题, 提出了基于状态反

馈与输出反馈的自适应最优输出调节算法, 该算法

不需要稳定的初始控制律与部分模型知识, 利用在

线算法求解得到最优的输出调节器, 同时还能够保

证跟踪误差的收敛速率满足预先给定的要求. 本文

的后续工作将着重于研究基于动态反馈的输出调节

算法, 以克服对部分模型知识的要求.
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