
 

 

电熔镁砂熔炼过程电极电流饱和约束一步最优控制
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摘    要   电熔镁砂熔炼过程通过电极电流熔化物料, 采用埋弧方式, 边熔化边加料, 其被控对象是以转动方向与频率为输

入, 以电极电流为输出的三相电机. 本文通过引入中间变量并转化控制目标, 将电熔镁砂熔炼过程三相电极电流的复杂非线

性控制问题简化为线性控制问题, 提出了一种简化的电极电流饱和约束一步最优控制方法, 并通过引入拉格朗日乘子向量

和松弛向量验证了该方法的最优性. 理论分析和仿真对比实验结果表明本文所提简化控制方法的有效性和优越性. 此外, 当
考虑电熔镁砂熔炼过程中存在的不可测外部干扰时, 在上述简化的电极电流饱和约束算法的基础上设计了高阶干扰观测

器, 理论分析和仿真结果验证了具有高阶干扰观测器的简化算法的优越性.
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Saturation Constraint One-step Optimal Control of Electrode Current for

the Fused Magnesia Smelting Process
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Abstract   The fused magnesia smelting process melts the material through the electrode current, and uses the sub-
merged arc method to feed the material while melting. The controlled object is a three-phase motor with the rota-
tion direction and frequency as the inputs and the electrode current as the outputs. In this paper, by introducing an
intermediate variable and transforming the control objective, the complex nonlinear control problem of the three-
phase electrode current for the fused magnesia smelting process is simplified into a linear control problem, and a
saturation constraint one-step optimal controller is proposed. The optimality of the method is verified by introdu-
cing Lagrangian multiplier vectors and relaxation vectors. Theoretical analysis and simulation results show the ef-
fectiveness and superiority of the simplified control method. Furthermore, when unmeasurable external disturb-
ances are considered in the fused magnesia smelting process, a high-order disturbance observer is designed on the
basis of the simplified electrode current saturation constraint algorithm. Theoretical analysis and simulation results
verify the superiority of the simplified algorithm with the high-order disturbance observer.
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电熔镁砂熔炼过程如图 1所示, 首先, 将菱镁

矿石运送至原矿仓, 然后, 经电振给料机将菱镁矿

石加入电熔镁炉中, 通过供电系统供电, 使 A、B和

C三相电极末端产生电弧, 菱镁矿石吸收电弧放出

的热量融化, 形成熔池. 电流控制系统通过产生电

流以控制电机, 使三相电极上下移动, 进而使三相

电极电流跟踪其设定值, 随着菱镁矿石的不断加入

以及不断融化, 熔池液面的高度不断上升, 当熔池

的上表面达到炉口时, 熔炼过程结束. 最后, 使用工

具车将电熔镁炉的炉体脱离熔炼工位, 进行冷却和

处理, 从而获得电熔镁砂产品[1].
电熔镁砂熔炼过程以三相电机转动方向与频率

为输入, 以三相电极电流为输出, 采用埋弧方式, 即
将三相电极埋入原矿中, 边熔化边加料, 具有工艺

机理复杂、关键参数不能测量、受原料成分和生产

条件等不确定因素干扰、熔炼过程动态变化等综合

复杂性. 针对电熔镁砂熔炼过程, 文献 [1]根据能量

守恒定律, 建立了电极电流动态模型.
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该模型是一类具有未知参数的仿射型离散时间

非线性模型, 针对该类模型, 从上个世纪 90年代开

始, 随着神经网络和模糊逻辑等智能工具的引入,
很多学者开展了相关控制方法的研究. 文献 [2−3]
为最早将多层神经网络和模糊逻辑引入到离散时间

非线性仿射系统控制问题的文献. 在此基础上, 文
献 [4] 基于一定的假设条件, 提出了新的多层神经

网络自适应控制方法, 并给出了收敛性结果; 文
献 [5−6]提出了基于神经网络与自适应动态规划的

近似最优控制方法; 文献 [7]提出了基于单层神经

网络的有限水平单网络自适应控制方法; 文献 [8]
提出了基于神经网络的有限时间最优控制方法; 文
献 [9] 提出了一种新颖的非策略交错式 Q 学习算

法, 并证明了收敛性; 文献 [10−11]提出了基于神经

网络的容错控制方法;文献 [12−13]提出了自适应模

糊控制方法; 文献 [14]利用两种模糊规则仿真网络

建立系统动态模型, 提出了一种自适应控制方法;
文献 [15]利用直接补偿法, 提出了一种多开关自适

应线性化模糊控制算法, 用于延迟非严格反馈系统,
等等. 上述基于神经网络和模糊逻辑的非线性控制

方法, 算法复杂, 很难在电熔镁炉等复杂的工业过

程中进行实际应用. 为了实现电熔镁炉的自动控制,
文献 [1]设计了带输出补偿的 PID控制方法. 该方

法根据电熔镁砂熔炼过程电极电流对象模型, 首先

将其在平衡点附近线性化, 得到由线性模型和未知

高阶非线性项组成的控制器设计模型, 然后根据该

控制器设计模型设计带输出补偿的 PID控制器, 最
后用一步最优前馈控制律和一步最优调节律设计控

制器参数. 由于没有考虑实际电机转动频率的约束,
并且控制器设计模型和对象模型之间具有较大的误

差, 使得电流跟踪其设定值的误差较大.
本文通过引入中间变量并转化控制目标, 将电

熔镁砂熔炼过程三相电极电流的复杂非线性控制问

题简化为线性控制问题, 提出了一种简化的电极电

流饱和约束一步最优控制方法. “一步最优控制”与
“一步预报”相对应, 基于 “一步预报”的控制即为

“一步最优控制”[16]. 经典的一步最优控制算法不能

应用于具有饱和约束并且存在外部干扰的实际非线

性过程. 本文通过引入拉格朗日乘子向量和松弛向

量验证了该方法的最优性. 此外, 当考虑电熔镁砂

熔炼过程中存在的不可测外部干扰时, 在上述简化

的电极电流饱和约束算法的基础上设计了高阶干扰

观测器, 提出了具有高阶干扰观测器的简化算法.
本文的主要创新点如下:
1) 针对电熔镁砂熔炼过程三相电极电流的复

杂非线性控制问题, 通过引入中间变量并转化控制

目标, 将其转化为线性控制问题;
2) 通过引入拉格朗日乘子向量和松弛向量, 提

出了一种简化的电极电流饱和约束一步最优控制方

法, 解决了电熔镁砂熔炼过程中电极电流的饱和约

束控制问题;
3) 设计高阶干扰观测器, 提出了基于高阶干扰

观测器的饱和约束一步最优控制方法, 解决了电熔

镁砂熔炼过程中存在不可测干扰的电极电流饱和约

束控制问题. 

1    控制问题描述及控制目标转化

针对电熔镁砂熔炼过程, 文献 [1]根据能量守

恒定律, 建立了如下电极电流动态模型:

ẏi(t) =

√
3

π
Fi(·)y2i (t)− 2

√
3Qi(·)ui(t)y

2
i (t) (1)

i = 1, 2, 3

ui(t) i yi(t)

i Fi(·)=

[
f1(·)
r2iarc

− f2(·)
2h2

ipool(·)

]
ḣipool(·)

U

Qi(·) =
f1(·)(1− s)rd

Ur2iarcp

其中,   分别表示 A, B, C三相电极, 输入

变量  为第   相电机转动方向与频率, 输出变量 

为第  相电极电流,  

和  为非线性时变函数, 涉及的

参数和函数的物理意义如表 1所示.

Fi(·) Qi(·)
∆yi(k)

采用欧拉法对模型 (1) 进行离散化 [ 1 7 ], 由于

 和   随时间变化缓慢, 因此可假设其为常

数, 由此产生的建模误差由电流的变化率  来

补偿, 故式 (1)的离散化模型可表示为式 (2)[1]:

yi(k + 1) = yi(k) + σt

√
3

π
Fiy

2
i (k)− σt×

2
√
3Qiui (k) y

2
i (k) + ∆yi (k) (2)

σt = 1 s ∆ = 1− z−1 z−1其中,   为采样时间,   ,  为单

位后移算子.
电熔镁砂熔炼过程中电极电流动态模型的输入

 

电流控制
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电流设定值 电机

电弧
熔池

电熔镁炉
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电振给料机
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图 1    电熔镁砂熔炼过程

Fig. 1    Fused magnesia smelting process
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ui(k)

y∗i (k)

|ui(k)| ≤ m m > 0

变量  , 即三相电机转动方向和频率在实际运

行过程中会受到执行器的饱和约束. 本文的目标为

针对电熔镁砂熔炼过程电极电流动态模型 (2), 设
计饱和约束一步最优控制器, 使得电极电流跟踪其

设定值   , 并且控制器输出满足饱和约束, 即
 , 其中  为电机转动方向与频率的

上界, 并且已知. 不失一般性, 首先针对式 (2), 做如

下假设:
yi(k) ̸= 0.假设 1. 系统输出电极电流 

y2i (k)

式 (2)为仿射型非线性模型, 通过观察, 我们发

现将式 (2)等号左右两边同时除以  , 经过整理

可以得到: [
1− 2z−1 + z−2

] yi(k + 1)

y2i (k)
=

− 2
√
3×Qiui(k) +

√
3

π
Fi (3)

xi(k + 1) =
yi(k + 1)

y2i (k)
A(z−1) = 1− 2z−1 + z−2

ai =

√
3

π
Fi bi = −2

√
3Qi

令  ,   ,

 ,   , 则式 (3)可以简化为:

A(z−1)xi(k + 1) = biui(k) + ai (4)

limk→∞ |xi(k)− 1/y∗i (k)| → 0

limk→∞ |yi(k)− y∗i (k)| → 0

xi(k)

1/y∗i (k)

|ui| ≤ m

不难验证, 当   时,
 . 因此本文的控制目标

可以转化为: 针对模型 (4), 设计控制器使得 

跟踪其设定值  , 并且控制器输出满足饱和

约束, 即  .
 

2    饱和约束一步最优控制

ai

针对式 (4), 为了实现系统输出渐近跟踪其设

定值, 尽可能降低控制输入幅值, 使其满足饱和约

束, 同时消除  对系统输出的影响, 现引入一步超

前最优性能指标:

J = |P (z−1)xi(k + 1)−R(z−1)
1

y∗i (k)
+

Q(z−1)ui(k) + S(z−1)ai|2 (5)

P (z−1) R(z−1) Q(z−1) S(z−1)

P (z−1) Q(z−1)

R(z−1)

S(z−1) ai

Q(z−1) = Q0 + z−1Q̄(z−1)

Q̄(z−1) = Q1 +Q2z
−1 + · · ·

其中,   、  、  和  为加权多

项式.   和  的选择保证了闭环系统在

输入饱和约束下的稳定性, 通过选择  来消除

跟踪误差, 通过选择  实现对  的静态补偿.
为了表述方便, 我们令   ,

其中  . 求解饱和约束一

步最优控制律, 就是求解如下带不等式约束的条件

极值问题:

J∗ = min
|ui(k)|≤m

J (6)

α ≥ 0 β ≥ 0 µ v

采用拉格朗日松弛法, 通过引入拉格朗日乘子

参数  和  以及松弛参数  和  , 将条件极

值问题转化为如下不带约束的极值问题:

J∗ = min
ui(k),α,β,µ,v

J ′ (7)

J ′=J+α[ui(k)−m+ µ2]+β[−ui(k)−m+ v2]其中,   .
定理 1. 饱和约束一步最优控制律为:

ui(k) = u′
i(k)−

α− β

2D2
(8)

D = Fbi +Q0 u′
i(k)其中,   ,   通过下式计算:

Du′
i (k) = R

(
z−1

) 1

y∗i (k)
− Q̄(z−1)ui (k − 1)−

G
(
z−1

)
xi (k)−

[
F + S

(
z−1

)]
ai (9)

|u′
i(k)| < m α = 0 β = 0 u′

i(k) ≤ −m

α = 0 β = 2D2[−m− u′
i(k)] u′

i(k) ≥ m

α = 2D2[−m+ u′
i(k)] β = 0

当  时,   ,   ; 当 

时,   ,   ; 当  时,
 ,   .

证明. 引入 Diophantine方程:

P
(
z−1

)
= A

(
z−1

)
F + z−1G

(
z−1

)
(10)

F G
(
z−1

)
F其中,   为常数,   为 1阶多项式. 用  乘以

式 (4)等号左右两边, 并利用式 (10), 可以得到:

P
(
z−1

)
xi(k + 1) = G

(
z−1

)
xi(k)+

Fbiui(k) + Fai (11)

J ′ ui(k)于是由式 (7)和式 (11)得  对  的偏导为:

∂J ′

∂ui(k)
= 2

[
P
(
z−1

)
xi(k + 1)−R

(
z−1

) 1

y∗i (k)
+

Q
(
z−1

)
ui(k) + S

(
z−1

)
ai

]
(Fbi +Q0) + α− β

(12)

D = Fbi +Q0令  , 并将式 (11)代入式 (12), 则

 
表 1    电极电流动态模型中参数的符号及物理意义

Table 1    Symbols and meanings of parameters in
dynamic model of electrode current

符号 物理意义

f1(·) 随原料颗粒长度和杂质成分变化的埋弧电阻率

f2(·) 随原料颗粒长度和杂质成分变化的熔池电阻率

riarc 埋弧等效弧柱半径

hipool(·) 随原料颗粒长度、杂质和电极电流变化的熔池高度

U 熔炼电压

p 电极极对数

rd 升降机构等效齿轮半径

s 转差率
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∂J
′

∂ui (k)
= 2D

[
Dui (k) + Q̄

(
z−1

)
ui (k − 1)+

G
(
z−1

)
xi (k)−R

(
z−1

) 1

y∗i (k)
+

[
S
(
z−1

)
+ F

]
ai +

α− β

2D

]
(13a)

J ′ α β µ v  对  、  、  和  的偏导分别为:

∂J ′

∂α
= ui(k)−m+ µ2 (13b)

∂J ′

∂β
= −ui(k)−m+ v2 (13c)

∂J ′

∂µ
= 2αµ (13d)

∂J ′

∂v
= 2βv (13e)

令式 (13a) ~ (13e)为零, 则可以得到:

ui(k) = u′
i(k)−

α− β

2D2
(14a)

ui(k) = m− µ2 (14b)

ui(k) = −m+ v2 (14c)

2αµ = 0 (14d)

2βv = 0 (14e)

α = 0 β = 0 ui(k) = u′
i(k)

µ2 = m− u′
i(k) v2 = m+ u′

i(k) |u′
i(k)| <

m α = 0 v = 0 ui(k) = −m β =

2D2 [−m− u′
i(k)] µ2 = 2m u′

i(k) ≤ −m

µ = 0 β = 0 ui(k) = m α = 2D2[−m+

u′
i(k)] v2 = 2m u′

i(k) ≥ m µ = 0 v = 0

ui(k) = ±m

由此可知: 当  ,   时,   ,

此时,   ,   , 即 

 ;  当   ,     时 ,     ,  此时 ,    

 ,     ,  即   ;  当

 ,   时,   , 此时,  

 ,   , 即  ; 当  ,   时,

 , 矛盾, 故该情况无解.  □

y∗i (k)

P (z−1) Q(z−1) P (z−1)bi +Q(z−1)×
A(z−1)

S(z−1) R(z−1)

yi(k) y∗i (k)

定理 2. 对于有界的参考输入  , 若选择加

权多项式  和  , 使得 

 稳定, 则当将控制器式 (8)应用到被控对象

式 (2)或者式 (4)时, 闭环系统输入、输出信号有界.
此外, 通过选择适当的加权多项式  和  ,

闭环系统输出  可以渐近跟踪其设定值  .

证明. 考虑如下两种情况:
|u′

i(k)| < m ui(k) = u′
i(k)

ui(k) xi(k)

1 )  当   时 ,     .  此时将

式 (9)代入式 (4), 并分别消去  和  , 可以

得到:

xi(k + 1) =
biR

(
z−1

)
P (z−1) bi +Q (z−1)A (z−1)

1

y∗i (k)
+

Q
(
z−1

)
− S

(
z−1

)
bi

P (z−1) bi +Q (z−1)A (z−1)
ai

(15a)

ui(k) =
A
(
z−1

)
R
(
z−1

)
P (z−1) bi +Q (z−1)A (z−1)

1

y∗i (k)
−

z−1G
(
z−1

)
+
[
F + S

(
z−1

)]
A
(
z−1

)
P (z−1) bi +Q (z−1)A (z−1)

ai

(15b)

P
(
z−1

)
bi +Q

(
z−1

)
A
(
z−1

)
ai

y∗i (k)

xi(k) ui(k) ∀k xi(k)

xi(k) ̸= 0 yi(k) =
1

z−2xi(k)

由于多项式   稳定,

并且   是常数, 因此根据关键技术引理 [ 1 8 ], 由式

(15a)和式 (15b)可知, 对于有界的参考输入  ,
 和  都是有界的. 由于对于  ,   有界

且  , 因此  有界, 故闭环系

统输入、输出信号有界.

S(z−1) Q(z−1)− S(z−1)bi = 0 R(z−1)

为了实现稳态跟踪, 由式 (15a)可知, 需要选择

 ,  使   ,  并选择  

使闭环系统的稳态增益为 1.
u′
i(k) ≤ −m u′

i(k) ≥ m ui(k) = m

ui(k) = −m A
(
z−1

)
ui(k) xi(k) → ∞

xi(k) =
yi(k)

y2i (k − 1)
yi(k) ̸= 0 xi(k)

2)  当   或   时 ,    

或  . 由于  有两个极点在单位圆

上,   为常数时, 因此  [19]. 另一方面,

由于  ,   且有界, 因此 

有界. 这与上述情况相矛盾, 故输入信号不发生饱

和现象, 由 1)可知, 闭环系统输入、输出信号有界,
并且可以实现稳态跟踪.

xi(k)

1

y∗i (k)
S
(
z−1

)
R
(
z−1

)由式 (15a)可知, 为了使输出  能够稳定跟

踪设定值  , 多项式  和  必须满足:

S(1) =
Q(1)

bi
(16a)

R(1) =
P (1)bi +Q(1)A(1)

bi
(16b)

当系统达到稳态时, 式 (15a)可以写为:

xi(∞) =
biR(1)

P (1)bi +Q(1)A(1)

1

y∗i (∞)
+

Q(1)− S(1)bi
P (1)bi +Q(1)A(1)

ai

xi(∞)− 1/y∗i (∞) =

0 xi(∞) = 1/yi(∞)

yi(∞)− y∗i (∞) = 0

由式 (16a)和式 (16b)可以得到 

 ,  而根据式 (3) 可以得到   ,  即
 , 因此闭环系统输出可以渐近跟

踪其设定值.  □

注 1. 不难看出, 控制器 (8)实际上是饱和约束
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ui(k) = sat (u′
i(k),m)

xi(k)

控制  的解析形式. 控制系统结

构如图 2所示. 可以看出, 该控制系统由常规控制

器、饱和约束控制器及被控对象三部分构成, 其中

常规控制器由前馈控制和反馈控制两部分组成, 饱
和约束控制器由拉格朗日乘子向量和饱和约束组

成, 反馈信号为虚拟变量  . 

3    基于高阶干扰观测器的饱和约束一

步最优控制

di(k)

在电熔镁砂熔炼过程中, 通常会受到原料成分

和生产条件等不确定性的外部干扰影响, 导致系统

性能变差. 当考虑不可测外部干扰  时, 经过整

理可以得到与式 (4)相对应的电熔镁砂熔炼过程对

象模型如下:

A
(
z−1

)
xi(k + 1) = biui(k) + τi(k) (17)

A
(
z−1

)
xi(k + 1) bi ui(k)

τi(k) = ai +
di(k)

y2i (k)
τi(k)

di(k) τi(k)

其中,   ,   ,   以及  与式 (4)中

意义相同, 而   . 若   已知, 针

对式 (17)的控制器设计过程如第 2节所述, 这里不

再赘述. 实际上, 干扰  是未知的, 因此  也

是未知的. 为了实现有效的控制, 设计如下高阶干

扰观测器[20]:

d̂i(k) = d̂i(k − 1) + L0 [yi(k)− ŷi(k)]+

∆d̂i(k − 1) + L1 [∆yi(k)−∆ŷi(k)] + · · ·+

∆N d̂i(k − 1) + LN×[
∆Nyi(k)−∆N ŷi(k)

]
(18a)

ŷi(k) = Ā
(
z−1

)
yi(k − 1) + y2i (k − 1)×

biui(k − 1) + aiy
2
i (k − 1) + d̂i(k − 1) (18b)

N

d̂i(k) k ŷi(k) k

其中 ,     为正整数 ,  是高阶干扰观测器的阶次 ,
 为  时刻系统的干扰估计,   为  时刻系统

Lj ∈ R j = 0, 1, 2, · · · , N
Ā(z−1) = z

(
1−A

(
z−1

))的输出估计,   是常数, 其中  ,

 .

di(k)

∆di(k) < 1.

假设 2. 未知干扰  有界, 并且其变化率满

足 

Lj ,

j = 0, 1, 2, · · · , N, |z| > 1,

[1− z−1E(z−1) + z−1T (z−1)] ̸= 0,

ε > 0, N0, N > N0

|di(k)− d̂i(k)| < ε limN→∞ |di(k)| = d̂i(k)

E
(
z−1

)
= 1 +∆+∆2 + · · ·+∆N T

(
z−1

)
=

L0 + L1∆+ L2∆
2 + · · ·+ LN∆N .

定理  3 .  若假设 2 成立 ,  并且存在常数  

 使得对于任意的    不等式

  则对于任意小的

正数   存在正整数   当  时, 干扰估

计误差   , 即  .

其中,   ,  

k di(k)证明. 对于任意  时刻的干扰  , 可以将其

扩展为:

di(k) = ∆N+1di(k) + ∆Ndi(k − 1) + . . .+

∆di(k − 1) + di(k − 1) (19)

将式 (19)和式 (18a)相减, 整理, 可以得到:

di(k)− d̂i(k) = ∆N+1di(k) +
[
1 + ∆+ · · ·+∆N

]
×[

di(k − 1)− d̂i(k − 1)
]
− [L0+

L1∆+ · · ·+ LN∆N ] [yi(k)− ŷi(k)]
(20)

由式 (17)和式 (18b)可以得到:

yi(k)− ŷi(k) = di(k − 1)− d̂i(k − 1) (21)

将式 (21)代入式 (20), 可以得到:{
1− z−1

[
1 + ∆+ · · ·+∆N

]
+ z−1×[

L0 + L1∆+ . . .+ LN∆N
]}

×[
di(k)− d̂i(k)

]
= ∆N+1di(k) (22)

E
(
z−1

)
= 1 +∆+ · · ·+∆N T

(
z−1

)
= L0+

L1∆+ · · ·+ LN∆N

令  ,  

 , 则式 (22)可写为:

 

可测干扰

−

−

+

常规控制器

被控对象

−

− +

拉格朗日
乘子向量
a, b

 
饱和约束控制器

yi (k)yi
* (k) xi (k)ui (k)u′i (k)
1

1

z−1

z−1

z−1

z−1

A(z−1)R(z−1)

F + S(z−1)

Fbi + Q0

2[Fbi + Q0]
2

G(z−1)

z−1Q(z−1)

bi

A(z−1)
1a − b

m

−m0

 

图 2    饱和约束一步最优控制结构图

Fig. 2    Structure diagram of one-step optimal control with saturation constraint
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[
1− z−1E

(
z−1

)
+ z−1T

(
z−1

)]
×[

di (k)− d̂i (k)
]
= ∆N+1di (k) (23)

N → ∞ ∆N+1di(k) → 0,

limN→∞ ∆N+1di(k) = 0, |z| > 1

1− z−1E
(
z−1

)
+ z−1T

(
z−1

)
̸= 0, N → ∞

di(k) → d̂i(k), limN→∞ di(k) = d̂i(k).

根据假设 2, 当  时,    即
  又对于任意的   时 ,

  则当   时,
  即    □

根据第 2节饱和约束一步最优控制设计过程可

以得到基于高阶干扰观测器的饱和约束一步最优控

制方程为:

Dui (k) =

{
R
(
z−1

) 1

y∗i (k)
− Q̄

(
z−1

)
ui (k − 1)−

G
(
z−1

)
xi (k)−

[
F + S

(
z−1

)]
τ̂i (k)

}
− α− β

2D
(24)

F G
(
z−1

)
S
(
z−1

)
R
(
z−1

)
τ̂i(k) τi(k) τ̂i(k) = ai+

d̂i(k)

y2i (k)
d̂i(k)

其中, 多项式  和  可通过式 (10)计算, 多
项式   和   可以通过式 ( 1 6 a ) 和式

(16b)计算,   是  的估计值, 通过 

 计算,   可以通过式 (18a)计算.
 

4    仿真验证
 

4.1    饱和约束一步最优控制仿真

A √
15 300

与文献 [1]相同, 以  相电极为例, 在式 (25)
上叠加如图 3所示的均值为 0, 方差为  的

随机噪声信号, 并且将其作为对象仿真模型.

  

0 100 200 300 400 500
Time /s

−500

0

500

N
oi

se
1 
/A

 

图 3   随机噪声信号

Fig. 3    Random noise signal
 

y1(k + 1) = 2y1(k)− y1(k − 1)+

b1u1(k)y
2
1(k) + a1y

2
1(k) (25)

a1=− 7.4099× 10−5 b1=− 2.4453× 10−3其中 ,     ,     .
分别采用本文提出的饱和约束一步最优控制方法、

文献 [1]所描述的带输出补偿的 PID控制方法以及

文献 [21]所描述的数据驱动 PID控制方法, 进行对

比仿真实验.

与文献 [1]相同, 我们的控制目标为:

|e(k)| = |y∗1(k)− y1(k)| < 2 000, 0 < k < ∞ (26)

y∗1(k) = 15 300A
y1(k) u1(k)

其中, 电极电流参考输入为:    , 电
极电流  和控制量  的约束为:

12 000 < y1(k) < 17 000, −20 < u1(k) < 20
(27)

P
(
z−1

)
= 1 Q

(
z−1

)
= 1×

10−4
(
1− z−1

)
首先采用本文提出的饱和约束一步最优控制方

法进行仿真实验. 选择   ,   

 , 根据式 (10)、式 (16a)和式 (16b)可

以得到 A相电极电流饱和约束一步最优控制器的

参数如下:

Fb1 +Q
(
z−1

)
= −2.3453× 10−3−

1.0000× 10−4z−1

G
(
z−1

)
= 2.0000− z−1

R
(
z−1

)
= 0.9591 + 0.1227z−1 − 0.1227×

z−2 + 0.0409z−3

(28)

得到如图 4所示的 A相电极电流输出曲线.
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Time /s

1.0
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y
1 
/A

×104
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y1图 4   采用本文控制方法时 A相电极电流 

y1Fig. 4    A-phase electrode current    using the control
method in this paper
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y1图 5    采用文献 [1]控制方法时 A相电极电流 

y1Fig. 5    A-phase electrode current    using the control
method in [1]
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然后将文献 [1]所述的带输出补偿的 PID控制

方法应用到式 (25), 得到如图 5所示的 A相电极电

流输出曲线.
最后采用文献 [21]所述的数据驱动 PID控制

方法进行仿真实验. 针对式 (25), 设计如下控制器:

u1(k) = u1(k − 1) +KI(k)e(k)−KP (k)×
[y1(k)− y1(k − 1)]−KD(k)×
[y1(k)− 2y1(k − 1) + y1(k − 2)] (29)

KP (k) KI(k) KD(k) PID

KP (0) = −1.181,

KI(0) = 1.012, KD(0) = −0.324,

其中,    、   和   为   的时变参数,
利用 CHR (Chien, Hrones and Reswick) PID参数

整定方法得到各参数初始值为:   
      通过最速下降法

在线校正 PID参数. 将上述控制器应用到式 (25),
得到如图 6所示的 A相电极电流输出曲线. 由图 5
和图 6可知, 当采用文献 [1]和文献 [21]所述的控

制方法时, 虽然 A相电极电流能够围绕其设定值上

下波动, 同时也没有超出饱和约束范围, 但是跟踪

误差较大, 由图 4可以看出, 当采用本文所提出的

控制方法时, 跟踪误差明显降低.
  

0 100 200 300 400 500
Time /s

y
1 
/A

×104

电极电流输出目标范围

1.0

1.5

2.0
y1

*

y1

 

y1图 6   采用文献 [21]控制方法时 A相电极电流 
y1Fig. 6    A-phase electrode current    using the control

method in [21]
 

利用如下式 (30a)和式 (30b)所示的均方误差

(Mean squared error, MSE)[22] 和误差绝对值积分

(Integrated absolute error, IAE)[1], 对以上三种控

制方法进行比较, 得到如表 2所示的性能评价表.

MSE =
1

500

500∑
k=1

[y∗1(k)− y1(k)]
2 (30a)

IAE =

500∑
k=1

|y∗1(k)− y1(k)| (30b)

MSE 0.4502× 106 IAE 0.2787× 106

MSE 0.6631×
106 IAE 0.2115× 106

MSE 0.1294× 106 IAE 0.0679× 106

根据表 2可以得到, 当采用文献 [1]的方法时,
电极电流的  为  ,   为  ,
当采用文献 [21]的方法时, 电极电流的  为 

 ,   为  , 而当采用本文方法时, 电
极电流的  为  ,   为  .

MSE IAE 71.27 % 75.64 %

MSE
IAE 80.48 % 67.89 %

将本文方法与文献 [1]方法对比, 得到电极电流的

 和  分别降低了  和  ; 将本文

方法与文献 [21]方法对比, 得到电极电流的  和

 分别降低了  和  . 该结果说明本

文方法相较于文献 [1]和文献 [21]所提出的方法,

能够较好地将电极电流控制在目标范围之内.

为了进一步体现本文所提方法的优越性, 绘制

 

y1

表 2    采用文献 [1]控制方法、文献 [21]控制方法和本文

控制方法时 A相电极电流  的性能评价

y1

Table 2    Performance evaluating of A-phase electrode
current    using the control method proposed in this pa-

per and described in [1] and [21]

MSE IAE

文献 [1] 的控制方法 0.4502 × 106 0.2787 × 106 

文献 [21] 的控制方法 0.6631 × 106 0.2115 × 106 

本文提出的控制方法 0.1294 × 106 0.0679 × 106 

与文献 [1] 相比降低 71.27 % 75.64 % 

与文献 [21] 相比降低 80.48 % 67.89 % 
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图 7    采用文献 [21]控制方法时 A相电极

电流误差概率分布

Fig. 7    Error probability distribution of A-phase
electrode current using the control

method in [21]
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图 8    采用本文控制方法时 A相电极电流误差概率分布

Fig. 8    Error probability distribution of A-phase elec-
trode current using the control method in this paper

 

1 期 富月等: 电熔镁砂熔炼过程电极电流饱和约束一步最优控制 245



如图 7和图 8所示的 A相电极电流误差经验概率

分布图. 从图 7和图 8可以看出, 当采用本文所提

出的控制方法时, 电极电流误差超出控制目标 (26)
误差范围的概率更小. 

4.2    基于高阶干扰观测器的一步最优控制仿真

A

d1(k)

同第 4.1节所述, 以  相电极为例, 在式 (25)
上叠加如图 3所示的随机噪声信号和不可测干扰

 , 并将其作为被控对象仿真模型:

y1(k + 1) = 2y1(k)− y1(k − 1) + b1×

u1(k)y
2
1(k) + a1y

2
1(k) + d1(k) (31)

a1 = −7.4099× 10−5, b1 = −2.4453× 10−3,
d1(k) = 100 sin(kπ/50) + 100 cos(kπ/60).
其中 ,        

k = 1 k = 500,

为进行比较, 首先采用第 2节不考虑不可测干

扰的饱和约束一步最优控制方法进行仿真实验. 运
行时间从  到   控制目标如式 (26), 控
制器参数的选择如式 (28), 采用控制器式 (8)进行

仿真验证, 得到如图 9所示的电极电流输出曲线,
如图 10所示的控制器输出曲线.
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y1图 9   加入不可测干扰时 A相电极电流 
y1Fig. 9    A-phase electrode current    when

unmeasurable disturbance is introduced
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u1图 10   加入不可测干扰时控制器输出 
u1Fig. 10    Controller output    when unmeasurable

disturbance is introduced
 

0.4970× 106 0.0854× 106
利用式 (30a)和式 (30b)计算得到 A相电极电

流的 MSE =    , IAE =    ,

MSE
IAE
与第 4.1节没有加入干扰时 A相电极电流的  和

 值相比增大, 因此, 有必要对未知干扰进行处理.

d1(k)

N = 2 L0 L1 L2

首先, 采用本文设计的高阶干扰观测器式 (18)
对干扰  进行估计. 根据定理 3, 选择高阶干扰

观测器的阶次  ,   ,   和  分别为:
L0 = 0.8411, L1 = 0.9960, L2 = 1.000

1− z−1E
(
z−1

)
+ z−1T

(
z−1

)
= 0则  的零点:

z1 = 0.1328, z2 = 0.0301

满足定理 3不等式零点在单位圆内的要求. 其他控

制器参数选择如式 (28).

d1

采用控制器式 (24)进行仿真实验, 得到如图 11
所示的 A相电极电流输出曲线, 如图 12所示的控

制器输出曲线, 对未知干扰  的估计如图 13所示.
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y1图 11   采用高阶干扰观测器控制时 A相电极电流 
y1Fig. 11    A-phase electrode current    using the pro-

posed high-order disturbance observer based controller
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u1图 12   采用高阶干扰观测器时控制器输出 
u1Fig. 12    Controller output    using the proposed

high-order disturbance observer based controller
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d1图 13   未知干扰  的估计值

d1Fig. 13    Estimated value of unknown disturbance  
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d1 d̂1,1

d̂1,2

为验证高阶干扰观测器具有较小的响应时间,
我们做了与文献 [23]所述方法的仿真对比实验, 对
比结果如图 13所示. 图中  是干扰的实际值,  

是采用本文设计的高阶干扰观测器得到的估计值,  

是采用文献 [23]方法得到的估计值. 由图 13可以

看到, 与采用文献 [23]方法的估计值相对比, 得到

采用本文设计的高阶干扰观测器具有较小的响应

时间.
为了与文献 [24]所述的自抗扰输出反馈控制

方法进行对比, 首先将电熔镁砂熔炼过程输入输出

模型 (31)式转化成如下状态空间模型:
z1 (k + 1) = z2 (k)

z2 (k + 1) = 2z2 (k)− z1 (k) + b1×

u1 (k) z
2
2 (k) + a1z

2
2 (k) + d1 (k)

(32)

z1(k) = y1(k) z2(k) = y1(k + 1)其中,    ,    , 并设计如

下输出反馈控制器:

u1 (k) = −ẑ1 (k) + 2ẑ2 (k) + ẑ3 (k) (33)

ẑ1(k) ẑ2(k) ẑ3(k)其中,   、  和  由如下扩展观测器得到[24]:

ẑ1(k + 1) = ẑ2(k) + 300 (y1(k)− ẑ1(k))

0.01φ
(
104 (y1(k)− ẑ1(k))

)
ẑ2(k + 1) = ẑ3(k) + 3× 104 (y1(k) −

ẑ1(k)) + u1(k)

ẑ3(k + 1) = 106(y1(k)− ẑ1(k))

(34)

φ(·)其中,   是分段函数, 与文献 [24]中表达式相同.
将上述算法应用到式 (31), 得到如图 14所示的 A
相电极电流输出曲线, 如图 15所示的控制器输出

曲线.
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y1图 14   采用文献 [24]控制方法时 A相电极电流 
y1Fig. 14    A-phase electrode current    using the control

method in [24]
 

采用性能评价指标MSE和 IAE对加入不可测

扰动时的系统进行性能评价, 得到如表 3所示的性

能评价表.

MSE 0.4970× 106 IAE
0.0854× 106

MSE 0.5906× 106 IAE 0.2879× 106

0.2951× 106 0.0784× 106

MSE IAE
40.62 % 8.20 %

MSE
IAE 50.03 % 72.77 %

根据表 3可知, 当加入不可测干扰后, 根据第

2节提出的电极电流饱和约束一步最优控制方法,
计算得到电极电流的  为  ,   为

 , 当采用文献 [24]所述的方法时, 电极

电流的   为   ,     为   ,
而当采用本文提出的控制方法时 ,  电极电流的

MSE为  , IAE为  . 将本文

提出的基于高阶干扰观测器的饱和约束一步最优控

制方法与本文第 2节提出的饱和约束一步最优控制

方法对比, 计算得到电极电流的  和  分别降

低了  和  , 将本文所提出的基于高阶

干扰观测器的饱和约束一步最优控制方法与文献 [24]
所描述的控制方法对比, 计算得到电极电流的 

和  分别降低了  和  . 该结果说明

本文方法相较于文献 [24]所提出的方法, 具有一定

的优越性, 能够较好地将电极电流控制在目标范围

之内, 并且设计的高阶干扰观测器可以较好地实现

对未知干扰的估计. 

5    结论

本文首先通过引入中间变量将复杂的电熔镁砂

熔炼过程三相电极电流饱和约束控制问题简化为线

性约束控制问题, 提出了一种简化的电极电流饱和

约束一步最优控制方法. 然后, 对熔炼过程可能存

 

y1

表 3    采用文献 [24]控制方法和本文控制方法时 A相

电极电流  的性能评价

y1

Table 3    Performance evaluating of A-phase electrode
current    using the control method proposed in this pa-

per and described in [24]

MSE IAE 

采用本文第3节控制方法 0.4970 × 106 0.0854 × 106 

文献[24]的控制方法 0.5906 × 106 0.2879 × 106 

本文控制方法 0.2951 × 106 0.0784 × 106 

与第3节方法相比降低 40.62 % 8.20 % 

与文献[24]方法相比降低 50.03 % 72.77 % 

 

0 100 200 300 400 500
Time /s

−20

−10

0

10

20

u
1

u1

采用文献[24]控制方法时控制器输出 u1

 

u1图 15    采用文献 [24]控制方法时控制器输出 

u1Fig. 15    Controller output    using the method
in [24]
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在的不可测干扰设计了高阶干扰观测器, 提出了基

于高阶干扰观测器的电熔镁砂熔炼过程简化控制算

法. 最后通过理论分析和仿真对比实验验证了本文

所提方法的有效性和优越性. 由于本文所提方法针

对的是电熔镁砂的单批加料过程, 在接下来的研究

工作中, 我们会针对多批加料过程考虑如何设计有

效的控制器使电极电流跟踪其设定值.
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