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摘    要   针对带限图信号的重构问题, 本文提出了基于图谱域移位的带限图信号重构模型, 该模型将图带限分量的恒等不

变特性建模为最小二乘问题. 基于所提出的重构模型, 本文设计了基于谱移位的重构算法和基于残差谱移位的重构算法. 相
比于其他重构算法, 两种新算法提升了迭代效率和重构精度. 此外, 本文算法还适用于分段带限图信号的重构问题, 并且具

有良好的迭代效率和重构精度.通过实验仿真表明, 相比于目前其他的带限图信号重构算法, 新算法的迭代效率提升约 70%
和重构精度提升约 60%.
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Graph Band-limited Signals Reconstruction Method

Based Graph Spectral Domain Shifting
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Abstract   Aiming at the problem of graph band-limited signals reconstruction, a novel reconstruction model based
shift strategy in graph spectral domain is proposed in this paper, and it models the identity invariance of graph
spectral band-limited components as a least-square problem. For solving the established reconstruction model, two
novel reconstruction methods are proposed based on spectral shift operator and residual spectral shift operator.
Compared with other methods, the novel methods improve iteration efficiency and reconstruction accuracy. Besides,
the novel methods are suitable for the problem of separate band-limited graph signals reconstruction and have good
performances. The simulation shows that compared with other reconstruction methods of band-limited graph sig-
nals, the novel methods improve about seventy percent in iterative efficiency and sixty percent of reconstruction ac-
curacy.
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随着信息技术的高速发展, 各领域中所产生的

数据维度正在以前所未有的速度增长, 例如社交网

络数据、金融交易数据和城市交通流量数据等.
然而, 传统的数据表征方法无法适用于具有复

杂关联特征的网络数据集. 所以, 图网络[1]——一种

非规则域中用于表征关联数据的模型应运而生. 如
何更好地分析这些基于图网络表征的数据集, 从而

更加高效地挖掘数据集的深度信息成为当下研究的

热点问题之一.
近年来, 随着图信号处理的兴起和发展, 图网

络中的信号 (数据)分析与处理引起了研究者们的

广泛关注. 图信号处理是将传统的信号处理理论衍

生至基于图网络表征的非规则域信号处理理论 [2].
目前,图信号处理的理论研究主要包括图滤波器 (组)
的设计[3]、图信号采样/恢复[4]、图信号压缩[5] 和图拓

扑学习[6] 等. 相关的应用研究有传感网络中的异常

数据检测[7] 及修复[8], 基于图数据的机器学习等[9−10].
然而, 目前该研究领域中仍然存在着许多亟待探索

和解决的理论问题和应用瓶颈[11]. 例如, 图信号处

理中尚未出现类似于奈奎斯特采样定理的统一采样

理论[12]. 相关的挑战还包括图信号的大规模分布式

计算[13]、异构网络中的图信号处理[14]、如何融合多尺

度下的图信号特征而进行信号多分辨分析[15], 以及

如何分析张量图网络中的多层图数据之间的关联
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性[16] 等. 随着图信号处理的不断发展, 必将成为有

效应对数据泛滥现象和降低数据冗余的重要工具,
并为网络数据的高效处理提供理论支撑.

由于存在图网络的拓扑结构复杂多变以及数据

维度带来的计算消耗大的问题, 如何利用尽可能少

的采样节点信号和网络拓扑信息更加高效和完备地

表征未采样节点信号, 从而为网络数据的传输和

处理提供高效的技术支撑是图信号处理中的核心问

题[17]. 在图信号重构的相关研究中, 由于带限图信

号重构问题可作为其他类型图信号重构问题的源问

题进行相关推广; 如何设计高效的带限图信号重构

算法是一个重要的研究课题, 它为设计平滑图信号

重构算法和实际网络数据重构方法提供了理论

基础.
基于 Papoulis-Gerchberg 信号重构算法 [18],

Narang等[19] 提出一种基于空域迭代图滤波的信号

重构方法 (Iteration least square reconstruction,
ILSR). 该方法通过将采样信号和每次迭代后产生

的采样信号残差进行累加后, 再进行图谱域带限滤

波处理, 从而达到重构目的. 在 ILSR重构算法的基

础上, Wang等[20] 提出了基于迭代加权策略的信号

重构算法 (Iteration weighting reconstruction,
IWR)和基于迭代传播策略的信号重构算法 (Itera-
tion propagating reconstruction, IPR), 两种算法

优于 ILSR算法的原因在于对采样节点进行了残差

滤波处理. 在 IWR算法中, Wang等[20] 首先将采样

信号的残差扩大相应的权重, 然后进行图滤波处理;
而在 IPR算法中, 首先是基于预先划分好的局部集

将采样节点的信号残差传递给相邻的未采样节点,
然后进行图滤波处理. 由于两种算法在每步迭代中

加入了对于采样信号残差的处理, 增大了未采样信

号在插值过程中的增量, 进而提高了重构的效率和

精度. 为了进一步地提高对于残差信号的估计精度,
Yang 等 [21 ]提出了基于扩散算子的迭代重构算法

(Iteration graph reconstruction based diffusion
operator, IGDR). IGDR算法修正了 IWR和 IPR
算法中由于采样信号残差在局部集内均匀传递而导

致的过平滑现象, 在每步迭代中基于局部扩散算子

和全局扩散算子对信号采样进行了联合处理, 使得

迭代滤波得到的未采样信号为图带限滤波信号和残

差扩散信号的总和. 不同于 IWR、IPR和 IGDR算

法聚焦于迭代残差信号的处理方法, Brugnoli等[22]

同样在 ILSR算法的基础上提出了基于最优参数的

Papoulis-Gerchberg信号迭代重构算法 (Optimal
Papoulis-Gerchberg iterative reconstruction, O-
PGIR), 该算法通过在每步迭代中设置松弛参数的

最优解而达到较高的迭代效率.

不同于基于空域滤波的重构算法研究, 为了完

善图信号谱域理论框架及提升图信号的谱域特征分

析能力, 基于图傅里叶变换的图谱域重构算法同样

是近年来的研究热点.
Tseng等先后提出基于压缩感知的硬阈值截断

图谱域重构算法[23]和基于图傅里叶变换的图谱域重

构算法[24]. 在硬阈值截断图谱域重构算法中,作者首

先将图信号重构问题转化为图谱域中的稀疏优化问

题, 然后采用经典压缩感知理论中的基追踪算法和

正交匹配算法或迭代硬阈值截断法分别进行求解.
通过上述方法估计出未采样图信号在图谱域中的频

率分量, 最后基于图傅里叶逆变换将估计的频率分

量转换为空域图信号. 在正交匹配算法的基础上作

者又提出了基于图傅里叶变换的信号重构算法; 在
正交匹配算法中, 完整频率分量是通过逐步重构出

每个图频率分量值而实现的. 而在基于图傅里叶变

换的信号重构算法中, 作者通过重构出小于截止图

频率内的频率分量值实现信号重构. 该算法实质上

是将 ILSR算法转化到图频域进行处理. 然而, 两种

方法并没有针对低通带限图信号的谱域特性进行

更深入的分析, 只是将空域重构算法转化到变换域

进行.
本文首先基于图傅里叶变换的分块矩阵形式和

图带限信号特性分析得出图带限分量的恒等不变

性. 基于该特性, 本文将重构问题建模为一个最小

二乘模型. 本文所提出的重构模型是根据图高频部

分的恒等关系, 相比于基于图低频段相似性的 ILSR
重构模型, 更加能够准确地表征信号的图谱域带限

特性, 提高了重构精度. 此外, 由于根据重构模型而

设计的迭代算法采用拟牛顿法进行求解, 在避免海

森矩阵求解的同时高效利用了模型的二阶梯度信

息, 相比于 ILSR和 O-PGIR提高了迭代效率. 而
在基于残差信号的重构算法中, 本文根据残差信号

同样具备图带限分量的恒等不变性, 设计了一种基

于残差谱移位的重构算法. 相比于 IWR/IPR 和

IGDR算法, 本文算法具有较好的重构性能. 此外,
由于本文提出的图带限分量的恒等不变性不需要考

虑带限频率所在的频段, 所以针对分段带限图信号

的重构问题同样适用, 并且具有良好的重构性能. 

1    基于谱移位的重构算法

G = (V , E, W )

V = {v1, · · ·, vN} E = {e(i, j)}
e(i, j) vi vj

f = {f(i)} ∈ RN , f(i)

图信号是指定义在具有网络拓扑结构中的信号

集合, 其拓扑结构采用图模型  进行

表征. 其中, 节点集为  .  
是图模型中的边集合,   表示节点  和节点 

之间有边相连. 信号   其中  为
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G vi W =

{w(i, j)} ∈ RN×N W

w(i, j)

图模型   中节点   上的信号值. 邻接矩阵   
 用于表征节点之间的相关性,  

中的元素  如式 (1)所示.

w(i, j) =

{
1, e(i, j) ∈ E

0, 其他
(1)

W L = D −W

LNor = D−1/2LD−1/2

D = diag{di} di

i

LNor

U = [u1 · · · uN ] Λ =

diag{λ1, · · · , λN}

由矩阵  可得到图拉普拉斯矩阵 

和归一化图拉普拉斯矩阵  , 其
中的度矩阵定义为  ,对角线元素  为

邻接矩阵中第  行元素之和. 通过对归一化图拉普

拉斯矩阵  进行特征值分解, 得到特征向量矩

阵   和与其对应的特征值矩阵  

 .

f f̃

在图信号处理理论中, 图傅里叶变换对建立了

图信号在空间域和图谱域之间的联系, 从谱聚类的

角度分析和处理图信号[25]. 其正变换和逆变换分别

如式 (2)和式 (3)所示, 其中  和  分别表示空域

信号和图频率分量.

f̃ = UTf (2)

f = Uf̃ (3)

fBLG ∈ PWω

λi > ω f̃BLG(i) = 0 ω

fBLG

ω

根据图傅里叶变换对的定义, 图带限信号 (Ba-
nd-limited graph signals)   的定义为:
当   时 ,    ; 其中   为带限图信号

 的截止图频率. 如图 1所示, 图 1(a)为空间域

中节点信号的分布图; 下层为图信号的拓扑结构,
上层为将各节点信号连接而成的平面图. 图 1(b)表
示的是图信号经过图傅里叶变换后得到的图谱域示

意图; 在其图谱域示意图中, 其高频段的图频率分

量为零. 由于在图信号重构问题中, 如何设计采样

策略同样对于能否实现精确重构有着一定的影响.
在本文中将采用基于重构唯一性条件而设计采样策

略. 在满足该条件的情况下, 任意的带限图信号均

可实现精确重构. 图截止频率 (  )的重构唯一性的

fBLG ∈ PWω

ω2 ≤ η

η L∗
Nor

L∗
Nor LNor

2

条件为[26]: 当带限图信号  的截止图频

率  时, 从任意的采样节点集合重构得到的带

限图信号具有唯一性. 其中  是关于  的最小特

征值,    是由   中对应于未采样节点集合

的行和列而构成的子矩阵.

f (f ∈
PWω) f(S)

f(Sc) PS = diag{1S} ∈ RN×N

B B λi ≤ ω

M N −M.

本文所研究的是带限图信号重构问题,即是在

已知图信号   的先验信息 —图带限特性   
 和采样信号  的情况下, 如何重构得到未

采样信号   .采样矩阵  

(对应于采样节点的主对角线元素为 1,其余为 0).
本文定义带限图信号的带宽为  , 即共有  个  ,
采样节点个数为  , 未采样节点个数为 

f f(S)

f(Sc) f =

[fT(S)ΦT(S) ΦT(Sc)fT(Sc)]T, Φ(S)∈RM×N

PS M Φ(Sc) ∈
R(N−M)×N (I − PS) N −M

若将图信号  中的采样信号  和未采样信

号   进行适当的重新排序后可得图信号   
  其中   

是由   中   个非全零的行向量而构成,   
 是由  中  个非全零行向量

组成.

UL(S) ∈ RM×B UL(S
c) ∈R(N−M)×B

U [u1 · · · uB ]

UH(S) UH(Sc) U [uB+1 · · · uN ]

f̃L ∈ RB f̃H ∈ R(N−B)

B (B + 1) N

图傅里叶变换对的分块矩阵表示形式如式 (4)和
式 (5)所示.    和    

分别由矩阵  的子矩阵  中对应于采样节

点和未采样节点的行向量所构成的子矩阵; 子矩阵

 和  分别是由  的子矩阵 

中对应于采样节点和未采样节点的行向量所构成的

子矩阵.   和  分别表示对应于

前  个图频率分量 (图低频分量)和第  至第 

个图频率分量 (图高频分量).[
f̃L

f̃H

]
=

[
UT

L(S) UT
L(S

c)

UT
H(S) UT

H(Sc)

][
Φ(S)f(S)

Φ(Sc)f(Sc)

]
(4)[

Φ(S)f(S)

Φ(Sc)f(Sc)

]
=

[
UL(S) UH(S)

UL(S
c) UH(Sc)

][
f̃L

f̃H

]
(5)

在 ILSR算法中 [19], Narang等根据图带限特
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图 1    带限图信号

Fig. 1    Graph band-limited signals
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f̃H = 0

f̃L f(S) f(Sc)

性——  , 将式 (5)表示为式 (6). 该算法的重

构准则是通过中间变量——带限图信号的低频分量

 恒定, 建立了采样信号  和未采样信号 

之间的联系, 得到重构信号的闭式解, 如式 (6)所示.

f(Sc) = ΦT(Sc)UL(S
c)[UT

L(S)UL(S)]
−1×

UT
L(S)Φ(S)f(S) (6)

f(Sc)

与 ILSR算法的重构准则不同, 本文提出的重

构准则是基于采样信号的高频分量和未采样信号的

图高频分量之和为零; 即图带限分量的恒等不变性,
如式 (7)所示. 根据此特性, 可得重构信号  的

闭式解, 如式 (8)所示.

f̃H = [UT
H(S) UT

H(Sc)]

[
Φ(S)f(S)

Φ(Sc)f(Sc)

]
(7)

f(Sc) = − ΦT(Sc)[UH(Sc)UT
H(Sc)]−1×

UH(Sc)UT
H(S)Φ(S)f(S) (8)

f(Sc)

然而, 由于闭式解中涉及到矩阵逆运算, 导致

求解的计算开销大. 尤其是当处理大规模图网络数

据时, 计算和存储的成本都较高. 为了避免此问题,
本文基于图带限分量的恒等不变性提出如式 (9)所
示的重构模型, 采用迭代求解实现重构带限图信号

的目的. 该模型的目标函数利用了图带限分量的恒

等不变性, 将其建模为最小二乘模型. 进而估计出

未采样信号  .

min
f(Sc)

∥∥Y −UT
H(Sc)Φ(Sc)f(Sc)

∥∥2
2

s.t Y = −UT
H(S)Φ(S)f(S) (9)

通过设计该重构模型的求解算法, 本文提出了

基于谱移位的带限图信号重构算法 (Reconstruc-
tion algorithm of band-limited graph signals
based graph frequency shifting, BGSR-GFS). BG-
SR-GFS算法流程如算法 1所示.

算法 1. BGSR-GFS算法

 输入.
U1 = UH(Sc)UT

H(Sc), σ, Φ(S)           

Φ(Sc), f(S), K, U2 = UH(Sc)UT
H(S)              

fR(Sc) 输出.  
 初始化.

f(Sc) = 0, H(1) = I, k = 1            

G(1) = U2Φ(S)f(S)    
k ≤ K, 当  则:

d(k) = −H(k)G(k) 步骤 1.   ;

α(k) =
(G(k))

T
d(k)

(d(k))
T
U1d

(k)
 步骤 2.   ;

f (k+1)(Sc) = f (k)(Sc) + α(k)d(k); 步骤 3.  

G(k+1) = U1f (k+1)(Sc) +G(1) 步骤 4.   ;

p(k) = f (k+1)(Sc)− f(Sc)(k) 步骤 5.   ;

q(k) = G(k+1) −G(k) 步骤 6.   ;

 步骤 7.

∆H(k) =
p(k)(p(k))

T

(p(k))
T
q(k)

−
H(k)q(k)(q(k))

T
H(k)

(p(k))
T
H(k)q(k)

H(k+1) = H(k+1) +∆H(k); 步骤 8.  ∥∥f (k+1)(Sc)− f (k)(Sc)
∥∥2
2

σ

K (k > K)

f(Sc)(k+1),

 步骤 9. 若  , 小于门限阈值 

或达到最大迭代次数   , 则终止迭代, 输出参数

  否则, 继续迭代, 跳转至步骤 1;

fR(Sc) = f (k+1)(Sc) 步骤 10.   .

该重构算法基于拟牛顿法进行迭代求解. 在高

效利用其重构模型二阶梯度信息的同时, 避免了海

森矩阵的求解.

UT
H(Sc)

B

M

当且仅当  满足其行数大于等于列数时,

该最小二乘问题有唯一解. 可知 BGSR-GFS重构

算法的适用条件为图信号具有带限特性且带宽  

小于等于采样节点个数  . 

2    基于残差谱移位的重构算法

f
(k)
Res (S) f

(k)
Res (S

c)

由于 ILSR重构算法并没有对迭代过程中的残

差信号进行分析和处理, 所以无论在还是迭代效率

上都较为有限. 因此, 针对如何根据迭代残差信号

的相关特性提升和迭代效率, 研究者们先后提出了

IPR/IWR[20] 和 IGDR重构算法[21]. 此类基于残差

估计的重构算法的关键在于如何根据采样节点的残

差信号  估计未采样节点的残差信号  .

f
(k)
Res (S) f

(k)
Res (Sc)

基于残差估计的重构算法的迭代步骤归纳为公

式 (10), 不同算法之间的差异在于如何更好地估计采

样残差信号  和未采样残差信号  .

f (k+1) = ΦT(Sc)USc

L Φ(Sc)f (k)(Sc)+

ΦT(S)US
LΦ(S)f

(k)(S)+

f
(k)
Res (S

c) + f
(k)
Res (S) (10)

USc

L = UL(S
c)UT

L(S
c)

US
L = UL(S)U

T
L(S)

f (k)(S) = (I − PS)f
(k)

f (k)(Sc) = PSf
(k) (11)

WIPR

Wang等[20] 基于局部聚合的处理方法, 提出了

基于局部集采样的 IPR和 IWR重构算法. 在 IWR
重构算法中, 采样残差首先进行相应权重的扩大

(权重矩阵  ), 然后再进行图带限滤波, 如式 (12)
所示.
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f
(k)
Res (S) = ΦT(S)US

LΦ(S)×

WIPR[f(S)− f (k)(S)]

f
(k)
Res (S

c) = 0 (12)

fRes(S) fRes(S
c)

V (vd)

vd

不同于 IWR算法, IPR重构算法通过采样残

差  和网络拓扑特性, 估计未采样残差  .
具体而言, 首先是基于局部集内平滑特性, 将未采

样残差设置为局部集内的采样残差, 然后再进行图

带限滤波. 如式 (13)所示, 其中  为采样节点

 的未采样邻居节点集.

f
(k)
Res (S) = ΦT(S)US

LΦ(S)[f(S)− f (k)(S)]

f
(k)
Res (S

c) = ΦT(Sc)USc

L Φ(Sc)[fProp(S)](k)

[fProp(S)](k){vi} = f(S){vd} − f (k)(S){vd},
∀vi ∈ V (vd) (13)

J δj

S vj

fG
Res(S

c)

fL
Res(S

c) fRes(S
c)

由于 IPR/IWR算法在迭代过程中, 都对采样

残差进行相应的预处理工作; 所以相比于 ILSR算

法, 两种算法的和迭代效率均有提升. 然而, 由于

IWR和 IPR重构算法对于未采样图信号的迭代残

差估计是基于平滑准则, 导致会出现过平滑现象[27].
为了缓解 “过平滑” 问题, Yang等[21] 提出基于局部

扩散算子的 IGDR重构算法, 如式 (14)所示. 其中,
 为采样节点和未采样节点之间的最大跳数,   表

示与采样节点集  和未采样节点  之间的最短路

径相关的指示函数. IGDR算法通过将采样残差经

过图带限滤波后得到的全局未采样残差  和

采样残差基于随机游走策略得到的局部未采样残差

 相加, 得到最终的未采样残差  .

f
(k)
Res (S) = ΦT(S)US

LΦ(S)[f(S)− f (k)(S)]

f
(k)
Res (S

c) = [fG
Res(S

c)](k) + [fL
Res(S

c)](k) =

UH(S
c)UT

H(S)[f(S)− f (k)(S)]+

PS

J∑
j=1

δjD
−1Aj [f(S)− f (k)(S)]

(14)

综上所述, IPR/IWR重构算法是基于图平滑

滤波估计残差信号, 而 IGDR算法是基于图带限特

性的原则而设计的. 两种残差重构法都是基于重构

信号的低频分量相似性而设计的, 对于高频分量缺

乏相应的分析和处理, 导致迭代效率和相比于 ILSR
算法的提升有限.

k f (k)

f (k)

根据 ILSR算法以及凸集映射原理[18] 可知, 在
第  次迭代中的信号  满足图带限特性[28]. 因为

 满足图带限特性以及图傅里叶变换具有线性特

f
(k)
Res = f − f (k)征, 所以可知残差信号  同样满足图

带限分量的恒等不变性. 由此, 本文设计了一种基

于残差谱移位的图信号重构模型, 如式 (15)所示.

f
(k)
Res (S) = ΦT(S)US

LΦS [f(S)− f (k)(S)]

f
(k)
Res (S

c) = ΦT(Sc)f∗

min
f∗

∥∥Y −UT
H(Sc)f∗∥∥2

2

s.t Y = −UT
H(S)Φ(S)[f(S)− f (k)(S)] (15)

基于此重构模型, 本文提出基于残差谱移位的

重构算法 (Band-limited graph signals reconstruc-
tion based graph frequency shifting of residual
signals, BGSR-GFS-R), 算法流程如算法 2所示.

算法 2. BGSR-GFS-R算法

U1 = UH(Sc)UT
H(Sc), K, M 输入.        

fR(Sc) 输出.   .

HBL = [UT
L(S) UT

L(S
c)]T[UT

L(S) UT
L(S

c)]   
U2 = UH(Sc)UT

H(S), Φ(S), Φ(Sc), f(S), PS , σ                    

k = 1, f (1) = HBLf(S) 步骤 1. 初始化     ;

k ≤ K, 当   则:

fRes(S) = f(S)− PSf
(k) 步骤 2.   ;

f
(1)
Res (S

c) H(1) G(1) =

U2Φ(S)fRes(S), m = 1

 步骤 3. 设置零向量  , 单位矩阵  , 

 初始化  ;

m ≤ M 当  , 则:

d(m) = −H(m)G(m) 步骤 4.   ;

α(m) =
(G(m))

T
d(m)

(d(m))
T
U1d

(m)
 步骤 5.   ;

f
(m+1)
Res (Sc) = f (m)(Sc) + α(m)d(m) 步骤 6.   ;

G(m+1) = U1f (m+1)(Sc) +G(1) 步骤 7.   ;

p(m) = f
(m+1)
Res (Sc)− f

(m)
Res (Sc) 步骤 8.   ;

q(m) = G(m+1) −G(m) 步骤 9.   ;

 步骤 10.

∆H(m) =
p(m)(p(m))

T

(p(m))
T
q(m)

−
H(m)q(m)(q(m))

T
H(m)

(p(m))
T
H(k)q(m)

H(m+1) = H(m+1) +∆H(m) 步骤 11.   ;∥∥f (m+1)
Res (Sc)− f

(m)
Res (Sc)

∥∥2
2

σ

M (m > M),

f
(k+1)
Res (Sc),

 步骤 12. 若  小于门限阈值 

或达到最大迭代次数   则终止迭代, 输出参数

  否则, 继续迭代, 跳转至步骤 4;

[f∗
Res(S

c)](k) = ΦT(Sc)f
(m+1)
Res (Sc) 步骤 13.   ;

 步骤 14.
f (k+1) = HBLf

(k) +HBLfRes(S) + [f∗
Res(S

c)](k)    ∥∥f (k+1) − f (k)
∥∥2
2

σ

K (k > K), f (k+1),

 步骤 15. 若  小于门限阈值  或达到最

大迭代次数   则终止迭代, 输出参数   否

则, 继续迭代, 跳转至步骤 2;

fR(Sc) = (I − PS)f
(k+1) 步骤 16.   .
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本文提出的 BGSR-GFS-R重构算法基于迭代

中的采样残差信号和谱移位策略, 估计得到未采

样残差信号. 然后将未采样残差信号与经过带限

图滤波后的未采样信号相加, 最终得到重构后的

未采样信号. 相比于其他基于残差处理的重构算法

(IWR/IPR和 IGDR), 本算法对于残差信号的处理

不依赖与图网络的子图集合. 并且, 由于本算法利

用的是其残差信号的图带限分量的恒等不变性, 将

其建模为最小二乘问题后进行迭代求解, 避免了

“过平滑”现象.

UT
H(Sc), U1 = U0(S

c)UT
0 (S

c)

由于其残差信号的图傅里叶变换的变换矩阵同

样为   所以要求矩阵  为

满秩矩阵, 即采样节点个数不小于带限信号的带宽. 

3    分段带限图信号重构算法

在现有的图信号重构算法中, 所针对的图信号

往往具备平滑或者是低频段受限的信号特征; 即各

节点的信号值与其邻居节点的信号值差异较小, 在
图谱域上呈现出能量较为集中在低频区域内. 除此

以外, 由于在实际情况中由于物理设备及传输手段

的限制, 采集得到的图信号中往往存在着少量的异

常节点数据[7]. 将上述的数据集基于地理距离建模

为图信号后, 本文发现由于其中存在着少量节点信

号值与其邻居节点的信号值差异较大, 其在图谱域

上所呈现的是类似于分段带限的信号特性, 如图 2
所示.

f̃L

f̃0

f̃H

 =

 UT
L(S) UT

L(S
c)

UT
0 (S) UT

0 (S
c)

UT
H(S) UT

H(Sc)

[
Φ(S)f(S)

Φ(Sc)f(Sc)

]

(16)

f̃0 = 0
针对分段带限图信号的重构问题, 本文上述两

种重构算法同样适用. 由  , 可知分段带限图

λi ∈ (ω1, ω2)信号在图频率   内, 同样满足图带限分

量的恒等不变性, 如式 (16)所示. 基于上述分析,
本文提出分段带限图信号重构的优化模型, 如式

(17)所示.

min
f(Sc)

∥∥Y −UT
0 (S

c)Φ(Sc)f(Sc)
∥∥2
2

s.t Y = −UT
0 (S)Φ(S)f(S) (17)

U1 = U0(S
c)UT

0 (S
c) U2 = U0(S

c)UT
0 (S)

U1

U2 HBL H∗
BL

基于上述模型, 只需更改重构算法 BGSR-GFS/

BGSR-GFS-R中的部分输入变量, 便可实现分段带

限图信号的重构. 具体而言, 在 BGSR-GFS中更改的

输入变量  /  ,

在 GBSR-GFS-R算法中除了同样更新矩阵  和

 , 还需要将  更新为  .

H∗
BL =

[
UL(S) UH(S)

UL(S
c) UH(Sc)

][
UT

L(S) UT
H(S)

UT
L(S

c) UT
H(Sc)

]
(18)

 

4    实验仿真及分析

本文将 BGSR-GFS和 BGSR-GFS-R重构算

法与 4 种重构算法 (ILSR、O-PGIR、IPR 和 IG-

DR)进行对比. 由于 IPR算法性能优于 IWR算法,

故实验中只对比了 IPR算法; 其次, 由于 GBSR-

IHT和 GBSR-GFT是将 ILSR算法变换至图谱域

上进行重构, 其迭代效率和 ILSR算法一致, 故本文

未将其加入对比算法. 本文的实验仿真是在 3.40 GHz

的 Intel i7-6700处理器和 16 GB RAM的个人计算

机上运行, 使用的软件为MATLAB R2019b.

G1 G2

G1

实验中采用的数据集分别为美国明尼苏达州交

通网络 (  )和美国部分主要城市温度网络 (  ),
如图 3所示.   是由 2 642个节点和 6 608条边构

成的, 节点和边分别表示交通网中的十字路口和实

 

(a) 空间域
(a) Spatial domain

0

1

2

3

0 100
图频率

(b) 图谱域
(b) Graph spectral domain

图
频
率
分
量

20050 150 250

 

图 2    分段带限图信号

Fig. 2    Graph sperate band-limited signals
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G2

K

(K = 5).

G1 G2

σ 1× 10−8

际的州际公路[29];   中的节点个数为 218, 节点表

示美国主要城市[30], 本文采用  近邻法构建节点之

间的边连接   数据集中的带限图信号是由

服从高斯分布的随机信号经过带限图滤波后构成

的. 数据集  的截止频率为 0.4077, 数据集  的

截止频率为 0.3698. 迭代阈值  设置为  .

G1 G2

本文采用的采样策略为贪婪采样[20] 和随机采

样. 基于贪婪采样策略,   和  分别得到的采样

节点数为 873和 33, 如图 3所示. 为了公平地比较

各算法在不同采样情况下的重构效果, 仿真中随机

采样的节点个数与贪婪采样一致. 本文采用重构信

fR
S fS

号和原始信号之间的相对误差 (Relative error,

RE) 评估算法的重构精度, 如式 (19) 所示. 其中

 和  分别表示重构信号和原始信号.

RE =

∥∥fS − fR
S

∥∥2
2

∥fS∥22
(19)

G1

G2

G1 G2

在无噪情况中, 不同算法的重构性能如图 4所

示, 其中图 4(a)和图 4(c)表示基于随机采样的 

和  数据集的重构性能, 图 4(b)和图 4(d)表示基

于贪婪采样的  和  数据集的重构性能. 相比于

ILSR和 O-PGIR算法, 由于 BGSR-GFS算法利用
 

采样节点

未采样节点

采样节点

未采样节点

(a) G1 (b) G2 

图 3    图信号采样

Fig. 3    Graph signals sampling
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图 4    无噪环境下带限图信号重构性能对比

Fig. 4    Comparison of graph band-limited signals reconstruction performances in noiseless environment
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了信号的图高频分量特征; 无论采用随机采样或贪

婪采样, 新算法都具有更优的迭代效率和重构误差.
此外, 由于 BGSR-GFS-R算法基于残差信号的图

高频分量特征进行重构, 该算法能够高效地估计未

采样节点的残差信号, 相比于 IPR和 IGDR重构算

法, 其迭代效率和重构精度均有提升.

G1

3.75×10−15 2.07×10−15

1.05× 10−7 7.82× 10−13 8.13× 10−15 6.51×
10−15

3.79× 10−15 2.70× 10−15

1.47×
10−14 9.01× 10−15 7.06× 10−15 6.51× 10−15

如图 4(a)所示, 本文将重构算法应用于基于随

机采样的  数据集中, BGSR-GFS和 BGSR-GFS-
R 的重构精度分别为   和   ,
算法 ILSR, OPGIR, IPR和 IGDR的重构精度分

别为  ,   ,   和 

 . 而基于贪婪采样, BGSR和 BGSR-GFS-R
的重构精度分别为  和  , ILSR,
OPGIR, IPR 和 IGDR 的重构精度分别为  

 ,     ,     和   .
新算法的重构精度提升 40 % ~ 70 %.

G2

1.97× 10−15 2.47× 10−15

5.53× 10−16

7.51× 10−16

7.59×
10−6 6.73× 10−11 2.76× 10−15 3.42× 10−15

1.65× 10−9 4.65× 10−15

1.43× 10−15 3.40× 10−15

如图 4(b)所示, 本文将重构算法应用于数据集

 中 ,  新算法 BGSR-GFS 的重构精度分别为

 (随机) 和   (贪婪), 新算法

BGSR-GFS-R的重构精度分别为  (随
机)和   (贪婪). 在随机采样中, 算法 ILSR,
OPGIR, IPR 和 IGDR 的重构精度分别为  

 ,     ,     和   .
基于贪婪采样,算法 ILSR, OPGIR, IPR 和 IG-
DR 的重构精度分别为   ,    ,

 和  . 相比于其他算法, 新算

法的重构精度提升约 60 %.
如表 1和表 2所示, 相比于 ILSR和 O-PGIR

算法, BGSR-GFS算法的重构效率提升 70 %. 相比

于 ILSR和 O-PGIR算法, BGSR-GFS-R算法的重

构效率提升 75 %.

  
G1表 1    无噪情况下基于随机采样的  重构效率

G1Table 1       reconstruction efficiency of random
sampling in noiseless

算法 迭代次数 运行时间 (s)

ILSR 220 139.99

OPGIR 114 108.78

IPR 96 61.87

IGDR 33 20.47

BGSR-GFS 27 5.73

BGSR-GFS-R 8 8.97

 

20 dB 40 dB
为了对比噪声环境中的算法的鲁棒性, 本文在

采样信号中分别加入信噪比为  和  的随

机高斯噪声. 信号重构性能对比如图 5所示, 本文

提出的重构算法和对比算法的抗噪鲁棒性相同, 然

而 BGSR-GFS和 BGSR-GFS-R的迭代效率更高.

无论是本文算法还是对比算法均没有进行噪声抑制

或消除的步骤, 导致无法消除噪声对于重构性能的

影响.

Q

G1 G2 Q

在第 3组仿真中, 本文将针对分段带限图信号

进行重构性能对比. 本文将第 1组仿真实验中的图

信号加入高频分量. 即随机选取  个连续的高频分

量后, 再通过图傅里叶逆变换得到分段带限图信号

(  和  的  值分别为 10和 3). 为了确保对比试

验的公平性, 本文将对比算法中的低通图滤波器调

整为带通图滤波器.
如图 6所示, 无论是基于随机采样或贪婪采样,

本文算法都具有良好的重构精度和迭代效率. 由于

ILSR和 O-PGIR算法都是利用图信号的低频分量

相似性原则设计重构算法, 而没有考虑到图信号的

高频段分量的差异性, 所以迭代效率十分有限. 算
法 IPR在 ILSR的基础上, 基于相邻节点残差信号

等值传递的原则进行迭代过程中增量的估计, 而算

法 IGDR在 IPR的基础上增加了扩散策略, 进一步

提高了迭代效率; 两种基于残差法的重构策略实质

上都是利用了残差信号低频分量之间的相似性, 同
样无法实现高效的信号重构. 与上述 4种算法不同

的是, 由于本文提出的两种算法同时考虑了图低频

相似性和图高频差异性, 通过图谱域移位策略重构

分段带限图信号, 具有较高的重构精度和迭代效率. 

5    结束语

本文针对带限图信号的重构问题, 提出了基于

图带限分量恒等特性的重构模型. 通过将该重构模

型转化为最小二乘问题, 本文提出了两种基于图谱

域移位的重构算法. 此外, 本文所提出的新算法同

样适用于分段带限图信号的重构问题. 最后, 数值

仿真表明, 相比于其他重构算法, 本文算法的重构

性能更优.

 
G2表 2    无噪情况下基于随机采样的  重构效率

G2Table 2       reconstruction efficiency of random
sampling in noiseless

算法 迭代次数 运行时间 (s)

ILSR 269 0.1509

OPGIR 139 0.1291

IPR 64 0.0405

IGDR 34 0.0271

BGSR-GFS 7 0.0065

BGSR-GFS-R 5 0.0146
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图 5    含噪环境下带限图信号重构性能对比

Fig. 5    Comparison of graph band-limited signals reconstruction performances in noisy environment
 

 

0 20 40 60 80 100 120 140

10−15

10−13

10−11

10−9

10−7

10−5

10−3

100

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(1) ILSR
(2) O-PGIR
(3) IPR

(4) IGDR
(5) BGSR-GFS
(6) BGSR-GFS-R

迭代次数

相
对
误
差

(a) G1/随机采样
(a) G1/radom sampling

0 20 40 60 80 100 120 140

10−15

10−13

10−11

10−9

10−7

10−5

10−3

100

(1) ILSR
(2) O-PGIR
(3) IPR
(4) IGDR
(5) BGSR-GFS
(6) BGSR-GFS-R

迭代次数

相
对
误
差

(b) G1/贪婪采样
(b) G1/greedy sampling

(1)(2) (3)

(4)

(5)

(6)

0 20 40 60 80 100 120 140

10−15

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

(2) O-PGIR
(3) IPR
(4) IGDR
(5) BGSR-GFS

(1) ILSR

(6) BGSR-GFS-R

迭代次数

相
对
误
差

(c) G2/随机采样
(c) G2/radom sampling

(1)

(2)
(3)

(4)

(5)

(6)

0 20 40 60 80 100 120 140

10−15

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

(1) ILSR
(2) O-PGIR
(3) IPR
(4) IGDR
(5) BGSR-GFS
(6) BGSR-GFS-R

迭代次数

相
对
误
差

(d) G2/贪婪采样
(d) G2/greedy sampling

(1) (2) (3) (4)

(5)

(6)

 

图 6    分段带限图信号重构性能对比

Fig. 6    Comparison of graph separate band-limited signals reconstruction performances
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