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摘    要   组合优化问题广泛存在于国防、交通、工业、生活等各个领域, 几十年来, 传统运筹优化方法是解决组合优化问题

的主要手段, 但随着实际应用中问题规模的不断扩大、求解实时性的要求越来越高, 传统运筹优化算法面临着很大的计算压

力, 很难实现组合优化问题的在线求解. 近年来随着深度学习技术的迅猛发展, 深度强化学习在围棋、机器人等领域的瞩目

成果显示了其强大的学习能力与序贯决策能力. 鉴于此, 近年来涌现出了多个利用深度强化学习方法解决组合优化问题的

新方法, 具有求解速度快、模型泛化能力强的优势, 为组合优化问题的求解提供了一种全新的思路. 因此本文总结回顾近些

年利用深度强化学习方法解决组合优化问题的相关理论方法与应用研究, 对其基本原理、相关方法、应用研究进行总结和综

述, 并指出未来该方向亟待解决的若干问题.
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Abstract   Combinatorial optimization problems widely exist in various fields such as national defense, transporta-
tion, industry and life. For decades, traditional operational research methods are the main means to solve combinat-
orial optimization problems. However, with the increase of problem size in practical applications and the increasing
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to realize the online solution of combinatorial optimization problems. In recent years, with the rapid development of
deep learning technology, the achievements of deep reinforcement learning in AlphaGo, robot and other fields show
its strong learning ability and sequential decision-making ability. In view of this, in recent years, a number of new
methods using deep reinforcement learning to solve combinatorial optimization problems have emerged, which have
the advantages of fast solving speed and strong model generalization ability. It provides a new idea for solving com-
binatorial optimization problems. Therefore, this paper summarizes and reviews the theoretical methods and applic-
ation researches of this kind of methods in recent years.
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组合优化问题 (Combinatorial optimization

problem, COP)是一类在离散状态下求极值的最优

化问题, 其数学模型如下所示:

minF (x)

s.t. G(x) ≥ 0

x ∈ D (1)

x F (x) G(x)

D

其中  为决策变量、  为目标函数、  为约束

条件,   表示离散的决策空间, 为有限个点组成的

集合. 组合优化问题在国防、交通、产品制造、管理

决策、电力、通信等领域都有广泛的应用[1], 常见的

组合优化问题包括旅行商问题 (Traveling sales-
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man problem, TSP)、车辆路径问题 (Vehicle rout-
ing problem, VRP)、车间作业调度问题 (Job-shop
scheduling)、背包问题 (Knapsack)、最小顶点覆盖

问题 (Minimum vertex cover, MVC)、最小支配集

问题 (Minimum dominating problem, MDP)等.
组合优化问题的特点是其决策空间为有限点

集, 直观上可以通过穷举法得到问题的最优解, 但
是由于可行解数量随问题规模呈指数型增长, 无法

在多项式时间内穷举得到问题的最优解[2], 为此数

十年来学者对组合优化问题的求解算法进行了大量

的研究, 目前求解组合优化问题的方法主要包括精

确方法 (Exact approaches)和近似方法 (Approx-
imate approaches)两大类:

1) 精确方法是可以求解得到问题全局最优解

的一类算法, 主要包括分支定界法 (Branch and
bound)[1, 3]和动态规划法 (Dynamic programming)[4−5],
其均采用分而治之的思想通过将原问题分解为子问

题的方式进行求解[2], 通过不断迭代求解得到问题

的全局最优解.
2) 近似方法是可以求解得到问题局部最优解

的方法, 主要包括近似算法 (Approximate algori-
thms) 和启发式算法 (Heuristic algorithms)两类[2].
近似算法是可以得到有质量保证的解的方法, 包括

贪心算法、局部搜索算法、线性规划和松弛算法、序

列算法等[6−8]; 启发式算法是利用设定的启发式规则

对解空间进行搜索的一类方法, 能够在可行时间内

找到一个较好的解, 但是对解的质量没有保证, 文
献中用来求解组合优化问题的启发式算法主要包括

模拟退火算法[9−10]、禁忌搜索[11−12]、进化算法[13] (如遗

传算法 [14−15], 差分进化算法 [16−17] 等)、蚁群优化算

法[18−19]、粒子群算法[20−21]、迭代局部搜索[22−23], 变邻域

搜索[24−25] 等.
精确方法可以求解得到组合优化问题的全局最

优解, 但是当问题规模扩大时, 该类算法将消耗巨

大的计算量, 很难拓展到大规模问题; 相对于精确

方法, 近似方法可以在可接受的计算时间内搜索得

到一个较好的解. 基于群体智能的进化方法以及局

部搜索等方法都是近年来的研究热点, 但是该类方

法都是迭代型优化算法, 当问题规模很大时, 大量

的迭代搜索仍然会导致较大的计算耗时, 近似方法

仍然很难拓展到在线、实时优化问题. 此外, 一旦问

题发生变化, 上述方法一般需要重新进行搜索求解,
或者通过不断试错对启发式规则进行调整以获得更

好的效果, 计算成本高.
近年来随着人工智能技术的发展, 深度学习技

术已经在很多领域打破了传统方法的壁垒, 取得了

令人瞩目的突破性进展. 在计算机视觉领域, 十多

年前学者们主要利用人工设计的算法进行特征提取

以及图像处理, 但如今深度学习已经成为了当前的

核心方法, 深度神经网络 (Deep neural networks,
DNN)可以自动地对图像的特征进行学习, 代替了

人类的手工算法设计. 作为深度学习另外一个重要的

分支, 深度强化学习 (Deep reinforcement learning,
DRL)主要用来做序贯决策, 即根据当前的环境状

态做出动作选择, 并根据动作的反馈不断调整自身

的策略, 从而达到设定的目标. 近年来深度强化学

习在 AlphaGo Zero[26]、Atari[27] 等问题上的表现显

示了其强大的学习能力和优化决策能力.
组合优化即在离散决策空间内进行决策变量的

最优选择, 与强化学习的 “动作选择” 具有天然相

似的特征, 且深度强化学习 “离线训练、在线决策”
的特性使得组合优化问题的在线实时求解成为了可

能, 因此利用深度强化学习方法解决传统的组合优

化问题是一个很好的选择. 鉴于此, 近些年涌现出

了一系列利用深度强化学习方法解决组合优化问题

的新方法, 在 TSP、VRP、Knapsack等组合优化问

题上取得了很好的效果. 相对于传统组合优化算法,
基于 DRL的组合优化算法具有求解速度快、泛化

能力强等一系列优势, 该类方法是近年来的研究热点.
由于基于 DRL的组合优化方法是近年来新兴

的研究领域, 尚未有文献对该类方法进行系统的研

究和综述, 因此本文对近年来利用 DRL方法求解

组合优化问题的重要模型进行总结回顾, 对该类方

法的基本原理进行介绍, 对各个算法的优缺点和优

化性能进行总结和比较, 并指出未来该方向亟待解

决的若干问题, 旨在为学者在该新兴方向的研究提

供指导.
文章的结构组织如下: 第 1节首先对基于深度

强化学习的组合优化方法进行了概述, 对其产生、

历史发展、方法分类以及优缺点进行了介绍; 第 2
节对基于深度强化学习解决组合优化问题的基本原

理进行介绍; 第 3节对当前主流的基于深度强化学

习的组合优化方法进行了综述, 根据方法的不同类

别, 对各个算法的原理、优缺点和优化性能进行了

对比介绍; 第 4节对该类方法在近年来的应用研究

进行介绍; 最后对本文进行总结. 

1    基于深度强化学习的组合优化: 概述

利用神经网络解决组合优化问题的方法最早可

追溯至Hopfield等在 1985年提出的Hopfield网络[28],
该神经网络用于求解 TSP问题以及其他组合优化

问题[29], 但是该神经网络网络每次只能学习并解决

单个小规模 TSP问题实例, 对于新给定的一个 TSP
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问题需要从头开始再次训练, 相对于传统算法并没

有优势.
神经网络真正能够有效解决组合优化问题是

在 2015年, Vinyals等[30] 将组合优化问题类比为机

器翻译过程 (即序列到序列的映射), 神经网络的输

入是问题的特征序列 (如城市的坐标序列), 神经网

络的输出是解序列 (如城市的访问顺序), Vinyals
等根据该思想, 对机器翻译领域的经典序列映射模

型 (Sequence-to-sequence, Seq2Seq)进行了改进,
提出了可以求解组合优化问题的指针网络模型 (Poin-
ter network, Ptr-Net)[30], 其原理详见第 2节, 作者

采用监督式学习的方式训练该网络并在 TSP问题

上取得了较好的优化效果. 多年来传统的组合优化

算法都是以 “迭代搜索”的方式进行求解, 但是Vinyals
等的模型可以利用神经网络直接输出问题解, 开启

了组合优化一个新的研究领域.
自 Ptr-Net方法被提出后, 近三年来多个基于

Ptr-Net架构的新方法在 NeurIPS, ICLR等人工智

能顶会上被相继提出[30–36], 在 TSP、VRP、Knapsack、
多目标 TSP等组合优化问题上显示了强大的优化

效果, 由于监督式学习需要构造大量带标签的样本,
很难实际应用, 目前大多数研究均利用深度强化学

习方法对模型进行训练.
除指针网络模型之外, 近年来随着图神经网络

技术的兴起, 部分学者采用图神经网络对组合优化

问题进行求解, 与指针网络模型不同的是, 该类方

法采用图神经网络对每个节点的特征进行学习, 从
而根据学习到的节点特征进行后续的链路预测、节

点预测等任务, 其原理详见第 2节. Dai等[37] 首次

结合图神经网络和深度强化学习方法对 MVC、

TSP等组合优化问题进行了研究, 作者利用图神经

网络对各个 “待选节点”的 Q值进行估计, 每次根

据 Q值利用贪婪策略向当前解插入一个新节点, 直
到构造一个完整的解. 文献 [38–41]使用了不同的

图神经网络以及不同的解构造方法对组合优化问题

进行求解, 在二次分配问题、最大覆盖问题、MVC
等组合优化问题上取得了较好的效果. 由于图神经

网络主要进行节点特征的提取, 部分研究[34−35] 结合

图神经网络和指针网络进行组合优化算法的设计,
即首先使用图神经网络进行节点特征计算, 再使用

指针网络的 Attention机制进行解的构造, 在 TSP
等问题上取得了较好的优化性能.

以上方法均为 “端到端 (End-to-end)方法”,
即给定问题实例作为输入, 利用训练好的深度神经

网络直接输出问题的解, 其中神经网络的参数一般

利用深度强化学习方法训练得到. 相对于传统的迭

代型优化算法, 该类端到端方法无需搜索直接输出

问题解, 具有求解速度快的优势; 且模型一旦训练

完成, 可以对具有相同分布特性的所有问题实例进

行求解, 而不需要重新进行训练, 模型具有很强的

泛化能力, 而传统算法一旦遇到一个新的问题实例,
则需要从头开始重新进行搜索求解. 因此该类方法

为求解组合优化问题提供了一种全新的思路, 具有

求解速度快、泛化能力强的优势.
但是由于端到端方法通过神经网络直接输出最

终解, 解的最优性很难保证, 上述方法在小规模

问题上可以接近最优解, 但是在中大规模问题上与

LKH3[42]、Google OR tools[43]、Gurobi[44]、Concorde[45]

等专业组合优化求解器的优化能力还存在一定差距.
鉴于此, 基于 DRL求解组合优化问题的另外

一类研究是利用 DRL方法改进传统的精确/近似

方法, 如利用机器学习模型对分支定界法 (Branch
and bound) 的节点选择和变量选择策略进行优化,
Bengio等[46]已经对该类方法进行了详细的综述研

究, 本文不再赘述. 除了对精确算法进行改进, 近年

来兴起的另一类方法是基于深度强化学习对迭代搜

索类算法进行改进, 局部搜索/邻域搜索是求解组

合优化问题的常用近似方法, 在局部搜索过程中,
学者们通常手工设计各种启发式规则对解进行构造

和搜索, 但是随着人工智能技术的发展, 通过神经

网络模型代替手工规则设计是未来的发展趋势. 鉴
于此, 近几年部分学者研究采用深度强化学习对解

搜索的启发式规则进行学习和选择[47–50], 通过学习到

的规则进行解的迭代搜索, 根据该思路, 文献 [47, 50]
所提方法在优化效果上达到甚至超过了 LKH3、
Google OR tools等专业组合优化求解器, 文献 [50]
在求解速度上也超越了 LKH3、Google OR tools等
方法.

基于深度强化学习改进的局部搜索方法具有较

好的优化效果, 但其本质上仍然是迭代型搜索算法,
求解速度仍然远不及端到端方法; 端到端方法具有

求解速度快、泛化能力强的优势, 但是该类方法的

缺陷是解的优化效果无法保证, 与传统组合优化方

法的优化效果仍然存在一定差距. 目前该两类方法

各具优劣, 鉴于深度强化学习近年来在解决组合优

化问题上的突出成果, 本文主要总结回顾近些年基

于深度强化学习去解决组合优化问题的相关理论方

法和应用研究. 

2    基于深度强化学习的组合优化: 基本

原理介绍

Pointer network模型和图神经网络模型是基

于深度强化学习的组合优化方法中常用的两种模
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型, 本节首先对如何利用上述模型求解组合优化问

题的基本原理进行介绍, 并对广泛用于训练 Point-
er network模型的 REINFORCE强化学习算法进

行介绍. 

2.1    Pointer Network 求解组合优化问题

Pointer network方法可概括为利用神经网络

模型实现序列到序列的映射, 其核心思想是利用编

码器 (Encoder)对组合优化问题的输入序列进行编

码得到特征向量, 再利用解码器 (Decoder) 结合

Attention计算方法以自回归 (Autoregressive)的
方式逐步构造解, 自回归即每次选择一个节点, 并
在已选择节点的基础上选择下一个节点, 直到构造

得到完整解.
本节以经典指针网络模型[31] 求解 TSP问题为

例, 对该方法的原理进行介绍. 经典指针网络模型

的编码器和解码器均为 LSTM (Long short-term
memory)循环神经网络. 利用指针网络模型构造

TSP解的过程如下:

si

si

ei

首先将每个城市的二维坐标转换成高维的节点

表征向量  , 编码器的 LSTM依次读入各个城市

的  , 最终编码得到一个存储输入序列信息的向量

Vector, 同时 LSTM在计算的过程中可以得到每个

城市的隐层状态  , 其过程如图 1所示.

  
Attention

Encoder

ej

s1 s2 s3 s4 43 2

dt

Decoder

Vector

在 t + 1 步解码, 城市 2 的
概率最大, 选择城市 2

 

图 1   Pointer network模型示意图

Fig. 1    Schematic diagram of pointer network model
 

t = 0

d0,

d0 e

t = 1, 2, · · ·

然后解码器对 Vector进行解码, 过程如图 1所
示. 在第一步解码过程中, 即  时, LSTM读入

Vector, 输出当前的隐层状态  利用 Attention机
制根据  和编码器得到的各城市的隐层状态  计

算选择各个城市的概率, 计算公式见式 (2), 此时可

选择概率最大的节点作为第一步选择的城市; 在接

下来的解码过程中, 即  时, LSTM读入上

一步 LSTM的隐层输出和上一步选择城市的特征

dt dt

e

向量, 输出当前的隐层状态  , 根据  和各城市的

 计算选择各个城市的概率, 其计算公式如下, 即
Attention机制:

ut
j = vT tanh (W1ej +W2dt) , j ∈ (1, · · · , n)

P (ρt+1 | ρ1, · · · , ρt, Xt) = softmax
(
ut

)
(2)

dt e

W v

ut
j ut

j

即利用当前的  值和每个城市  值计算得到

第 t步选择各城市的概率, 其中  和  均为神经网

络的参数. 在每一步解码过程中, 对于每个城市 j,
均可以根据式 (2)计算得到其  值,   代表在第 t

步解码过程中选择城市 j的概率, 此时可以选择具

有最大概率值的节点添加到解当中, 按照该方式不

断选择城市, 直至构造得到一个完整解.
因此该深度神经网络模型的输入是城市的坐标

序列, 输出是城市的顺序, 通过对该模型参数的训

练可以实现问题序列到解序列的准确映射. 

2.2    Pointer Network 的强化学习训练方法

W v

对于 Pointer network深度神经网络模型, 可
以通过监督式训练算法或者强化学习算法进行训

练, 由于监督式学习方法需要提供大量最优路径的

标签数据集, 实际应用较为困难, 因此目前研究中

通常以强化学习算法对模型的  和  等参数进行

训练.

s

t πt

π r

s π

pθ(π|s)

强化学习通过试错机制不断训练得到最优策

略, 首先需要将组合优化问题建模为马尔科夫过程,
其核心要素为状态、动作以及反馈, 以 TSP问题为

例, 其问题的状态为城市的坐标  以及已经访问过

的城市, 动作为第  步选择的城市  , 所有动作组

成的城市访问顺序  即为组合优化问题的解, 反馈 

是路径总距离的负数, 即最小化路径长度, 策略即为

状态  到动作  的映射, 策略通常为随机策略, 即得到

的是选择城市的概率  , 该随机策略建模为:

pθ(π | s) =
t=1∏
n

pθ (πt | s, π1:t−1) (3)

θ

pθ (πt|s, π1:t−1)

π1:t−1 s

s π

pθ(π|s)
θ

策略由神经网络参数  进行参数化, 在马尔科

夫过程中, 每一步动作的概率为  , 即
根据已访问过的城市  和城市坐标  计算选择

下一步访问各个城市的概率, 根据链式法则累乘即

可以得到城市坐标  到城市最终访问顺序  的映射

 , 该随机策略可以建模为上节所述的指针网

络模型, 其参数为  .

L(π)

由于 TSP问题的优化目标是最小化总的路径

长度  , 而 REINFORCE也是以总反馈作为参数

更新的标准, 因此现有的研究中通常采用REINFOR-

2524 自       动       化       学       报 47 卷



θCE强化学习算法对策略的参数  进行训练优化.

−L(π)

θ

REINFORCE强化学习算法又称基于蒙特卡洛

的策略梯度方法, 即不断执行动作直到结束, 在一

个回合结束之后计算总反馈, 然后根据总反馈对策

略的参数进行更新. 以 TSP问题为例, 总反馈即为

路径总长度的负数  . 可见 REINFORCE算

法天然适用于训练该类问题. REINFORCE基于以

下公式对策略  进行更新:

∇L(θ | s) =

Epθ(π|s) [(L(π)− b(s))∇ ln pθ(π | s)] ,

θ ← θ +∇L(θ | s) (4)

pθ(π|s)
ln pθ(π | s)

θ

∇ ln pθ(π | s) (L(π)− b(s))

b(s)

b(s)

b(s)

s

(s, L(π))

根据链式法则,   为每步动作选择概率的

累乘 ,  则   计算为每步动作选择概率对

数的求和, 以该值对参数   计算偏导可得梯度值

 ,   决定了梯度下降的方向,
 代表策略的平均表现 (Baseline), 如果当前策略

的表现比 “平均”好, 则对该策略进行正向激励, 反
之亦然. 有多种方式对  进行估计, 运用较多的

方法是新增一个 Critic神经网络计算  , 即给定

一个 TSP问题  , 利用 Critic神经网络估计该问题

解的路径长度. Critic网络与策略网络同步进行训

练, 以策略网络训练过程中产生的  作为训

练集对 Critic进行训练.
θ

pθ(π|s)
REINFORCE算法通过式 (4)对  的梯度进行

计算并更新, 不断训练从而得到准确的  , 即
实现组合优化问题序列到解序列的准确映射. 

2.3    图神经网络方法求解组合优化问题

图神经网络 (Graph neural network, GNN)
是近年来提出的能够有效处理图结构数据的新方

法, 因此部分学者研究如何利用图神经网络对组合

优化问题进行建模, 其核心思想是根据每个节点的

原始信息 (如城市坐标)和各个节点之间的关系 (如
城市之间的距离), 利用图神经网络方法计算得到各

个节点的特征向量, 根据各个节点的特征向量进行

节点预测、边预测等任务.
G = (V,E)一般将图定义为  , V代表节点的集

合, E为边的集合. 图神经网络通过不断学习节点

的特征、邻居节点的特征、边的特征, 并将其以各种

方法进行聚合, 从而最终得到各个节点的特征向量,
根据各个节点的特征向量完成预测、分类等任务.
以经典 GNN[51] 为例, 各个节点的表征以如下公式

更新:

h(t)
v =

∑
u∈N(v)

f
(
xv,x

e
(v,u),xu,h

(t−1)
u

)
(5)

h
(t)
v N(v)

xv xe
(v,u)

xu h
(t−1)
u

t = 0

h
(t)
v

其中  代表节点 v的表征向量,   代表 v的邻

居节点的集合,    是节点 v 的特征,    是与 v
相连的边的特征,   是邻居节点 u的特征,  
是邻居节点 u在上一步更新的特征向量. 因此该公

式根据节点 v本身的特征、边的特征以及邻居节点

的特征对节点 v的表征向量进行更新, 从  开始

对不断对  进行更新直到收敛, 从而得到节点 v
的准确特征向量.

h
(t)
v

根据各个节点的特征向量, 可以进行组合优化

问题的求解, 如针对节点选择问题 (如最小顶点覆

盖问题), 可以将图神经网络得到的节点特征向量

 以一个全连接层神经网络映射到节点选择概率,
从而根据概率进行节点的选择; 针对边选择问题

(如 TSP问题), 可以以两个节点的特征向量作为输

入, 以一个全连接层神经网络映射得到一个选择概

率, 即该两点之间存在边的概率, 从而进行边选择,
值得注意的是, 按照概率进边的选择并不一定可以

构成一个完整的哈密顿回路, 因此需要辅以搜索方

法进行解的构造.

h
(t)
v

h
(t)
v

以文献 [37−38]所用的方法为例, 模型首先利

用 GNN计算得到各个节点的表征  , 将各个节

点的  向量进一步运算得到各个节点的 Q值. 根
据 Q值以迭代的方式构造解, 即每次选择 Q值最

大的节点添加到当前解当中, 直到构造得到完整解,
通常以 DQN强化学习方法对该图神经网络进行训

练, 从而得到准确的 Q值估计. 部分文献 [39, 41]
根据 GNN得到的节点特征向量计算节点/边选择

概率, 随后以波束搜索、树搜索的方式根据选择概

率进行可行解的构造.

h
(t)
v

e

由于图神经网络主要用于计算节点的特征向

量, 因此部分学者[34−35] 将图神经网络和指针网络进

行结合, 即用图神经网络计算得到的节点特征向量

 代替指针网络 LSTM编码器计算得到的各节点

的隐层输出向量  , 仍然采用式 (2)的 Attention
机制计算每一步的节点选择概率, 以自回归的方式

逐步构造得到完整解. 

3    基于深度强化学习的组合优化: 理论

与方法

目前基于 DRL的组合优化方法主要分为基于

DRL的端到端算法和基于 DRL的局部搜索改进算

法两大类, 其中端到端算法主要包括基于 Pointer
network的端到端方法和基于图神经网络的端到端

方法两类, 本文主要对以上方法在近年来的研究进

展进行综述介绍, 对各类方法代表性算法的原理、

优化性能、优缺点进行对比和介绍, 对各类方法未
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来的研究方向进行了分析, 各个算法的总结如表 1.
 

3.1    基于 Pointer Network 端到端方法
 

3.1.1    方法综述

Vinyals等 [30] 最早在 2015年提出了 Pointer

network模型进行组合优化问题求解, 该文章也开

启了利用深度神经网络进行组合优化问题求解的一

系列研究, 该模型借鉴机器翻译领域中的 Seq2Seq

模型求解组合优化问题, 即利用基于深度神经网络

的编码器将组合优化问题的输入序列 (如城市坐

标)进行编码, 然后通过解码器和注意力计算机制

(Attention)计算得到各节点的选择概率, 并以自回

归的方式逐步选择节点, 直到得到完整解 (如城市

访问的顺序), 该方法的详细原理见第 2 节. 作者

采用监督式学习的方法对该模型进行训练, 即利用

大量 “TSP城市坐标−最优路径”的样本对该 Poin-

ter network的参数进行离线训练, 利用该训练好的

模型, 可以求解与训练集具有相同分布特性的任意

TSP问题. 相对于传统的局部搜索或者启发式搜索

方法, 该端到端模型不需要进行迭代搜索, 具有泛

化能力强、求解速度快的优势, 论文实现了对至多

50个城市的小规模 TSP问题的快速求解.
由于 Vinyals等[30] 提出的方法采用监督式方式

进行训练, 导致其得到的解的质量永远不会超过样

本的解的质量, 并且事先构造训练样本需要耗费大

量时间, 因此限制了其应用于更大规模的组合优化

问题. 鉴于此, Bello等[31] 采用强化学习方法训练

Pointer network模型, 他们将每个问题实例视为一

个训练样本, 以问题的目标函数作为反馈信号, 采
用 REINFORCE强化学习算法进行训练, 并引入

Critic网络作为 Baseline以降低训练方差. 论文对

至多 100个城市的 TSP问题以及 200物品的 0−1
背包问题对该模型进行了测试, 结果发现该模型在

 
表 1    现有算法模型、训练方法、求解问题、以及优化效果比较

Table 1    Comparison of model, training method, solving problems and performance with existing algorithms

方法类别 研究 模型以及训练方法 求解问题及优化效果

基于 Pointer
network 的端

到端方法

2015 年 Vinyals 等[30] Ptr-Net + 监督式训练
30 TSP问题: 接近最优解, 优于启发式算法. 40, 50-TSP:
与最优解存在一定差距. 凸包问题、三角剖分问题.

2017 年 Bello 等[31] Ptr-Net + REINFORCE &
Critic baseline

50-TSP: 优于文献 [30]. 100-TSP: 接近 Concorde 最优解.
200-Knapsack: 达到最优解.

2018 年 Nazari 等[32] Ptr-Net + REINFORCE &
Critic baseline

100-TSP: 与文献 [31]优化效果相近, 训练时间降低约60 %.
100-CVRP/随机CVRP: 优于多个启发式算法.

2018 年 Deudon 等[33] Transformer attention +
REINFORCE & Critic baseline

20, 50-TSP: 优于文献 [31]. 100-TSP: 与文献 [31]优化效果相近.

2019 年 Kool 等[34] Transformer attention +
REINFORCE & Rollout baseline

100-TSP: 优于文献 [30−33, 37, 40]. 100-CVRP、100-SDVRP、100-
OP、100-PCTSP、SPCTSP: 接近 Gurobi 最优解, 优于多种启发式

方法.

2020 年 Ma 等[35] Graph pointer network + HRL 20, 50-TSP: 优于文献 [31, 37], 劣于文献 [34]. 250, 500, 1 000-TSP:
优于文献 [31, 34]. 20-TSPTW: 优于OR-Tools、蚁群算法.

2021 年 Li 等[36] Ptr-Net + REINFORCE & Critic
baseline & 分解策略/参数迁移

40, 100, 150, 200, 500-两目标/三目标TSP :
优于 MOEA/D、NSGA-II、MOGLS.

基于图神经网络

的端到端方法

2017 年 Dai 等[37] structure2vec + DQN 1 200-TSP: 接近文献 [31]. 1 200-MVC (最小顶点覆盖): 接近最优解.
1 200-MAXCUT (最大割集): 接近最优解.

2020 年
Manchanda 等[38] GCN + DQN 2k至20k-MCP (最大覆盖问题): 优于文献 [37]. 10k, 20k, 50k-MVC:

优于文献 [37].

2018 年 Li 等[39] GCN + 监督式训练 +
引导树搜索

实际数据集 MVC、MIS (最大独立点集)、MC (极大团)、
Satisfiability (适定性问题): 优于文献 [37].

2017 年 Nowak 等[40] GNN + 监督式训练 +
波束搜索

20-TSP: 劣于文献 [30].

2019 年 Joshi 等[41] GCN + 监督式训练 +
波束搜索

20, 50, 100-TSP: 略微优于文献 [30−31, 33−34], 优于文献 [37].

深度强化学习改

进的局部搜索

方法

2019 年 Chen 等[47] Ptr-Net + Actor-critic 20-CVRP: 达到最优解. 50, 100-CVRP: 优于文献 [32, 34]、OR-
Tools. 作业车间调度: 优于OR-Tools、DeepRM.

2019 年 Yolcu 等[48] GNN + REINFORCE 实际数据集 Satisfiability、MIS、MVC、MC、图着色问题: 更少

搜索步数得到最优解、但单步运行时间长于传统算法.

2020 年 Gao 等[49] Graph attention + PPO 100-CVPR: 优于文献 [34]. 100-CVPRTW: 优于多个启发式方法.
400-CVRPTW: 劣于单个启发式方法, 优于其他.

2020 年 Lu 等[50] Transformer attention +
REINFORCE

20, 50, 100-CVRP: 优于文献 [32, 34, 47], 以及优于 OR Tools、
LKH3. 且运行时间远低于 LKH3.
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50城市 TSP问题上超越了 Vinyals等监督式训练

得到的模型, 并可以在 100城市的 TSP问题上接

近最优解, 在背包问题上达到了最优解.
进一步的, Nazari 等 [32] 将 Pointer network

拓展至具有动态特性的 VRP问题, 作者将输入分

为两部分, 包括静态输入 (顾客位置/坐标)和动态

输入 (顾客需求), 由于考虑到在输入端改变顾客的

顺序不会影响问题的求解, 因此作者将 Encoder输
入层的 LSTM替换成简单的一维卷积层, 从而可以

有效降低计算成本. 在仍然采用 REINFORCE强

化学习算法进行训练的情况下, 他们的模型将训练

时间降低了 60 %, 在 TSP问题上与 Bello等的模

型[31] 取得了几乎相同的优化效果, 并且在 VRP、随
机 VRP问题上取得了比 Clarke-Wright savings
和 Sweep经典启发式搜索算法更好的优化效果.

相对于传统的 Seq2Seq模型, 近年来 Trans-
former模型[52] 在自然语言处理领域取得了巨大的

成功, Transformer的Multi-head attention机制可

以使模型更好地提取问题的深层特征, 鉴于此, 多
个最新的研究借鉴了 Transformer模型进行了组合

优化问题求解的研究.
Deudon等[33] 借鉴 Transformer模型改进了传

统的指针网络模型 ,  其编码层采用了与 Trans-
former模型编码层相同的结构, 即利用Multi-head
attention方法计算得到节点的特征向量; 其解码层

没有采用 LSTM, 而是将最近三步的决策进行线性

映射得到参考向量, 从而降低模型复杂度, 其 At-
tention计算方式与传统 Pointer network模型相

同, 仍然采用经典的 REINFORCE方法对该模型

进行训练, 文章仅对 TSP问题进行了求解, 作者首

先利用该训练好的神经网络模型输出初始解, 随后

在该初始解的基础上进行一个简单的 2OPT局部

搜索, 结果发现这种方式可以有效提高解的质量.
Kool等[34] 在 2019年指出, 虽然 Deudon等[33]

的模型结合局部搜索可以提高性能, 但是其神经网

络模型本身与传统的 Pointer network模型相比并

没有显著的优势, 鉴于此, Kool等借鉴 Transfor-
mer模型, 提出了一个可以利用 Attention机制求

解多种组合优化问题的新方法[34], 在 TSP、Capacit-
ated VRP (CVRP)、OP (Orienteering problem)、
PCTSP (The prize collecting TSP)等问题上性能

超越了前述介绍的所有 Pointer network模型[30−33],

并且高度接近 Concorde、LKH3、Gurobi等专业求

解器得到的最优解. 该方法的改进主要包括两方面:
1) 与文献 [33]相同, 该模型的编码层采用了和 Tran-
sformer模型相同的Multi-head attention机制, 但

b(s)

b(s)

b(s)

解码层和 Attention机制存在很大不同, 首先该模

型每一步的解码过程中考虑的是第一步所做的决策

和最近两步的决策 , Deudon 等 [ 3 3 ] 模型 Atten-
tion的计算方式仍然和经典指针网络相同, 而该模

型采用了 Transformer模型的 Self-attention计算

方法, 增加了更多计算层以提高模型的表现; 2) 另
外, 文章对强化学习训练算法进行了改进, 前述所

有文章均采用 REINFORCE 算法结合 Critic-
baseline的方式进行训练, 即增加一个 Critic神经

网络来估计  . 作者指出同时训练两个神经网络

是低效的, 而且 Critic 很难得到  的准确估计,
因此文章设计了一种 Rollout baseline来代替 Crit-
ic神经网络: 即在之前训练过程中得到的所有策略

模型里, 选择在测试集中表现最好的模型作为基线

策略, 并采用贪婪方式进行动作选择, 将利用该基

线策略对状态 s求解得到的目标函数值作为  ,
如果当前策略比历史最优策略的表现好, 则进行正

向激励, 从而对当前策略进行评价和参数更新. 实
验证明该训练方法的收敛能力明显优于传统方法.
经过以上改进, 该方法的优化性能超越了之前所有

的端到端模型.
进一步的, Ma等[35] 结合指针网络和图神经网

络设计了一种图指针网络 (Graph pointer network,
GPN)用来求解大规模 TSP问题以及带时间窗约

束的 TSP问题. 该模型的编码器包含两部分: Point
encoder以及 Graph encoder, Point encoder对城

市坐标进行线性映射, 并输入到 LSTM中得到每个

城市的点嵌入, Graph encoder通过 GNN图神经

网络对所有城市进行编码, 得到每个城市的图嵌入.
模型根据图嵌入和点嵌入, 基于 Attention机制计

算每一步城市选择的概率, 并引入 Vector con-
text提高模型的泛化能力. 文章采用分层强化学习

方法 (Hierarchical RL, HRL)对模型进行训练. 在
50-TSP问题上训练得到的模型可以有效求解 250,
500, 750, 1  000 等规模的 TSP 问题, 在大规模

TSP问题上超越了 Kool等[34] 的方法, 但是在 100
以内规模的 TSP问题上仍然劣于文献 [34]. 文章并

对带时间窗约束的 TSP问题进行了实验, 性能超

越了 OR-tool以及蚁群算法, 证明了分层强化学习

训练方法在处理约束问题上的有效性. 

3.1.2    总结

以上为按时间线对各个代表性方法的介绍 ,
Vinyals等[30] 最早提出了求解组合优化问题的 Poi-
nter network模型, Bello等[31] 最先提出采用强化

学习方法对该模型进行训练. 目前 Kool等[34]的方法

在 100规模以下的 TSP问题上取得了当前业界最
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优 (State-of-the-art, SOA)的优化效果, 超越了其

他基于 Ptr-Net模型的方法[30−33]. Ma等[35]的方法在

小规模 TSP问题上劣于[34], 但是在大规模 TSP问

题 (250, 500, 1 000)上超越了文献 [34], 各方法详

细的性能对比详见表 1. 值得注意的是, 上述方法

在 50规模以上的 TSP问题上均未达到 Concorde、
LKH3等求解器得到的最优解. 

3.2    基于图神经网络的端到端方法
 

3.2.1    方法综述

Dai等[37] 在 2017年首先研究了如何采用图神

经网络对组合优化问题进行求解, 作者采用 struc-
ture2vec图神经网络对当前解的图结构进行建模,
并根据图神经网络计算剩余可选节点中各个节点

的 Q值, 随后基于贪婪策略根据 Q值选择一个新

的节点添加到当前解中, 直至得到完整解. 作者采

用了深度 Q学习 (Deep Q-learning, DQN)算法对

该图神经网络的参数进行训练, 以使模型输出准确

的Q值估计. 文章首先在 50~100节点的MVC、MAX-
CUT、TSP问题上对该模型进行了训练, 将训练好

的模型在多达 1 200个节点的上述问题上进行了测

试, 以 CPLEX求得的解作为最优解对模型的优化

能力和求解速度进行了研究, 实验结果表明该方法

在 TSP问题上取得了接近 Bello等[31] 方法的效果,
在 MVC、MAXCUT问题上得到了接近最优解的

优化效果, 且超越了多个基准算法.
Mittal等[38] 采用了与 Dai等[37] 相同的模型架

构对大型组合优化问题进行求解, 即结合图神经网

络、DQN以及贪婪策略进行解的构造, 作者采用了

图卷积神经网络 (Graph convolutional networks,
GCN)对图结构进行建模, 在 20k规模的最大覆盖

问题 (MCP)、50k规模的MVC问题上进行了模型

测试, 实验发现该模型在大规模问题上的表现比

Dai等[37] 的模型获得了 41 % 的优化能力的提升.
Li等[39] 采用图神经网络对最小顶点覆盖问题、

最大独立点集 (Maximal independent set, MIS)、
极大团 (Maximal clique, MC)、适定性问题 (Satis-
fiability)进行了研究, 由于所研究问题均为点选择

问题, 与 TSP问题不同, 对节点选择的顺序无要求,
因此文章没有采用逐步添加节点的方式构造解, 而
是使用 GCN图神经网络直接输出所有点选择概率

的估计值, 并基于该估计值以引导树搜索的方式构

造可行解. 为了解决问题可能存在多个最优解的情

况, 文章采用 Hindsight loss方式输出多个概率分

布, 在此基础上进行树搜索, 并采用局部搜索的方

式对解进行再处理. 文章与 Dai等[37] 的模型以及测

试问题的多个基准方法进行了对比, 在优化效果上

均超越了对比算法.

dij

dij

以上方法均为对选择各个节点的概率进行估

计, 文献 [40−41]利用图神经网络对选择各个 “边”
的概率进行估计, 以 TSP问题为例, 利用图神经网

络模型输出一个邻接矩阵,   代表两点之间存在

边的概率,   值大则节点 i和 j大概率相连. 随后

根据各个边出现概率的估计值, 使用波束搜索 (Beam
search)的方式构造最终的可行解. 文献 [40−41]均
采用监督式方法进行训练, 即利用 LKH3或 Con-
corde求解器构造大量 “坐标−最优路径”的训练数

据, 根据最优解的真实邻接矩阵和图神经网络输出

的邻接矩阵计算交叉熵, 以交叉熵为损失函数训练

模型. Nowak等[40] 使用的是经典 GNN图神经网络

模型[51], 该模型的优化效果没有超越传统的启发式

方法以及指针网络模型, Joshi等[41] 采用的是 GCN
图神经网络, 该模型在 20, 50, 100规模 TSP问题上

的优化效果略微超越了 Kool 等 [ 34 ] 的方法, 接近

LKH3、Concorde等求解器得到的最优解, 但是该

方法的求解时间长于 LKH3、Concorde等方法, 在
泛化能力上该方法也不及 Kool等[34] 的方法. 

3.2.2    总结

指针网络模型主要用于求解 TSP、VRP等具

有序列特性的组合优化问题 (即该类问题的解与节

点的顺序有关), 由于指针网络利用 Attention机制

以自回归的方式对解进行构造, 因此适用于求解序

列组合优化问题. 而基于图神经网络的方法由于得

到的是节点的特征向量, 自然地可以计算得到节点

选择的概率, 因此在MVC、MIS等顺序无关的点选

择问题上多有应用, 针对 TSP等序列优化问题, 一
类方法是仍然以自回归的方式逐步选择节点[37], 另
一类方式是根据节点的特征向量计算边选择的概

率, 然后利用波束搜索等方法构造解[41].
由于 TSP问题是文献中研究组合优化问题的

经典算例, 表 2对上述端到端模型在不同规模 TSP
问题上的优化性能进行了实验对比, 结果取自各个

文献中的实验数据, 各个模型采用 TensorFlow或

者 Pytorch深度学习工具平台实现, 由于文献 [34, 41]
是各类方法的 SOA模型且均在相同型号的 1080Ti-
GPU上进行的实验, 因此对文献 [34, 41]的求解时

间也进行了对比.
其中 Greedy是采用贪婪策略构建 TSP问题

的解, 即每次选取具有最大选择概率的城市; 2OPT
是对模型得到的解进行进一步的 2OPT局部搜索

以提高解的质量; BS是采用 Beam search波束搜

索的方式根据边选择的概率构造解. 通过实验结果
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可见 Kool等[34] 的方法是当前基于 Attention机制

的端到端方法的 SOA模型, 采用简单的贪婪策略

即可在短时间内实现对 TSP问题的高效求解; Joshi
等[41] 利用图神经网络结合波束搜索对 TSP问题进

行求解, 其优化效果超越了 Kool等[34] 的模型, 但是

该方法耗时过长.
由于图神经网络能够有效处理很多组合优化问

题的图结构, 近年来利用图神经网络求解组合优化

问题的研究呈上升趋势, 但该类方法仍然有很多问

题待解决, 例如波束搜索通常需要大量搜索时间,
并且大多研究仍然采用监督式方式进行训练, 需要

构造大量标签样本, 实际应用困难. Ma等[35] 将图卷

积神经网络和指针网络相结合, 但是该方法在 100
规模的 TSP问题上仍然劣于 Kool等[34] 的方法, 但
是在大规模 TSP上存在优势, 未来如何将指针网

络的 Attention机制和图神经网络相结合是一个重

要的研究点. 

3.3    深度强化学习改进的局部搜索方法

虽然端到端方法可以通过深度神经网络模型直

接输出问题的解, 实现组合优化的快速求解, 但是

其优化效果与 LKH3、Google OR tools等专业求解

器相比仍有一定差距. 局部搜索 (Local search)是
求解组合优化问题的经典方法, 当前的局部搜索算

法主要是通过人工对搜索的启发式规则进行设计,
以获得更好的优化效果, 鉴于近年来深度强化学习

在在各领域取得的瞩目的学习能力, 学者们开始研

究利用深度强化学习方法来自动学习局部搜索算法

的启发式规则, 从而比人工设计的搜索规则具有更

好的搜索能力. 

3.3.1    方法综述

Chen等[47] 于 2019年提出了一个基于深度强

化学习的组合优化问题搜索模型 NeuRewriter, 它
和局部搜索具有相似的算法流程, 即首先随机构造

一个可行解, 在该初始解的基础上通过局部搜索不

断提高解的质量. 相比于传统算法所采用的人工设

计的启发式规则, 作者利用深度强化学习方法对局

部搜索的策略进行训练, 利用学习到的策略对搜索

过程进行引导. 其策略由两部分构成: Region-pick-
er和 Rule-picker, 以作业车间调度问题为例, 首先

利用 Region-picker选定一个工序, 其次利用 Rule-
picker对该工序的操作策略进行决策, 如与另一个

工序进行调换. 文章利用 Actor-critic方法对 Re-
gion-picker和 Rule-picker策略进行了训练, 其优

化效果在作业车间调度问题上超越了 DeepRM
和 Google OR-tools求解器, 在 VRP问题上超越

了 Google OR-tools求解器.
Yolcu等[48] 采用深度强化学习改进的局部搜索

方法对适定性问题 (Satisfiability)进行了研究, 仍
然采用局部搜索的求解框架, 利用深度强化学习对

局部搜索中变量选择算子进行学习, 作者采用图神

经网络对变量选择的策略进行参数化, 利用 REIN-
FORCE算法更新图神经网络的参数, 实验显示相

对于传统的启发式算法, 该方法可以在更少的步数

内找到最优解, 但是运行时间却远长于传统算法.
Gao等[49] 基于大规模邻域搜索框架对组合优

化问题进行求解, 作者利用深度强化学习方法对大

规模邻域搜索的 Destroy和 Repair算子进行学习,
采用图注意力神经网络 (Graph attention net-
work)对问题特征进行编码, 并采用基于循环神经

网络的解码器输出 Destroy和 Repair算子. 具体

的, Destroy算子是从当前解中选择多个节点, 并将

其从当前解中移除, Repair算子是将移除的节点以

一定的顺序重新插入到当前解中, 因此该模型对

Destroy算子的点集选择策略和 Repair算子的排

序策略进行学习. 文章采用 Proximal policy op-
timization (PPO)算法对模型进行训练, 并用来解

决 CVRP、带时间窗的 CVRP等问题, 实验表明该

方法在 100节点的 CVRP问题上优化效果超越了

Kool等[34] 的方法, 并在 400节点的大规模 CVRP
问题上具有比传统启发式算法更快的收敛性能, 在
优化能力上接近但未达到最优解, 但本文并没有提

供求解时间对比.
Lu等[50] 于 2020年提出了一种 Learn to im-

prove (LSI)组合优化问题求解方法, 该方法不只在

优化效果上超越了 LKH3、Google OR-tools等组合

 
表 2    端到端模型在 TSP问题上优化性能比较

Table 2    Comparison of end-to-end model on TSP

方法类别 模型 TSP-20 TSP-50 TSP-100

最优 Concorde 3.84 5.70 7.76

基于指

针网络

(Attention
机制)

Vinyals 等[30] 3.88 7.66 —

Bello 等[31] 3.89 5.95 8.30

Nazari 等[32] 3.97 6.08 8.44

Deudon 等[33] 3.86 5.81 8.85

Deudon 等[33] +
2OPT

3.85 5.85 8.17

Kool 等[34]

(Greedy)
3.85 (0 s) 5.80 (2 s) 8.12 (6 s)

Kool 等[34]

(Sampling)
3.84 (5 m) 5.73 (24 m) 7.94 (1 h)

基于图神

经网络

Dai 等[37] 3.89 5.99 8.31

Nowak 等[40] 3.93 — —

Joshi 等[41]

(Greedy)
3.86 (6 s) 5.87 (55 s) 8.41 (6 m)

Joshi 等[41] (BS) 3.84 (12 m) 5.70 (18 m) 7.87 (40 m)
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优化求解器, 其求解速度也超越了上述专业求解器.
作者首先对 LSI框架进行设计, 算法总体流程仍然

采用局部搜索的方式, 在每一步搜索过程中, 算法

决定是继续提升当前解还是对当前解进行扰动, 因
此算法包括两个算子: 提升算子和扰动算子, 作者

采用了 9种不同的提升算子作为算子库, 采用深度

强化学习训练提升算子的选择策略, 每次迭代, 算
法根据问题特征和当前的解, 利用学习到的策略从

算子库中选择提升算子, 从而不断提升当前解的质

量, 如果达到局部最优, 算法对当前解进行扰动. 论
文通过实验证明该方法在 20-, 50-, 100-CVRP问

题上超越了当前 State-of-the-art的 LKH3求解器,
并且其求解速度也远超 LKH3算法. 

3.3.2    总结

深度强化学习改进的局部搜索方法是自 2019年
以来最新提出的一类组合优化方法, 主要用于求解

VRP等路径优化问题, 表 3对该类方法以及端到端

模型在求解不同规模 VRP问题上的优化能力进行

了比较, 结果取自各个文献的实验数据. 各算法均

在 GPU上运行 (各算法使用不同型号 GPU, 但运

算时间不存在较大差距), 均采用 Pytorch深度学习

工具实现.

  
表 3    多个模型在 VRP问题上优化性能比较

Table 3    Comparison of models on VRP

模型 VRP-20 VRP-50 VRP-100

LKH3 6.14 (2 h) 10.38 (7 h) 15.65 (13 h)

Nazari 等[32] 6.40 11.15 16.96

Kool 等[34]

(Greedy)
6.40 (1 s) 10.98 (3 s) 16.80 (8 s)

Kool 等[34]

(Sampling)
6.25 (6 m) 10.62 (28 m) 16.23 (2 h)

Chen 等[47] 6.12 10.51 16.10

Lu 等[50] 6.12 (12 m) 10.35 (17 m) 15.57 (24 m)

 

从实验对比可以看出, 深度强化学习改进的局

部搜索方法在优化能力上优于当前性能最好的端到

端模型 ,  Lu 等 [ 5 0 ] 模型的优化性能甚至超越了

LKH3专业组合优化求解器, 且算法运行时间数倍

少于 LKH3; 但是该方法的运算时间仍然远长于端

到端模型, Kool等[34] 的模型采用简单的贪婪策略可

见在数秒内运算得到接近最优解的方案, 具有快速

在线求解的优势. 可见两类不同的方法具有不同的

优势, 需要根据不同应用场景和问题规模进行选择. 

3.4    基于深度学习的多目标组合优化方法

目前绝大多数基于深度强化学习解决传统优化

问题的研究都是针对单目标优化问题, 而使用深度

强化学习方法解决传统多目标优化问题的研究很

少, 值得注意的是, “多目标 (深度)强化学习”的概

念[53−54] 很早就被提出并且存在很多文献对其进行研

究, 但是其研究的是如何设计具有多个奖励信号的

强化学习算法, 例如如何利用强化学习算法控制潜

艇寻找目标[53], 其中需要最大化寻找到目标的数量

和最小化寻找的时间, 其研究的主体是多目标强化

学习算法, 而不是如何利用强化学习方法解决传统

的多目标优化问题.
针对该问题, Li等[36] 最近提出了一个简单却有

效的框架 DRL-MOA, 尝试使用深度强化学习方法

对传统的多目标优化问题进行求解, 该方法在 2个、

3个和 5个目标的多目标 TSP (MOTSP)问题上取

得了显著优于传统 MOEA/D和 NSGA-II多目标

优化算法的优化效果, 且优于多目标局部搜索算法

MOGLS, 并且随着问题规模的扩大 (如 200-、500-
MOTSP问题), 该方法的优化效果显著超越了传统

优化算法, 且具有数倍于传统算法的求解速度. 该
方法借鉴 Pointer network模型采用端到端的求解

框架, 采用基于分解的思想将多目标问题分解为多

个子问题, 并将每个子问题建模为 Pointer net-
work模型, 多个子模型利用基于邻居的参数迁移的

方法进行协同训练, 文章利用随机生成的 40城市

TSP问题进行模型训练, 一旦模型训练好, 可以求

解任意生成的 100、200、500城市的 TSP问题, 而
不用重新训练模型, 具有较强的泛化能力. 得益于

端到端的求解框架, 求解速度快以及泛化能力强是

该方法的优势, 且该方法的思想很容易迁移到其他

多目标优化问题的求解中, 但是文章仅对多目标

TSP问题进行了实验研究, 对其他多目标组合优化

问题以及更为普遍的多目标连续优化问题没有进行

研究, 并且由于该类方法神经网络模型个数与权重

个数成正比, 如何提高该类方法的训练效率也是未

来的研究方向. 

3.5    基于深度学习的组合优化方法总结

从上述方法可见, 端到端模型具有求解速度远

超传统优化算法的优势, 也是近年来研究较多的一

类方法, 模型一旦训练完成, 可以对任意同类型的

问题进行求解, 具有很强的泛化能力, 但是很难保

证解的优化效果, 尤其随着问题规模的扩大, 其优

化能力与传统优化算法之间的差距会不断扩大. 深
度强化学习改进的局部搜索方法是近年来兴起的另

外一类方法, 其本质上仍然是启发式搜索算法, 但
是没有采用人工设计的搜索规则, 而是利用深度强

化学习算法对搜索规则进行学习, 因此该方法具有

较强的优化能力, 其优化效果可以超越传统的优化
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算法, 但是其求解时间仍然远慢于端到端模型, 因
此决策者需要根据优化效果和求解速度之间的权衡

来选择不同的方法.
由于端到端模型可以采用监督式和强化学习方

法进行训练, 文献 [55−56]对监督式和强化学习训

练方法进行了详细的实验对比和分析, 论文发现强

化学习训练方法收敛比监督式训练方法慢, 但强化

学习得到的模型具有更强的泛化能力.
由于存在多种组合优化问题, 不同文献的研究

重点不同, 导致存在多种不同的模型方法. 例如文

献 [32, 34, 50]等偏重于解决 TSP、VRP等路径优

化问题, 其中节点选择的顺序对结果有很大影响,
因此基于 Attention机制的方法在此类问题上有较

好的效果. 并且对于复杂的路径选择问题, 如 CVRP
问题, 目前的研究均采用 Attention机制, 而没有单

纯采用图神经网络的方法, 可见 Attention机制在

处理具有序列特性的组合优化问题上具有较好的性

能; 而文献 [37, 39, 48]等偏重于解决MVC、MAX-
CUT等问题, 即点选择问题, 该类问题对节点的顺

序没有要求, 此种情况下图神经网络在该类问题上

应用较多; 同时, 结合图神经网络和 Attention机制

的方法在 TSP等路径优化问题上也取得了较好的

效果[35, 49].
鉴于此, 为了更清晰地对求解不同类型组合优

化问题的不同模型方法进行比较, 本节对解决不同

组合优化问题的不同文献进行统计, 并对各个研究

所采用的模型进行归纳, 结果如表 4所示, 其中部

分文献是 2020年刚提出的新方法, 在模型和实验

结果上都有突出的特点和表现并且被多次引用, 但
是仅发表了预印版 (在审)而暂未通过同行评审, 因
此上文并没有对这些文献进行详细介绍, 仅列出供

读者查阅并以星号 (*)标注.
由表 4可见, 近年来图神经网络结合各种搜索

方法 (波束搜索、树搜索)在各种组合优化问题上得

到了广泛的应用, 其主要应用于没有序列特性的组

合优化问题, 如 MVC、MAXCUT等. 而基于 At-
tention机制的指针网络方法是解决具有序列决策

特性组合优化问题的主要方法, 如TSP、VRP等问题.
针对基于指针网络的端到端模型, 由于其核心

是借鉴机器翻译领域的 Attention机制, 因此追踪

当前自然语言处理领域的前沿成果是提升指针网络

模型性能的重要思路, 如 Kool等[34] 借鉴了 Trans-
former模型中的Multi-head attention机制, 使得

其模型在组合优化问题上取得了当前业界最优的效

果. 同时, 如何改进编码器和解码器的神经网络模

型结构也是提高模型性能的一个重要研究方向.
针对基于图神经网络的端到端模型, 由于图神

经网络是当前人工智能领域的研究热点, 如何从众

多模型中选择改进适合求解不同组合优化问题的图

神经网络模型是一个重要的研究方向, 同时波束搜

索、树搜索耗时长也是制约该类方法的一个问题,
如何高效地将图神经网络和 Attention机制相结合

是未来可行的研究思路.
针对深度强化学习改进的局部搜索方法, 目前

的研究仍然处于起步阶段, 但已经取得了超越传统

组合优化求解器的成果, 如何提高解搜索的效率以

及扩大启发式算子的搜索空间是未来提升算法性能

的重要研究方向. 

4    深度强化学习解决组合优化问题: 应
用综述

组合优化问题广泛存在于工业、制造、通信、交

通等各个领域, 随着在各个领域中实际问题规模的

 
表 4    不同组合优化问题求解算法统计与比较

Table 4    Summary and comparison of algorithms on dif-
ferent combinatorial optimization problems

组合优化问题 文献 模型细节

TSP 问题

[30–36]
基于 Ptr-Net 架构

(Encoder-decoder-attention)

[37] GNN + DQN

[40–41] GNN + 监督式训练 + 波束搜索

VRP 问题

[32, 34]
基于Ptr-Net 架构 (Encoder-
decoder-attention)

[47, 49–50]

DRL 训练局部搜索算子. [47]:
Ptr-Net 模型, [49]: Graph
attention 模型, [50]: Transformer
attention 模型.

最小顶点覆盖问题

(MVC)

[37–38, 48] GNN + RL

[39] GNN + 监督式训练 + 树搜索

最大割集问题

(MaxCut)

[37] GNN + DQN

[57]
Message passing neural network
(MPNN) + DQN

[58] * CNN&RNN + PPO

适定性问题

(Satisfiability)
[39, 48] GNN + 监督式训练/RL

最小支配集问题

(MDS)

[48] GNN + RL

[59] * Decision diagram + RL

极大团问题 (MC) [39, 48] GNN + 监督式训练/RL

最大独立集问题

(MIS)

[39] GNN + 监督式训练 + 树搜索

[60] * GNN + RL + 蒙特卡洛树搜索

背包问题

(Knapsack)
[31] Ptr-Net + RL

车间作业调度问题 [47] LSTM + RL 训练局部搜索算子

装箱问题 (BPP)
[61] * LSTM + RL

[62] * NN + RL + 蒙特卡洛树搜索

图着色问题
[48] GNN + RL

[63] * LSTM + RL + 蒙特卡洛树搜索
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不断扩大以及对算法求解时间的严格要求, 传统运

筹优化方法很难在可接受时间内实现问题的在线求

解, 基于深度强化学习的组合优化方法作为近年来

提出的一类前沿方法, 具有求解速度快、泛化能力

强的优势, 本节对近年来该类方法的应用研究进行

综述. 首先对应用较多的网络与通信领域的研究进

行综述, 其次对交通、电网等其他领域的应用研究

进行介绍. 

4.1    网络与通信领域

由于网络与通信领域存在多种典型的组合优化

问题, 如资源分配、路由拓扑优化等, 因此基于深度

强化学习的组合优化在网络与通信领域存在较多的

应用.
1)资源分配

在网络与通信领域, 资源分配问题是指将有限

的 CPU、内存、带宽等资源分配给不同的用户或任

务需求, 如虚拟网络功能部署问题、网络资源切片

问题等.
网络功能虚拟化技术 (Network function vir-

tualization, NFV)通过标准的 IT虚拟化技术将网

络功能虚拟化, 是当前网络通信的前沿技术, 虚拟

网络功能 (Virtual network function, VNF) 是
NFV架构中的虚拟网络功能单元, VNF的放置与

部署问题是当前网络通信领域研究较多的一类问

题, 鉴于传统的 VNF部署方法通常需要数十分钟

才可以完成优化过程, 近年来涌现出利用深度强化

学习实现 VNF智能在线部署的多个研究. 文献 [64]
将 VNF部署问题建模为混合整数规划问题, 并将

其转化为马尔科夫过程, 在满足不同的端到端时延

需求的前提下, 以最小化总任务时间为目标, 文章

以 DQN强化学习方法对模型进行训练, 从而实现

VNF在线部署, 该方法在收敛性能以及优化能力上

优于多个基准方法. 文献 [65−66]基于 GNN图神经

网络对 VNF网元资源需求进行预测, 以提高 VNF
部署的准确性. 文献 [67]考虑 VNF网元资源分配

的特性, 指出传统强化学习方法很难处理 VNF部

署问题中的大规模离散决策空间探索问题, 因此文

章对 DDPG (Deep deterministic policy gradient
algorithm)强化学习算法进行了改进, 提出了增强

DDPG算法, 该方法的优化能力超过了传统 DDPG
方法以及整数规划方法. 文献 [68]采用 Ptr-Net的
Encoder-decoder架构对 VNF部署问题进行了求

解, 其 Encoder和 Decoder均采用 LSTM模型, 文
章利用拉格朗日松弛将该约束问题转化为无约束问

题, 并采用基于蒙特卡洛的策略梯度方法对模型进

行训练. 通过与约束问题求解器 Gecode和传统启发

式方法对比, 实验显示该方法的优化性能在大多数

小规模和大规模问题上均优于对比算法.
文献 [69]基于深度强化学习对无线边缘计算

网络的切片策略进行了研究, 文章设计了一种D-DRL
分布式强化学习框架, 采用一个中心协调器和多个

分布式智能体对切片策略进行协同优化, 并采用

DDPG强化学习算法对模型进行训练. 传统网络切

片方法通常会受到不确定的资源需求、不确定的服

务时间等不确定性因素影响, 文献 [70]将网络切片

过程建模为半马尔科夫过程, 采用 Deep double Q-
learning方法对切片策略进行优化, 以克服 DQN
收敛慢的缺点, 模型在训练时可以充分地对大规模

决策空间进行探索, 从而能够在在线优化时有效处

理不确定的状态信息, 进行实时在线响应, 将不同

的网络资源分配给不同种类的用户, 实验证明该方

法的长期优化能力相比于当前最优的方法提高

40 %, 且在线优化耗时可以忽略不计.
文献 [71]对雾计算中的复杂资源分配问题进

行了研究, 将雾计算建模为马尔科夫过程, 以在既

定时延内满足用户最大需求为目标, 利用 DQN强

化学习方法对雾计算中的资源分配进行在线求解,
可以得到接近最优解的优化效果, 并优于传统的启

发式资源分配方法.
2)拓扑与路由优化

在通信网络或者无线传感网络中, 通常需要对

路由策略、传感器的连接拓扑进行优化, 以降低通

信时延和成本.
文献 [72]基于深度强化学习方法对无线通信

网络的路由策略进行研究, 文章采用图神经网络对

通信网络的图结构进行建模, 对当前网络信息进行

编码, 并输出选择不同节点的 Q值, 采用 DQN算

法对图神经网络进行训练. 实验显示该方法具有很

强的泛化能力, 一旦模型训练完成, 能够对任意结

构的网络进行路由策略的在线优化. 文献 [73]基于

DRL 和蒙特卡洛树搜索提出了一种 DRL-TC 方

法, 利用该方法对无线自组织传感网络的通信拓扑

连接进行优化, 文章采用深度神经网络对问题进行

建模, 利用强化学习方法对其进行训练, 利用该神

经网络的输出指导蒙特卡洛树搜索的过程, 从而得

到最优的通信拓扑连接. 文献 [74]对无线传感网络

中移动代理的路由策略进行了研究, 采用 Ptr-Net
模型输出移动代理的最优路径, 文章利用 Actor-
critic算法对其进行训练, 实验显示该方法能够有

效地对无线传感网络的流量进行控制, 降低能量消

耗. 文献 [75]基于深度强化学习方法对 D2D无线

通信网络的链路选择策略进行优化, 文章采用 Ptr-
Net 模型对链路进行选择 ,  其 Encoder 和 De-
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coder均使用 LSTM模型, 并利用策略梯度方法对

模型进行训练, 实验证明该方法能够在更短计算时

间内达到和传统方法相似的优化性能.
3)计算迁移

计算迁移 (Computation offloading)是通过将

部分计算任务从本地迁移到远程设备以解决移动终

端资源受限问题的一个有效途径, 由于无线信道状

况变化较快, 需要快速进行策略相应, 而传统的数

值优化方法很难实现在线快速优化, 鉴于此, 多个

文献 [76–78]采用深度强化学习实现计算迁移策略

的在线优化. 文献 [76]提出了一种基于深度强化学

习的 DROO计算迁移框架, 基于 DQN算法对移动

边缘计算网络对在线计算迁移策略进行优化, 在优化

时间和优化效果上优于传统整数规划算法. 文献 [77]
基于深度强化学习方法对多址边缘计算的计算迁移

策略进行了研究, 文章采用 Seq2Seq模型对策略进

行建模, 利用 PPO算法对模型进行训练, 在不同任

务数量的情况下均接近最优解, 且超越了多个基准

方法. 文献 [78]将移动边缘计算网络中的计算迁移问

题转换成了多维多背包问题, 利用多指针网络 (MPtr-
Net)对策略进行建模, 并采用 REINFORCE强化

学习方法对该指针网络进行训练, 最后采用波束搜

索得到最终的方案. 实验表明该方法的优化性能较

基准启发式算法提高了 25 %, 且运行时间优于 OR-
tool. 

4.2    其他领域

1)交通领域

在货物配送领域, 随着电商规模的不断扩大,
当前的配送路径优化方法很难做到城际交通规划系

统的在线实时响应, 鉴于此, 文献 [79]利用深度强

化学习方实现了配送路径的在线快速生成, 文章设

计了一种基于 Struct2Vec图神经网络和 Ptr-Net
注意力网络的模型, 采用图注意力机制对路径生成

的过程进行建模, 并采用策略梯度方法对该模型进

行训练, 文章基于德国科隆市的城市交通路网对该

方法进行了测试, 实验显示该方法可以在可接受时

间内实现配送路径的快速生成, 且在相同求解时间

内优于传统的整数规划方法和启发式方法. 在网约

车领域, 订单的分配和司机载客区域的分配是一个

复杂的组合优化问题, 传统运筹优化方法很难处理

大规模订单的在线调度和响应, 文献 [80]利用深度

强化学习方法对该问题进行了研究, 文章参考 At-
tention机制对深度神经网络的结构进行了设计, 并
分别研究了 DQN和 PPO训练算法在不同场景下

的表现, 实验表明 DQN和 PPO训练方法在不同

的客流需求场景各具优势, 且能够实现在线实时优

化. 文献 [81]采用深度强化学习方法对交通信号灯

控制策略进行优化, 以信号灯持续时间作为优化变

量, 结合决策网络、目标网络、Double-Q-Learn-
ing等深度强化学习方法对模型进行训练, 取得了

比传统交通信号灯控制方法更好的效果.
2)生产制造领域

在生产制造领域存在大量组合优化问题, 近年

来基于深度强化学习的组合优化模型在生产制造领

域也多有应用. 文献 [47, 82]对经典的车间工作流

调度问题进行了研究, 采用深度强化学习方法对局

部搜索的解搜索规则进行学习, 利用 Actor-crit-
ic深度强化学习算法对搜索规则进行优化学习, 实
验表明该两个模型在优化性能上均超越了传统启发

式局部搜索方法; 置换车间工作流调度问题是对是

对流水车间调度问题的进一步约束, 文献 [83−84]
均采用指针网络模型对该问题进行了研究, 文献 [83]
采用了经典的指针网络模型, 并利用 CPLEX求解

器构造大量样本对该模型进行监督式训练, 实验结

果表明Attention机制能够有效提高解的质量, 文献 [84]
采用了Multi-head attention机制进行建模, 并利

用 REINFORCE强化学习算法对模型进行训练,
实验表明该模型超越了多个启发式搜索算法和传统

的指针网络模型.
3)高性能计算领域

人工智能模型的训练是一个耗时极长的任务,
合理地对计算资源进行规划和调度能够有效提高计

算效率, 随着神经网络规模的不断扩大, 多 CPU和

多 GPU混合训练是当前通用的一个方法, 将神经

网络模型的不同计算功能部署在不同的计算设备上

对训练速度有很大的影响, 该问题是一个典型的组

合优化问题, 文献 [85−86]利用深度强化学习方法

对该部署问题进行了研究, 文献 [85]采用了经典的

Ptr-Net模型架构对问题进行建模, 并利用策略梯度

方法进行分布式训练, 实验证明该方法可以将Tensor-
flow计算图的训练速度提高 20 % 以上. 文献 [86]
在此基础上提出了一个分层模型, 首先 Grouper层
将计算图中的不同计算部分进行分组, 然后 Placer
层根据 Grouper层得到的分组结果输出部署方案,
Placer层仍采用 Encoder-decoder模型, 实验证明

该方法可以将 Tensorflow计算图的训练速度提高

60 %.
4)微电网能量管理领域

在微电网能量管理问题中, 用电、储能等设备

的启停控制是典型的离散优化问题, 部分学者采用

不同的深度强化学习方法对该问题进行了研究 .
Francois-Lavet等[87] 使用深度强化学习方法对微电

网能量管理问题进行了研究, 文章考虑了一个包含
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短期储能、长期储能以及光伏发电的微电网系统,
将微电网能量管理问题建模为马尔科夫过程, 以最

小化用电费用为目标, 以充电、放电、无操作作为动

作空间, 以卷积神经网络对该问题进行建模, 采用

DQN算法进行训练, 实验发现该训练好的模型能

够有效地提高能源利用率, 降低用电费用, 但是文

章没有和基准方法进行对比. 文献 [88]构建了一个

包含光伏发电、储氢装置、蓄电池的孤岛型复合能

源系统, 并将复合储能系统的协调控制转化为序列

决策问题, 文章仍然采用卷积神经网络对问题进行

建模, 采用 Double DQN 深度强化学习方法对该系

统的协调控制策略进行优化, 实验表明该方法与

DQN算法相比具有更快的收敛速度. 文献 [89]利
用 Double Q-learning深度强化学习方法对空调和

通风系统的温度调节、启停等策略进行优化, 从而

在保证良好的温度舒适度和空气质量的前提下达到

最低的能量消耗, 以实现最优能量管理优化, 文章

在实际环境中对该模型进行测试, 结果发现该方

法与传统的温度调节方法相比更具有优越性. 文
献 [90]利用深度强化学习算法对对楼宇的智能能

量管理问题进行了研究, 对楼宇中空调、电视、电动

汽车等用电设备的启停进行控制, 文章利用深度

神经网络对该问题进行建模, 分别研究了 DQN和

DPG (Deep policy gradient)训练算法在该问题上

的表现, 实验表明 DPG策略梯度方法能够更加有

效地实现削峰填谷和降低能源消耗.
由于基于深度强化学习的组合优化方法是近年

来刚提出的一类方法, 其应用研究较少. 近年来的

应用研究对 Ptr-Net、图神经网络模型以及其他深

度神经网络模型均有应用, 对 DQN、Double DQN、
Actor-critic、PPO、DDPG等先进的深度强化学习

方法也均有涉及. 但由于各个应用研究都是针对各

自不同的实际问题进行建模, 其模型的结构、状态

空间、动作空间都有较大区别, 很难在文献之间进

行横向比较, 且大多数文献的实验对比较为匮乏,
虽能体现出算法的优化效果, 但对算法的优化性能

分析较少, 只有少量文献对算法结果与最优解之间

的差距进行了分析. 目前的应用研究大多应用在传

统算法很难进行在线优化的背景下, 基于深度强化

学习的优化算法具有求解速度快、泛化能力强的优

势, 由于工业、制造、交通等领域存在大量组合优化

问题, 因此该类方法具有广泛的应用背景. 

5    结论与展望

实际生产生活中存在很多组合优化问题, 已有

大量研究对各种组合优化方法进行了研究, 但是面

对大规模复杂组合优化难题时, 现有方法很难在可

接受时间内找到满意解, 难以满足很多问题在线优

化的需求. 而近年来基于深度强化学习的组合优化

方法在多种组合优化问题上展示出了良好性能, 具
有较强的泛化性能和快速的求解速度, 为组合优化

问题的在线求解提供了新的思路. 因此本文从理论

方法和应用研究两个层面综述了近些年关于基于深

度强化学习组合优化方法的相关研究, 以期为未来

该领域的研究提供较好的支撑.
现有研究已经显示出深度强化学习在解决组合

优化问题方面的优势, 但是相关研究还比较浅显,
当前的研究尚属于起步阶段, 仍然存在一系列问题.
要构建基于 DRL解决组合优化问题的理论方法体

系, 还需从如下几个方面开展研究:
1)在模型方面. 在当前的研究中, 直接采用深

度神经网络模型输出的解通常较差, 大部分文献都

需要进一步通过波束搜索、局部搜索、采样策略等

方式进一步提升解的质量, 这说明当前的模型仍然

有很大的提升空间, 未来需要进一步对求解组合优

化问题的深度神经网络模型进行研究, 如何有效结

合图神经网络和Attention机制是一个较好的研究点.
2)在研究对象方面. 当前文献研究的问题都相

对简单, 而实际中的组合优化问题通常具有多目标、

多约束、非静态等复杂特性, 当前方法很难对该类

问题进行求解, 目前考虑多目标优化、约束优化的

文章较少. 未来基于深度强化学习方法对多目标、

约束优化、动态优化问题进行研究是一个重要的研

究方向.
3)在深度强化学习训练算法方面. 目前对端到

端模型的训练大多采用 REINFORCE、DQN等传

统训练算法, 具有采样效率低、收敛慢等缺陷, 如何

根据组合优化问题的特性设计更加高效的强化学习

训练算法也是一个未来需要着重研究的内容.
4)最后, 如何利用基于深度强化学习的组合优

化方法来解决工程实际中的在线调度优化问题将会

成为未来重要的研究方向.
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