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摘    要   传统多视角聚类都基于视角完备假设, 要求所有样本的视角信息完整, 不能处理存在部分视角缺失情形下的不完

整多视角聚类任务. 为解决该问题, 提出一种基于低秩张量图学习的不完整多视角聚类方法. 为了恢复相似图中缺失视角所

对应的样本关联信息, 该方法将低秩张量图约束和视角内在图保持约束融入到多视角谱聚类模型. 通过在一个统一模型中

同时挖掘视角间的互补信息和视角内未缺失样例的关联信息, 所提出的方法能够得到表征样例邻接关系的完整相似图和视

角间一致的最优聚类指示矩阵. 与 12种不完整多视角聚类方法进行实验对比, 实验结果表明所提出的方法在多种视角缺失

率下的 5个数据集上获得了最好的聚类性能.
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Low-rank Tensor Graph Learning Based Incomplete Multi-view Clustering
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Abstract   Conventional multi-view clustering methods all assume that the give multi-view data is complete, i.e., all
views are fully observed, which are not applicable to the incomplete multi-view clustering case with missing-views.
To address this issue, we propose a method, called low-rank tensor graph learning (LASAR). To recover the miss-
ing connections corresponding to the missing views in the graph space, the proposed method integrates the low-rank
tensor graph constraint and intra-view graph constraint into the multi-view spectral clustering framework. By ex-
ploring the inter-view information and intra-view information with respect to the observed views simultaneously,
the proposed method can obtain the optimal completed graphs of all views and the optimal clustering indicator
matrix shared by all views. Experimental results on five datasets with different missing-view rates show that the
proposed method obtains better performance than 12 state-of-the-art incomplete multi-view clustering methods.
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聚类是机器学习领域的重要研究方向之一, 旨

在将一组无标签信息的数据划分为一些合理的类

别[1]. 近年来, 便利的数据获取技术使得实际应用中

待处理的数据呈现多样化的表现形式, 如多媒体数

据存在音频、视频、图像和文字等异构信息; 医疗病

例中含有多种医疗设备采集到的数据信息. 在机器

学习领域, 由多种数据传感器或从不同源域、不同

角度以及不同特征提取器所获取到的多样化数据统

称为多视角数据. 多视角数据包含客观物体更完整

的信息, 反映了客观物体的不同特性[2−3]. 因此, 若能

有效利用多个视角的信息, 将获得比单视角方法更

精确的聚类结果. 基于此, 许多研究人员投入到多

视角聚类研究并提出诸如多视角 K-means聚类[4]、

多视角模糊聚类 [5]、基于多视角矩阵分解的聚类 [6]

以及多视角一致图聚类[7] 等方法. 虽然这些方法普

遍获得比单视角聚类更好的性能, 但是这些方法都

基于视角完备性假设, 要求待处理的多视角数据不

能存在视角缺失情形[8]. 事实上, 视角缺失下的非完

整多视角数据在近年来许多实际应用场景中十分普
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遍, 如在基于核磁共振、正电子成像技术和脑脊液

数据信息的阿尔兹海默症诊断中, 许多人通常只含

有其中一种或两种数据信息[9]. 在推荐系统中, 客户

普遍存在信息不完整现象[10]. 此外, 在多媒体分析、

文档分析或多语言文本分析任务中也存在视角缺失

的情形[11−12]. 视角缺失不仅造成信息损失, 而且引起

了如下 3个问题: 1)破坏多视角数据的匹配结构;
2)加剧视角间信息的不平衡; 3)造成样本信息失

衡. 这些因素使得不完整多视角聚类具有一定的挑

战性.
虽然传统多视角聚类方法可通过删除含有缺失

视角的样本或对缺失视角信息进行填充的方式来使

得其模型得以执行, 但是这两种方式显然不合理[13−14].
近 10年来学者们针对不完整多视角聚类问题进行

了研究并提出了许多方法. 例如, Trivedi等[15] 提出

了基于核相关性分析的不完整核矩阵恢复方法, 该
方法的缺陷是只能处理两个视角的数据集, 而且要

求其中一个视角完备. 随后基于矩阵分解的方法得

以拓展到不完整多视角聚类, 其中比较典型的方法

有: 局部多视角聚类 (Partial multi-view cluster-
ing, PMVC)[14]、多个不完整视角聚类 (Multiple in-
complete-views clustering, MIC)[16]、双对齐不完整

多视角聚类 (Doubly aligned incomplete multi-
view clustering, DAIMC)[17]、在线不完整多视角聚

类 (Online multi-view clustering with incomplete
views, OMVC)[10] 和单趟不完整多视角聚类 (One-
pass incomplete multi-view clustering, OPIMC)[18]

等. PMVC建立了局部对齐不完整多视角矩阵分解

模型, 利用含有完整视角的部分样本的对齐信息来

约束模型以得到视角间的共同表征. 该方法的缺陷

是仅适于处理部分样本含有完整视角且剩余样本仅

含有其中一个视角的不完整多视角数据聚类任务.
不同于 PMVC, MIC、DAIMC、OMVC和 OPIMC
等方法引入加权矩阵分解技术, 首先利用样本均值

或零向量来填充缺失的视角以对齐多视角数据, 然
后引入基于视角缺失先验位置信息的预定义对角矩

阵来约束多视角共同表征学习模型, 进而实现任意

视角缺失下的多视角聚类. 此外, 为了处理大规模

数据的聚类问题, OMVC和 OPIMC还提出了区块

分解优化方案. 总的来说, 这些方法在传统矩阵分

解的多视角聚类模型的基础上, 通过引入视角缺失

信息的先验矩阵约束, 让模型仅利用未缺失视角的

信息来学习共同表征矩阵, 进而削弱视角缺失所造

成的负面影响. 基于视角间的语义一致性, 统一嵌

入对齐框架 (Unified embedding alignment frame-
work, UEAF), 建立了一个缺失视角恢复和共同表

征学习的联合模型[19]. 该方法的不足之处是要求各

视角的特征维度高于数据类别数. 除上述方法外,
一些基于图学习和核学习的方法也被拓展来解决不

完整多视角学习问题, 其中代表性的方法有: 基于

自适应图学习的不完整多视角谱聚类 (Incomplete
multi-view spectral clustering with adaptive
graph learning, IMVSC_AGL)[20] 和基于核补全的

不完整多核 K-means (Incomplete multiple kernel
K-means with incomplete kernels, IMKKM-IK-
MKC)[21]. 这两种方法将特征空间的视角缺失问题

转换到流形空间的样本关联信息缺失问题, 利用未

缺失样例间的相似度来获得数据的共同表征, 以实

现任意视角缺失下的多视角聚类.
虽然上述方法为不完整多视角聚类问题提供了

解决方案, 但是还存在以下局限: 1)未能挖掘和利

用数据间最优的相似度信息, 如基于矩阵分解的方

法普遍忽略了数据间的近邻结构信息; 2)现有方法

普遍仅利用未缺失视角的特征或近邻结构信息, 忽
略了缺失视角的信息, 如 IMVSC_AGL这种基于

图的方法忽略了与缺失视角相关联的样本相似度信

息. 为了解决以上两个问题, 本文提出一种基于低

秩张量图学习的不完整多视角聚类方法, 该方法不

仅能够有效地利用视角间的信息和视角内的信息,
而且能挖掘不同视角的相似图间的高阶相关性, 实
现缺失样例间的邻接元素补全, 进而得到更合理的

聚类指示表征.
本文主要贡献简述如下: 1)针对不完整多视角

聚类问题, 提出了一种灵活的基于图学习的聚类方

法, 能够处理任意视角缺失下的聚类问题; 2)与现

有方法相比, 所提出的方法建立了缺失图元素自适

应补全和最优共同表征学习的联合框架, 能够得

到数据间正确的邻接关系和最具可分性的聚类表

征; 3)在多个数据集上的实验验证了所提出的方法

在相似图补全和不完整多视角聚类上的优越性和有

效性. 

1    相关知识
 

1.1    符号定义

A ∈ Rm×n A ∈ Rn1×n2×n3

m× n n1 × n2 × n3

Ai, j Ai, j, k ∥A∥∗
∥A∥⊛
A ∥A∥F ∥A∥F

∥A∥F=√∑m
i=1

∑n
j=1A

2
i, j和 ∥A∥F=

√∑n3

k=1

∑n2

j=1

∑n1

i=1A2
i, j, k.

在本文中, 用  和  分别

表示维度为  的矩阵和维度为  的

三阶张量, 其元素分别表示为  和 .   和

 分别表示矩阵核范数和张量核范数, 其中矩阵

 的核范数为其奇异值之和.   和  分别为矩

阵和张量的 Frobenius范数, 计算方式分别为 

  

1434 自       动       化       学       报 49 卷



1 I I 表示元素值都为 1的列向量,   为单位矩阵.   为

单位张量, 其第一个正面的切片为单位矩阵, 其他

正面切片的元素为 0. 

1.2    张量相关基础运算

B ∈ Rn1×n2×n3 C ∈
Rn2×n4×n3 n1 × n4 × n3 S =

B ∗ C = fold {bcirc (B)unfold (C)}
bcirc (B) unfold (C)

fold(·)

定义 1. 张量积 [22 ]. 张量   和  

 的张量积为   维的张量   
. 其中关于块对角

循环矩阵   、张量展开矩阵   和张

量生成  的相关定义可参考文献 [22].
A ∈

Rn1×n2×n3 A = U ∗Σ ∗ VT

U ∈ Rn1×n1×n3 V ∈ Rn2×n2×n3

UTU = UUT = I VTV = VVT = I Σ ∈
Rn1×n2×n3 f

定义  2 .  张量奇异值分解 [ 2 3 ] .  张量  

 的奇异值分解可表示为 ,
其中,    和   是对角正交

张量, 满足  和 .  
 表示   对角张量, 其每个正面切片都是

对角矩阵.

A ∈ Rn1×n2×n3

定义 3. 基于张量奇异值分解的张量核范数[23].
对于张量  , 根据张量奇异值分解技

术, 其核范数可表示为

∥A∥⊛=
n3∑
k=1

∥Af (:, :, k)∥∗ =

min(n1, n2)∑
i=1

n3∑
k=1

|Sf (i, i, k)|

Af A
Sf (i, i, k) Af

k i

其中,   为张量  沿着第 3个维度的快速傅里叶

变换结果,   为张量  的张量奇异值分解

后的第  个正面切片的第  个奇异值. 

2    本文方法

本节主要介绍一种基于低秩张量图学习的不完

整多视角聚类模型 (Low-rank tensor graph learn-

ing, LASAR), 其模型框图如图 1所示. 该方法根据

各个不完整视角的相似图信息, 通过联合挖掘多视

角数据的互补信息来补全不完整相似图的缺失信

息, 进而得到最优的聚类共同表征. 其中关于不完

整多视角聚类的具体定义表述如下.
n

l
{
X(v)

}l

v=1

G ∈ {0, 1}n×l

c

X(v) ∈ Rmv×n

v mv

Gi, j = 1 j

Gi, j = 0 X
(j)
:, i

定义 4. 不完整多视角聚类. 给定含有  个样本

和  个视角的不完整多视角数据集  和视

角缺失信息的先验指示矩阵 , 不完整

多视角聚类旨在将该类存在缺失视角的数据划分为

合理的  个类别, 要求被划分为同类的样本之间的

差异远小于异类样本的差异. 其中,  
表示第  个视角的样例集合,   表示该视角的特征

维度,   表示第 i个样本的第  个视角未缺

失, 否则,  , 且对应样例  的所有特征元

素值用“NaN (空值)” 表示. 

2.1    基于低秩张量图学习的不完整多视角聚类

模型

基于图的谱聚类是多视角聚类领域的重要分支

之一, 其不仅能够处理非线性流形结构 (线性不可

分)的数据聚类问题, 而且对噪声和视角特征维度

失衡问题具有一定的鲁棒性. 传统基于图的多视角

谱聚类模型可表示为

min
UTU=I

tr
(
UTLS(v)U

)
(1)

S(v) ∈ Rn×n v

S
(v)
i, j i j v

LS(v) ∈ Rn×n

S(v) LS(v) =

其中,   为第  个视角的相似图, 其元素

 表示第  个样本和第  个样本的第  个视角的相

似度; 若两个样本越相似, 则该值越大.  
为图   的拉普拉斯矩阵, 计算方式为:   

 

? ?

? ?

? ? ?

… …

不完整多视角
数据

不完整的相似
图矩阵 Z(v)

聚类结果

视角内的
信息

补全后的相似
图矩阵 S(v)

联合

学习

低秩张量约束

一致表征

视角间的信息

Σvtr (U
TLS

(v)U ) 

图 1    基于低秩张量图学习的不完整多视角聚类框图

Fig. 1    The flow chart of the low-rank tensor graph learning based incomplete multi-view clustering
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DS(v) − S(v) DS(v) ∈ Rn×n

(DS(v))i, i=
∑n

j=1(S
(v)
i, j + S

(v)
j, i )/2 U ∈ Rn×c

i i

, 其中,   为对角矩阵且其对

角元素为 .  

为原始多视角数据的共同表征, 其第  行可视为第 

个样本的鉴别表征.
事实上, 模型 (1)等价于

min
UTU=I

n∑
j=1

n∑
i=1

(∥Ui, : −Uj, :∥22
l∑

v=1

S
(v)
i, j )

∑l
v=1 S

(v)
i, j

从上式可发现, 若两样本具有较高的相似度 (表现

为  具有较大的值)时, 其对应样本在目标

子空间的分布也会较近, 从而在 K-means聚类时被

自然地划分为同一类. 因此, 多视角谱聚类的实质

是利用样本间的相似度信息来得到更具可分性的鉴

别表征, 进而得到更好的聚类结果.

n× n

a

b c
{
S

(v)
a, b

}3

v=1
= {0.8, 0.7, 0.7}

a b

a b a

b c∑3
v=1 S

(v)
b, c = 1

b c

然而, 当数据存在缺失视角时, 显然无法从各

个视角中构建含有完整  个元素的相似图, 从
而导致模型 (1)无法执行. 此时, 最直接的一种解决

策略是在相似图中将缺失视角对应的元素置为 0,
以此补全各视角的相似图矩阵, 从而使模型 (1)得
以优化求解. 然而, 该策略最大的问题是会破坏原

始的样本分布结构. 例如, 若存在如图 2所示的  、

 、   三个样本, 其中   表

示样本  和  在 3个视角上的相似度分别为 0.8、0.7
和 0.7. 在该图中, 样本  和  显然更相似, 然而当 

样本的任意两个视角信息缺失时, 其相似图元素融

合后的约束力显然弱于样本  和  的相似度融合后

的约束力 . 此时, 优化模型 (1)势必

会导致样本  和  的低维表征更相似, 进而得到错

误的聚类结果. 以上分析表明, 这种通过 0值图补

全的策略不合理.

  

a

b

c

(v)
{S

b,c }
3
v = 1 = {0.4, 0.3, 0.3}

(v)
{S

a,b }
3
v = 1 = {0.8, 0.7, 0.7}

 

S
(v)
a, b

v

图 2   多视角样本分布典型范例, 其中  表示 a、b

两样本的第  个视角特征的相似度

S
(v)
a, b

a b v

Fig. 2    Example of the distribution of multi-view

samples, where    denotes the similarity degree of

samples    and    in the   -th view
 

对于多视角数据而言, 其视角间不仅存在一致

聚类信息, 而且存在丰富的互补信息. 此外, 对于每

个样本而言, 尽管其缺失多个视角, 但至少其某一

个视角内必然存在一个样例. 因此, 可根据该视角

内的样例邻接信息来推断该样本与其他样本在其他

视角的关联信息, 进而实现各视角不完整相似图的

自适应补全. 基于此思想, 本文设计了如下自适应

图补全和聚类表征学习联合模型

min
S(v),U

l∑
v=1

(
∥(S(v) −Z(v))⊙W (v)∥2F +

λ2tr(UTLS(v)U)
)
+ λ1∥S∥⊛

s.t. 0 ≤ S
(v)
i, j ≤ 1, S(v)1 = 1

diag
{
S(v)

}
= 0, UTU = I (2)

Z(v) ∈ Rn×n v

Z(v)

W (v) ∈ Rn×n

G v i j

W
(v)
i, j = 1 W

(v)
i, j = 0 S(v) ∈ Rn×n

diag{S(v)} =

0 S(v) λ1 λ2

⊙

其中,   为从第  个视角的未缺失样例中

构建的相似图, 如 K近邻图或利用高斯核构建的相

似图. 如图 1所示,   中缺失样例所对应的行、列

元素被初始化为 0.   为权重矩阵, 其元

素值为 0或 1; 该矩阵根据定义 4中的视角缺失先

验矩阵  构建, 若第  个视角的第  个样例和第  个

样例存在, 则 , 否则 .  

为本模型旨在恢复的完整相似图, 其中,  

 表示矩阵  对角线元素为 0.   和  为正值超

参数.   表示矩阵元素点乘运算符.

W (v)

Z(v)

∥S∥⊛
λ2tr

(
UTLS(v)U

)

λ2tr
(
UTLS(v)U

)
c

S(v)

从模型 (2)可以发现, 通过引入二值约束矩阵

, LASAR能够有效地利用各个视角内的未缺

失样例间的有效邻接信息  来得到完整的相似

图 .  而张量低秩约束项   和共同表征学习项

 将使得模型充分考虑视角间的互

补信息和一致信息, 进而得到数据间最正确的邻接

关系和最优的聚类指示矩阵. 此外, 共同表征学习

项   能促使模型获得具有   个连通

分量的最优且最适于聚类的相似图   [7]. 

2.2    模型优化

A

由于优化问题 (2)含有多个变量, 难以直接求

得其解析解, 本部分采用交替迭代优化算法, 通过

逐一求解各变量优化子问题, 进而得到问题 (2)的
最优解. 首先, 为便于问题 (2)中各变量的优化, 引
入如下变量 

min
S(v),U ,A

l∑
v=1

(
∥(S(v) −Z(v))⊙ W (v)∥2F +

λ2tr(UTLS(v)U)
)
+ λ1∥A∥⊛

s.t. 0 ≤ S
(v)
i, j ≤ 1, S(v)1 = 1, diag

{
S(v)

}
= 0

UTU = I, S = A
(3)

优化问题 (2)等价于优化问题 (3), 其中问题
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(3)可进一步改写为

min
S(v),U ,A, C

l∑
v=1

(
∥(S(v) −Z(v))⊙W (v)∥2F +

λ2tr(UTLS(v)U)
)
+

λ1∥A∥⊛ +
µ

2

∥∥∥∥S −A+
C
µ

∥∥∥∥2
F

s.t. 0 ≤ S
(v)
i, j ≤ 1, S(v)1 = 1

UTU = I, diag
{
S(v)

}
= 0 (4)

C S l

C(v) ∈ Rn×n 1 ≤ v ≤ l µ

其中,   为与张量  具有同样维度的张量, 由  个矩

阵   (  ) 组成.   是惩罚项参数.
关于问题 (4)的详细优化过程如下.

S(v)

U A C S(v)

步骤 1. 求变量 . 由问题 (4)可知, 当固定

变量  、  和  时, 关于变量  的优化问题退化为

min
S(v)

∥∥∥(S(v) −Z(v)
)
⊙ W (v)

∥∥∥2
F
+

λ2tr
(
UTLS(v)U

)
+

µ

2

∥∥∥∥S(v) −A(v) +
C(v)

µ

∥∥∥∥2
F

s.t. 0 ≤ S
(v)
i, j ≤ 1, S(v)1 = 1, diag

{
S(v)

}
= 0

(5)

Hi, j = ∥Ui, : −Uj, :∥22若令 , 则问题 (5)可变换

为如下等价优化问题

min
S(v)

n∑
i=1

n∑
j=1

(
S

(v)
i, j −M

(v)
i, j

)2

s.t. 0 ≤ S
(v)
i, j ≤ 1, S(v)1 = 1, diag

{
S(v)

}
= 0 (6)

M
(v)
i, j =

Z
(v)
i, jW

(v)
i, j −

λ2Hi, j
4 +

µA
(v)
i, j

−C
(v)
i, j

2

W
(v)
i, j +

µ
2

其中,  

S(v)

S(v)

鉴于问题 (6)关于变量  的各行相互独立,
因此可对其进行逐行优化, 进而得到变量  的最

优解[24], 即

S
(v)
i, j =


(
M

(v)
i, j + η

(v)
i

)
+
, i ̸= j

0, i = j

(7)

(a)+ =

{
a, a ≥ 0

0, a < 0
S(v)1 =

1

其中, 函数   . 根据约束条件 

, 可得

η
(v)
i =

1−
n∑

j=1, j ̸=i

M
(v)
i, j

n− 1
(8)

U U步骤 2. 求变量 . 将除变量  以外的所有变

量视为已知量, 此时模型 (4)将退化为如下关于特

征值分解的优化问题

min
UTU=I

l∑
v=1

(
tr
(
UTLS(v)U

))
(9)

(
∑l

v=1 LS(v)) c其最优解为矩阵  的前  个最小特征值

所对应的特征向量集.
A S(v) U C步骤 3. 求变量 . 在将  、  和  视为已知

量时, 问题 (4)退化为如下典型的张量低秩优化问题

min
A

λ1∥A∥⊛ +
µ

2

∥∥∥∥S −A+
C
µ

∥∥∥∥2
F

(10)

问题 (10)可通过张量奇异值分解进行求解[22−23].
其封闭解可表示为

A = Υnµ
λ1

(
S +

C
µ

)
= U ∗Υnµ

λ1
(Σ) ∗ VT (11)

S+C/µ=U ∗Σ ∗ VT Υnµ/λ1
(Σ) = Σ ∗ J J ∈

Rn×l×n f

Jf (i, i, j) = max(1− nµ/λ1

Σ
(j)
f (i, i)

, 0)

其中,  ,  ,  

 是  对角张量且其对角元素值在傅里叶域

中为 .

C µ ∥S − A+ C/
µ∥2F =

∑l
v=1 ∥S(v) −A(v) +C(v)/µ∥2F C{

C(v)
}l

v=1
C

步骤 4. 求变量   并更新  . 鉴于  

,  且求张量  

等价于求变量 , 因此, 变量  的更新式可

表示为

C(v) ⇐ C(v) + µ
(
S(v) −A(v)

)
(12)

µ  的更新式可表示为

µ ⇐ min (ρµ, µ0) (13)

ρ µ0其中,   和  为常数.
至此, 问题 (4)的未知变量均已求得. 算法 1总

结了上述优化过程.

算法 1. 问题的优化过程 {
X(v)

}l

v=1

G ∈ Rn×l λ1 λ2 µ = 0.01

ρ = 1.2

 输入. 不完整的多视角数据  和对应视角缺

失信息的表征矩阵  ,  参数  ,    ,     和

.

Z(v) ∈ Rn×n

G W (v) ∈ Rn×n

C(v) = 0

 初始化. 构建各视角的 K近邻图 , 其中缺

失视角对应的行和列的元素值为 0. 根据视角缺失信息矩阵

 构建各个视角的图元素缺失信息矩阵 . 矩阵

.

 while not converged do

S(v)　　1)利用式 (5) ~ (8), 更新变量 ;

U　　2)求解式 (9), 更新变量 ;

A　　3)利用式 (11), 更新变量 ;

C(v) µ　　4)利用式 (12)和式 (13), 分别更新变量  和 ;

 end while

U 输出. 共同表征矩阵 . 
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2.3    计算复杂度分析

n× n

c

O(cn2)

O(cn2)

n× l × n

O(l × n2 log(n))

O(l2n2)

O(l × n2 log(n)+l2n2)

O(τ(l × n2 log(n)+

l2n2 + c× n2)), τ

鉴于诸如矩阵加、减、乘及元素点除和点乘等

矩阵基本运算的计算时间相对较少, 因此, 在本部

分对问题 (4)的优化算法的计算复杂度分析中, 并
不考虑这些基本运算的计算复杂度. 从第 2.2节的

介绍可以发现, 步骤 1和步骤 4仅包含上述简单的

矩阵运算, 因此其计算复杂度可忽略. 步骤 2中计

算复杂度较高的运算为矩阵特征值分解运算. 对于

维度为  的矩阵, 可利用 eigs函数来快速地求

得其最小的  个特征值所对应的特征向量, 该过程的

计算复杂度为  [25]. 因此, 步骤 2的计算复杂度

大约为 . 在步骤 3中, 具有较高计算复杂度的

运算为傅里叶变换、傅里叶逆变换和张量奇异值分

解运算等. 对于维度为  的张量矩阵, 傅里叶

变换和逆变换的计算复杂度大约为 ,
张量奇异值分解的计算复杂度为  [23]. 因此, 步
骤 3的计算复杂度大约为 . 综上

分析, 算法 1的计算复杂度大约为 

  其中,   为算法总的迭代步数. 

2.4    与相关方法之间的联系和区别

IMVSC_AGL、基于光谱扰动的不完整多视角

聚类 (Spectral perturbation-oriented incomplete
multi-view data, PIC)[26] 以及生成式不完整多视角

聚类 (Generative model for partial multi-view
clustering, GM-PMVC)[22] 是近年来较先进的基于

图学习的不完整多视角聚类方法. 这 3种方法和本

文所提出方法都利用各视角未缺失的样例之间的邻

接关系来获取视角的共同鉴别表征, 区别和联系之

处在于: 1) IMVSC_AGL仅利用视角间未缺失样

例之间的相似度信息来学习共有表征矩阵. 2) PIC
从预定义的近邻相似图的拉普拉斯矩阵中学习视角

间一致的拉普拉斯矩阵来聚类. 在该方法中, 每个

预构建的相似图中的缺失邻接信息由其他视角的邻

接信息的均值来填充, 该操作会引入错误干扰信息.
3) GM-PMVC和本文所提出的方法都采用低秩张量约

束来挖掘多视角相似图的高阶关联信息1, 但是 GM-
PMVC方法采用的是特征级的视角特征恢复策略,
且其目的是学习多个具有视角间差异性的相似图来

聚类; 而本文方法的目的是利用视角间的互补信息

和一致信息得到各视角最优的相似图和视角间一致

的聚类表征. 

3    实验

本节将通过在真实数据集上的实验来验证所提

Z(v)

出的 LASAR算法的有效性, 其中聚类性能的评价

指标为聚类准确度 (Accuracy, ACC)、归一化互信

息 (Normalized mutual information, NMI)和纯度

(Purity)[20]. 在实验中, 本文方法的相似图  初始

化为各视角未缺失样例中构建的 K近邻图, 其元素

值通过高斯核计算, 近邻参数设置为 15. 

3.1    实验设置
 

3.1.1    数据集

2 ∼ 4

0 ∼ 9

数据集包括: 1) Caltech7. Caltech7数据集包

含 7类目标和 1 474个样本. 其样本来源于有名的

目标识别数据库 Caltech101[27]. Li等[28] 提取每幅图

像的 Gabor、小波矩、统计变换直方图 (Census
transform histogram, CENTRIST)、HOG (Histo-
gram of oriented gradient)、GIST (Generalized
search tree)和 LBP (Local binary pattern) 等特

征构成 6个视角数据. 2) BBCSport. 传统 BBC-
Sport数据集包含 737个从 BBCSport网站所收集

的文档, 这些文档含有  个视角表征, 隶属于田

径、板球、足球、橄榄球和网球等 5种体育运动类新

闻[29]. 在本实验中, 选取其中 116个含有完整 4个
视角的样本来对比各算法的性能. 3) Handwritten[30].
Handwritten多视角数据集包含 2 000个样本和 10
个数字类别 (  ), 其中每个样本含有傅里叶系数、

Profile相关性、Karhunen-Love系数、窗口像素均

值特征、Zernike矩特征和形态学特征等 6种视角

特征. 在本实验中, 选取其前 5个特征视角来验证

各算法在不完整多视角聚类任务上的有效性. 4) Ani-
mal[31]. 原始 Animal数据集包含 30 475幅图像和

50个类别. 在本实验中, 参考文献 [32], 选取其中含

有 10 158个样本和 50个类别的子集进行实验对比,
其中每个样本含有 DECAF (Deep convolutional
activation feature)[33] 和 VGG (Visual geometry gr-
oup)[34] 两种深度网络所提取的特征. 5) Reuters[35].
Reuters是一个大尺度多语种的文档数据集, 每个

文档含有英语、法语、德语、西班牙语和意大利语

等 5种表现形式. 本实验中选取其中包含英文和法文

两个视角的 18 758个文档来验证本文方法的有效性. 

3.1.2    对比算法

对比算法包含前面所介绍的 MIC、OMVC、
DAIMC、OPIMC、UEAF、IMKKM-IK-MKC、
IMVSC_AGL和 GM-PMVC等较为先进的不完

整多视角聚类方法以及基于多视角非负矩阵分解的

聚类方法 (Multi-view nonnegative matrix factor-
ization, MultiNMF)[36] 和基于质心的协同正则化

(Centroid-based co-regularization multi-view
1 三阶以上的张量通常称之为高阶张量, 在高阶张量空间挖掘的信息称

之为高阶信息[3, 22].
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spectral clustering, CCo_MVSC)[37] 两种知名的完

整多视角聚类基准算法. 其中, MultiNMF采用矩

阵分解技术得到多视角数据的共同表征; 而 CCo_
MVSC根据多视角数据的相似图矩阵信息, 利用谱

聚类方法得到捕获其数据流形结构的共同表征. 对
于MultiNMF, 缺失视角分别用如下两种方式填充:
一种用所对应的视角的均值样本填充; 另一种方法

参考文献 [38−39]采用 K近邻方法进行填充. 这两

种方法分别称为 “MultiNMF+均值”和 “MultiNMF+
KNN”. 在实验中, CCo_MVSC也采用两种缺失视

角填充方式: 一种是先构建核矩阵, 然后将缺失样

例所关联的核矩阵元素置为 0; 另一种是先采用 K
近邻方法补全缺失视角, 然后构建核矩阵.
 

3.1.3    不完整多视角数据集的构建

在保证每个样例至少含有一个视角特征的前提

条件下, 随机删除 Caltech7、BBCSport 和 Hand-
written 三个数据库中各视角 p% 的样例, 以构成含

有 p% 视角缺失率的不完整多视角数据集. 对于

Animal 和 Reuters数据集, 首先随机选取 p% 个样

本作为含有完整视角的样本; 然后针对剩余样本, 
随机删除其中一半样本的第二视角特征, 接着删除

剩余一半样本的第一视角特征, 以构成含有 p% 视
角配对率的不完整多视角数据集. 

3.2    聚类实验结果和分析

各不完整多视角聚类方法在上述数据集上的实

验对比结果如表 1、表 2和图 3所示. 其中, 所列的

值为这些方法在同样的多组随机生成的不完整多视

角数据上的实验结果的均值. 从实验结果中可发现:
1) CCo_MVSC+KNN/零值、UEAF、IMVSC_AGL、
GM-PMVC和 LASAR等基于图信息的方法普遍

 
表 1    各方法在不同视角缺失率下的 Caltech7和 BBCSport数据集上的实验结果

Table 1    Experimental results of different methods on Caltech7 and BBCSport
datasets with different missing-view rates

数据集 方法
NMI (%) ACC (%) Purity (%)

0.1 0.3 0.5 0.1 0.3 0.5 0.1 0.3 0.5

Caltech7

MultiNMF+均值 30.16 28.52 28.88 46.39 40.61 37.92 79.80 78.43 78.03

MultiNMF+KNN 36.38 34.27 34.19 50.71 43.98 42.66 80.68 80.88 80.17

CCo_MVSC+零值 35.53 34.18 31.52 38.47 38.16 37.35 78.33 77.89 76.21

CCo_MVSC+KNN 37.38 37.18 37.33 39.06 39.62 37.34 80.25 80.36 81.45

MIC 33.71 27.35 20.44 44.07 38.01 35.80 78.12 73.31 68.26

OMVC 28.13 25.32 18.76 40.88 36.82 33.28 79.21 77.73 74.05

DAIMC 44.61 38.45 36.28 48.29 47.46 44.89 83.32 76.83 75.50

OPIMC 42.98 41.54 35.98 49.24 48.34 44.12 84.89 83.70 80.64

UEAF 39.44 31.07 24.02 50.82 42.71 36.32 81.49 78.26 76.29

IMKKM-IK-MKC 24.09 23.45 22.91 36.54 34.87 36.05 72.98 73.82 72.52

IMVSC_AGL 44.05 42.61 37.35 54.72 54.61 51.78 84.27 83.98 82.31

GM-PMVC 60.26 52.35 47.95 62.65 54.95 47.65 91.26 84.49 83.93

LASAR 66.08 62.80 52.76 70.29 69.02 66.46 92.76 90.27 84.84

BBCSport

MultiNMF+均值 23.48 18.25 14.79 48.58 42.75 40.34 47.17 44.66 43.10

MultiNMF+KNN 33.41 29.17 32.66 56.03 54.14 54.66 58.62 55.51 58.27

CCo_MVSC+零值 62.79 57.69 39.55 72.76 70.06 61.38 81.49 78.62 66.72

CCo_MVSC+KNN 59.24 56.25 38.97 69.02 69.83 60.06 80.92 78.56 68.62

MIC 29.90 25.84 24.01 51.21 46.21 46.03 55.00 51.72 52.41

OMVC 30.64 41.57 40.63 53.33 51.38 48.79 56.49 59.20 57.47

DAIMC 56.62 50.17 37.89 68.62 63.45 56.89 76.90 71.72 61.03

OPIMC 35.66 31.56 21.75 54.14 52.93 45.69 58.28 56.72 50.86

UEAF 70.71 68.25 55.13 78.22 77.24 69.31 87.41 87.07 77.07

IMKKM-IK-MKC 72.91 64.42 53.52 77.55 75.66 67.07 88.76 84.03 77.00

IMVSC_AGL 70.46 66.11 54.57 76.41 74.48 69.31 87.41 85.00 78.10

GM-PMVC 70.34 66.26 48.93 74.66 73.48 60.07 85.17 84.48 72.68

LASAR 77.09 70.30 57.04 85.00 77.41 73.28 90.00 88.62 78.79
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表 2    各方法在不同视角缺失率下的 Handwritten及不同视角配对率下的 Animal和 Reuters数据集上的实验结果

Table 2    Experimental results of different methods on Handwritten dataset with different missing-view rates,
Animal and Reuters datasets with different paired-view rates

数据集 方法
NMI (%) ACC (%)

0.1 0.3 0.5 0.7 0.1 0.3 0.5 0.7

Handwritten

MultiNMF+均值 72.05 60.11 41.99 20.88 82.35 71.74 52.03 31.85

MultiNMF+KNN 74.23 74.77 73.81 67.93 83.64 83.89 83.53 78.33

CCo_MVSC+零值 70.90 68.23 62.86 53.14 74.61 73.17 70.15 64.62

CCo_MVSC+KNN 73.03 73.77 73.06 67.66 76.76 76.79 76.20 75.52

MIC 70.84 65.39 52.95 34.71 77.59 73.29 61.27 41.34

OMVC 56.72 44.99 35.16 25.83 65.04 55.00 36.40 29.80

DAIMC 79.78 76.65 68.77 47.10 88.86 86.73 81.92 60.44

OPIMC 77.26 73.74 66.57 51.86 80.20 76.45 69.50 56.66

UEAF 77.74 69.37 55.09 50.56 85.80 76.11 65.39 61.11

IMKKM-IK-MKC 69.43 65.42 59.04 47.36 71.78 69.07 66.08 55.55

IMVSC_AGL 93.68 90.55 86.39 75.44 97.15 95.50 93.19 84.08

GM-PMVC 99.84 99.64 99.12 97.14 99.94 99.87 99.66 98.87

LASAR 99.92 99.81 99.32 99.13 99.97 99.93 99.73 99.68

Animal

MultiNMF+均值 48.25 53.51 56.30 61.48 42.04 46.33 48.62 52.92

MultiNMF+KNN 53.68 55.58 58.85 60.68 45.15 47.89 51.51 53.16

CCo_MVSC+零值 52.19 55.31 58.31 61.71 48.12 52.03 54.72 56.73

CCo_MVSC+KNN 49.13 57.96 61.37 63.86 47.71 53.58 56.79 58.41

MIC 48.96 52.79 55.69 59.30 39.44 43.38 45.88 49.15

OMVC 44.66 50.77 53.11 55.38 30.66 42.51 43.98 46.39

DAIMC 49.33 55.03 59.36 62.76 42.76 50.18 53.87 56.42

OPIMC 44.29 52.34 58.51 62.04 37.86 46.33 53.14 53.88

UEAF 54.88 62.10 64.27 68.62 46.76 52.45 58.15 62.71

IMKKM-IK-MKC 51.47 57.21 62.14 66.50 46.05 53.61 58.48 61.85

IMVSC_AGL 56.38 59.65 63.26 66.71 51.61 54.94 57.97 60.73

GM-PMVC 55.57 57.62 61.25 64.55 47.84 50.89 53.99 57.81

LASAR 65.79 69.61 90.26 92.97 58.05 65.67 86.28 88.05

Reuters

MultiNMF+均值 19.58 18.82 18.56 19.51 37.68 38.31 37.27 37.58

MultiNMF+KNN 19.91 23.17 22.50 22.21 37.95 38.08 37.47 37.35

CCo_MVSC+零值 17.04 18.66 18.10 20.11 34.66 37.39 37.46 40.01

CCo_MVSC+KNN 17.64 19.33 19.67 20.95 35.42 37.79 39.41 41.06

MIC 18.72 21.30 22.78 24.34 38.47 40.85 41.37 43.05

OMVC 18.05 19.77 21.37 22.97 36.78 37.44 39.45 41.09

DAIMC 26.53 29.98 30.27 31.55 43.32 46.67 47.78 48.89

OPIMC 19.02 22.47 23.82 25.39 40.58 42.19 43.87 44.43

UEAF 24.77 26.85 27.14 28.36 41.45 44.95 46.87 47.92

IMKKM-IK-MKC 24.30 26.75 26.88 28.67 41.13 45.71 46.40 47.29

IMVSC_AGL 25.75 28.41 28.39 29.79 42.38 46.29 47.82 48.91

GM-PMVC 26.22 29.35 30.71 30.89 43.15 46.88 48.19 50.44

LASAR 28.34 32.01 31.27 32.77 45.38 48.14 50.80 52.77
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获得比同类型方法更好的聚类结果, 表明数据间的

邻接信息含有丰富的聚类信息; 2)随着视角缺失率

的增加, 所有方法的性能显著下降, 表明视角缺失

因素给多视角数据一致聚类信息的挖掘带来了一定

的挑战; 3)所提出的 LASAR方法在这些数据集上

获得了一致最好的聚类结果, 验证了 LASAR在不

完整多视角聚类上的有效性; 4)与同样使用低秩张

量约束来挖掘高阶相关信息的 GM-PMVC方法相

比, 本文方法在这些数据集上普遍获得了更好的聚

类结果, 表明本文方法从不完整多视角数据中得到

的相似图更精确.
 

3.3    算法运行时间对比

表 3列出了各对比算法和本文所提出的方法在

上述 5个数据集上的聚类运行时间, 其中视角缺失

率或视角配对率均选择为 30%. 运行时间测试的软

 
表 3    各方法在 5个数据集上的运行时间 (s), 其中视角缺失率或配对率为 30%
Table 3    Running time (s) of different methods on the above five datasets with

a missing-view rate or paired-view rate of 30%

方法 Caltech7 BBCSport Handwritten Animal Reuters 计算复杂度

MultiNMF+均值 60.38 28.62 35.54 13 489.18 27385.81 O
(
τT

∑l
v=1 mvcn

)
  [10]

MultiNMF+KNN 59.05 25.46 40.69 13 499.88 27 408.45 O
(
τT

∑l
v=1 mvcn

)
  [10]

CCo_MVSC+零值 3.01 0.35 5.18 174.16 489.83 O
(
τ
(
ln3 + n3

))
 

CCo_MVSC+KNN 4.36 0.46 7.69 243.77 699.74 O
(
τ
(
ln3 + n3

))
 

MIC 225.31 3.01 149.87 3 693.92 22 499.46 O
(
τT

∑l
v=1 mvcn

)
  [10]

OMVC 152.54 3.17 27.77 3 409.08 18 154.71 O
(
τT

∑l
v=1 mvcn

)
  [10]

DAIMC 62.74 81.18 26.72 2 191.43 96 628.66 O
(
τ
(
Tncmmax + lm3

max

))
  [17]

OPIMC 0.16 0.05 0.09 3.31 1.05 O(τlcnmmax)  [18]

UEAF 4.64 2.36 7.05 1 258.93 18 599.64 O
(
τ
(
2n3 +

∑l
v=1 mvc

2
))

  [19]

IMKKM-IK-MKC 23.68 0.22 41.22 975.38 1 762.95 O
(
τ
(
n3 + ln3 + l3

))
  [21]

IMVSC_AGL 173.58 2.57 81.13 5 265.99 28 672.45 O
(
τ
(
ln3 + n3 +

∑l
v=1 n3

v

))
  [20]

GM-PMVC 607.40 14.63 602.81 50 725.43 1.78×105 O
(
τl

(
n3 + kdn + k3 + k2d

))
  [22]

LASAR 73.87 1.09 115.60 2 352.88 5 677.46 O
(
τ
(
ln2 log (n)+l2n2 + cn2

))
 

v注: 本表未考虑 K-means聚类算法的计算复杂度. 表中, T表示子循环迭代步数, mmax表示所有视角的最大特征维度, nv表示第  个视角的未缺失样例

数, d表示多视角数据特征的平均维度, k表示矩阵分解模型中的隐层表征维度.
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图 3    各方法在不同视角缺失率下的 Handwritten、不同视角配对率下的 Animal和
不同视角配对率下的 Reuters数据集上的聚类 Purity (%)

Fig. 3    The clustering Purities (%) of different methods on Handwritten dataset with different missing-view rates,
Animal dataset with different paired-view rates, and Reuters dataset with different paired-view rates
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硬件平台为: Ubuntu 18.04, 128 GB内存和 Intel
i7-9800X CPU. 从表 3 可以看出, 在大多数情形

下, 本文方法的实际运行时间与 MIC、OMVC和

DAIMC等具有较低计算复杂度的方法相差不大,
特别是在 Animal和 Reuters等大尺度数据集上,
本文方法明显比MIC和 OMVC更高效. 从表 3还
可以看出, 与同样采用低秩张量约束的 GM-PMVC
相比, 本文方法能够在更短的时间内获得数据的聚

类结果. 

3.4    模型分析

λ1 λ2

λ1

λ2 [0.00001, 0.001]

1)超参数敏感性分析. 本部分主要分析  和 

两个超参数对模型性能的影响. 图 4展示了所提出

的 LASAR在视角缺失率为 30% 的 Handwritten
和 Caltech7数据集上的聚类 NMI与这两个超参数

之间的关系, 可以发现, 当  取值在 [0.01, 0.1]之
间且  取值较小时, 如在  范围内时,

LASAR能够得到相对较好的聚类结果.
2)消融实验分析. 为了验证低秩张量约束的有

效性, 本部分在 4个数据集上对比了本模型的两种

退化模型: 一种将低秩张量约束替换为传统的低秩

约束; 另一种将低秩张量约束替换为传统“Frobe-
nius”范数约束. 这两种退化模型分别称为“退化模

型 1”和“退化模型 2”. 两种退化模型与本文 LASAR
的实验对比结果如图 5所示. 从该实验结果可看出,
采用低秩张量约束的本文模型获得了更好的聚类性

能, 验证了低秩张量约束在数据结构信息挖掘上的

有效性.
3)收敛性分析. 图 6显示了 LASAR的学习模

型在视角缺失率为 30% 的 Handwritten和 Caltech7
数据集上的目标函数值与迭代步数的关系. 为了更

好地展示算法的收敛性, 在图 6中单独展示了第 5
个迭代步至收敛步的目标函数值. 从图 6中可看出,
聚类 NMI先随着迭代步数的增加而增加, 后趋于
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图 4    在视角缺失率为 30% 的 Handwritten和 Caltech7数据集上, 所提出 LASAR方法的

聚类 NMI (%) 与超参数  和  的关系

λ1 λ2Fig. 4    Clustering NMI (%) of the proposed LASAR v.s. hyper-parameters    and    on Handwritten and
Caltech7 datasets with a missing-view rate of 30%
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图 5    本文模型和其两种退化模型在视角缺失率或配对率均为 30% 的 4个数据集上的聚类 NMI和聚类 ACC

Fig. 5    Clustering NMIs and ACCs of the proposed method and two degraded models on
the four datasets with a missing-view rate or paired-view rate of 30%
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稳定; 而目标函数值则呈现单调下降后收敛至稳定

值的趋势. 该现象表明, 本文针对 LASAR的目标

模型设计的优化算法具有良好的收敛性.
4)相似图恢复分析. 图 7展示了所提出的方法

在视角缺失率为 70% 的 Handwritten数据集上所

得到的第 1个和第 5个视角的相似图. 可以发现,
在每个视角缺失 1 400个样例的情形下, 本文所提

出的方法仍然能够得到具有明显聚类连接结构的

相似图, 验证了所提出的方法在相似图补全上的有

效性.

  

(a) 第 1 个视角
(a) The 1st view

(b) 第 5 个视角
(b) The 5th view 

图 7   本文方法在视角缺失率为 70% 的 Handwritten数据

集上得到的第 1个视角和第 5个视角的相似图

Fig. 7    Two similarity graphs, corresponding to the
1st view and the 5th view, obtained by the

proposed method on Handwritten dataset with
a missing-view rate of 70%

  

4    结束语

针对视角缺失下的不完整多视角聚类难题, 本
文提出了一种基于低秩张量图学习的方法. 该方法

建立了自适应不完整图补全和最优聚类表征学习的

统一框架模型, 通过挖掘视角间邻接结构的高阶相

关性和视角间邻接信息的一致性, 得到了很好的相

似图恢复效果. 在多种视角缺失率下的 5个数据集

上, 与多种先进的不完整多视角聚类方法进行对比,
实验结果表明, LASAR在这些数据集上普遍获得

了最好的性能, 验证了其在不完整多视角聚类任务

上的有效性.
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图 6    在视角缺失率为 30% 的 Handwritten和 Caltech7数据集上, LASAR的目标函数值

和聚类 NMI (%)与迭代步数之间的关系

Fig. 6    Objective function value and clustering NMI (%) of LASAR v.s. the iterations on Handwritten and
Caltech7 datasets with a missing-view rate of 30%
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