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高阶系统方法

— II.能控性与全驱性

段广仁 1

摘 要 本文首先简述了基于状态空间模型的一阶动态系统的能控性进展, 指出了一阶系统方法中卡尔曼能控性体系的一些

问题. 然后证明了线性定常系统能控的充要条件是它能化成一个高阶全驱系统, 同时还在一定程度上将这一结果推广到非线

性系统的情形. 基于这一发现, 本文定义了一般动态系统的完全能控性, 明确其意义在于存在控制律使得闭环系统为一线性定

常的高阶系统, 并且可以任意配置闭环特征多项式的系数矩阵, 同时还指出其多方面相关结论.
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High-order System Approaches: II. Controllability and Full-actuation
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Abstract In this paper, development in controllability of dynamical systems described by first-order state-space models

is firstly overviewed briefly, and problems with the controllability theory originally introduced by Kalman are pointed out.

It is then proven that a necessary and sufficient condition for a constant linear system to be controllable is that it can

be equivalently expressed as a high-order fully-actuated system, and this result is also generalized, in a sense, to the case

of nonlinear systems. Based on this discovery, complete-controllability of general dynamical systems is defined. Together

with some other important properties, significance of super-controllability is clearly revealed as such that the system can

be turned, by a feedback controller, into a high-order constant linear system with the coefficient matrices of the closed-loop

eigen-polynomial being arbitrarily assignable.
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1 引言

文献 [1] 指出了控制领域中普遍使用的增广一
阶系统方法的弊端, 介绍了高阶全驱系统的概念, 并
给出了一类高阶全驱系统的一种参数化设计方法.
高阶全驱系统的一个重要优势是可以通过状态反馈

获得一个具有希望特征结构的线性定常闭环系统,
而参数化方法还提供了这种设计中的所有自由度.
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本文将进一步基于高阶全驱系统方法研究动态系统

的能控性.

1.1 一阶系统框架下的能控性

非线性系统的能控性分析是一个历史悠久且十

分棘手的问题, 受到了国内外学者的广泛关注. 下面
按系统类型对能控性理论进展做一简单综述.

1) “线性 + 非线性扰动” 形式的系统
这是非线性系统领域中得到较为广泛研究的一

类系统. 文献 [2] 考虑了线性部分为定常的情形, 给
出其线性部分的能控性可以决定系统的全局能控性

的条件. 文献 [3−5] 研究了带有时变线性部分的系
统的全局能控性. 文献 [4] 的证明以 Schauder 不动
点定理为工具, 文献 [5] 考虑了非线性项中含有控制
的情况. 时滞系统的能控性也得到了关注, 包括控制
输入含有时变时滞[6] 和分布时滞[7] 的情况, 以及系
统状态中存在时滞的系统[8]. 不同于上述情形, 文献
[9−11] 考虑了伪线性 + 非线性扰动形式的系统的
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局部和全局能控性, 文献 [12] 又在此基础上进一步
考虑了控制存在时滞的情形.
值得指出的是, 针对这一类情形的研究, 一般只

能给出能控性的充分条件.
2) 仿射非线性系统
作为一类更一般的系统, 仿射非线性系统受到

了许多学者的关注. 文献 [13] 从 2 维仿射系统入手,
基于 Jordan 曲线定理和 Poincare-Bendixson 定理
给出了其全局能控的充要条件, 并将结果推广到了
一种高维类三角系统上. 文献 [14] 进一步考虑了受
扰的情形, 给出了全局能控的充分条件. 对于单输入
仿射系统的沿闭合参考轨迹的局部能控性 (简称 “闭
能控性”) 问题, 文献 [15] 给出了充分条件并将结果
推广到了一类多输入仿射系统和更一般的系统. 在
“三角结构” 的假设下, 文献 [16] 给出了仿射非线性
系统快速局部能控的充要条件, 这一结果后来也被
推广到一类更一般的非三角系统上[17]. 对于时变系
统的情形, 文献 [18] 给出了初始状态能控的充分条
件. 文献 [19] 进一步给出了状态含有时滞的系统的
局部能控和全局能控性充分条件.

3) 其他特殊非线性系统
除上述情形外, 作为一类特殊的非线性系统, 对

称非线性系统因其对称结构可简化能控性判别条

件[20], 受到人们的关注[21−24]. 特别地, 文献 [22] 在
文献 [21] 的基础上, 证明了若对称非线性系统在某
点可能控分解, 则在此点所属的轨道上的所有点均
可能控分解.

双线性系统被认为是最接近线性系统的非线性

系统, 关于其能控性的一个系统性的综述可见文献
[25]. 一些其他类型系统的能控性, 如振动系统[26]、

耗散拉格朗日系统[27]、齐次系统[28] 和随机系统[29]

等也都得到了一定程度的讨论. 另外, 非线性系统能
控性分析的一些理论成果也被应用到一些实际系统

上, 如带有两个陀螺的刚体运动系统[30]、航天器姿

态系统[31−32]、带有 DC-DC、Buck 等变换器的电力
系统[33]、欠驱动机械臂系统[34] 以及化学反应器系

统[35] 等.
4) 一般非线性系统
对于不具备特殊结构的一般非线性系统的能控

性, 现有理论成果较少. Davison 等[36] 指出, 一个系
统的能控性等价于施加某一带有参考输入的状态反

馈控制后的闭环系统的能控性. 文献 [37] 指出, 如
果系统可以局部线性化, 则由其线性化部分的能控
性和其非线性解映射的局部可逆性, 可推知系统的
局部能控性, 同时还进一步考虑了受扰的情形. 综述
论文 [38] 讨论了非线性系统弱能控的概念及相应的
判别方法. 除此之外, 人们还提出了能控性分析的
“类 Lyapunov 方法”[39] 和基于受控因子的弱能控

性判据[40]. 对于离散时间系统的情形, 文献 [41] 提
出了 N 步能控与渐近能控的概念, 并研究了这两种
能控性与有限时间控制之间的关系. 另外, 文献 [42]
定义了一类非线性系统的能控性子分布, 并给出了
计算包含在某些分布内的最大能控性子分布的算法.
文献 [43] 又将此结果推广到了非线性奇异系统上.

1.2 一阶系统方法的局限性

文献 [1] 指出一阶系统方法的一个最大问题是
破坏了许多系统原有的全驱特性. 根据动量 (矩) 定
理和拉格朗日方程所建立的物理系统的原始模型都

是二阶或高阶的, 一阶系统方法把它们化成一阶系
统处理, 对控制系统的响应分析、状态观测和滤波等
问题带来了很大的方便, 但长达 70 年的研究结果说
明这种方法论却没有为控制系统的能控性分析提供

多少益处:
1) 很难提出深入的能控性分析结果
人们所熟悉的一阶系统卡尔曼意义下的能控性

定义本质上依赖于系统的响应 (解), 只有在线性的
情形才能给出有效实用的判据, 因为线性系统的解
是简单明了的, 而非线性系统的求解很复杂, 自然导
致非线性系统的能控性分析问题很难入手.
对于一般的非线性系统, 获得能控性的充要条

件是一件很难的事情. 目前已有的充要条件都是针
对一些特殊系统给出的, 如,具有严格的对称结构[23]

或某种特殊的广义对称性[24]、2 维的仿射结构[13]、

三角结构[16] 和 “本征三角结构”[17]、单输入单输出

系统[44] 等.
2) 导致现有一些结果的实用性较差
如果说控制理论中存在脱离实际应用、陷入抽

象数学研究的内容, 那首先要数控制系统的能控性
分析了. 这方面的许多工作从问题的描述到中间的
推演, 以至于到最后结果的表述, 都没有跳出李代
数、微分流形等一些抽象数学分支的范畴, 距离实际
应用较远.

20 世纪 80 年代初期, 有人就将非线性系统能
控性等方面的一些研究描述成 “是相对无害的活动.
充满了许多愉快的意外和轻微的失望, 而最终则是
白费力气”[45−46]. 控制系统的能控性分析应该是为
控制系统设计服务的, 但与线性系统的情形不同, 非
线性系统能控性分析方面的工作并没有对控制系统

设计带来多少指导意义.正如文献 [45, 47]所言, “非
线性系统的能控性 (结果) 和镇定之间的关系是不明
显的”. 虽然 30 多年过去了, 关于非线性系统能控
性分析方面的工作仍然没有出现重大突破性的结果.
除上述两个方面之外, 下一节还指出了以一阶

状态空间模型为基础的能控性体系也存在一定的问

题.



8期 段广仁: 高阶系统方法— II. 能控性与全驱性 1573

一阶状态空间模型是以系统状态为主导的一种

模型. 基于一阶状态空间模型所定义的能控性是状
态能控性, 自然要以系统的状态响应为基础. 而这种
定义则完全决定了其分析的难度— 除了线性系统

和少数极特殊的系统外, 基本上没有有效、实用的判
据, 自然对于非线性系统设计也不能提供多少帮助.
众所周知, 基于系统的解来进行控制系统设计应该
是非常久远的初级尝试, 目前有效的控制系统设计
方法几乎没有基于系统的解来进行设计的, 而控制
系统的能控性至今却还要基于系统的解进行分析.
线性系统理论指出, 系统能控的充要条件是闭

环极点可以通过状态反馈任意配置. 既然这样, 为什
么非要用系统的解来定义能控性呢? 如果一个线性
系统的闭环极点可以通过状态反馈任意配置, 我们
便可称它为能控的. 对于非线性系统而言, 其能控性
可否类似地定义为系统的动态特性可以通过状态反

馈任意配置 (见第 5 节)?
本文打破一阶系统方法框架的束缚, 首先证明

了一个线性定常系统能控的充要条件是其可以化为

一个高阶全驱系统, 这一结论深刻地揭示了能控性
的本质, 也被一定程度上推广到非线性系统情形. 基
于这一事实, 我们定义了一般形式动态系统的完全
能控性, 把控制系统的能控性和高阶系统的全驱性
联系起来, 从而将控制系统的设计问题和控制系统
的能控性分析问题统一起来.

2 现有能控性体系中的问题

本节的目的是指出现有能控性体系中的问题,
所以不注重所述问题的一般性和复杂性, 仅以能说
明问题为主.
考虑如下的输入输出系统:

Amx(m)+Am−1x
(m−1) + · · ·+ A1ẋ + A0x =

Blu
(l) + Bl−1u

(l−1) + · · ·+ B0u (1)

其中 x ∈ Rn 是系统的输出 (基础状态), u ∈ Rr

是控制输入, Ai, i = 0, 1, · · · ,m 和 Bj, j =
0, 1, · · · , l 为系统的系数矩阵. 如令
{

A (s) = Amsm + Am−1s
m−1 + · · ·+ A1s + A0

B (s) = Bls
l + Bl−1s

l−1 + · · ·+ B1s + B0

(2)

则该系统有下述微分算子的表述形式

A(s)x = B(s)u (3)

卡尔曼于 1959 年发表的论文,《控制系统的一
般理论》[48−49], 首次提出了状态空间方法, 在时间
域内采用一阶的状态空间模型描述动态系统. 对于

线性的情形, 其描述形式如下[50]

{
ẋ = Ax + Bu

y = Cx
(4)

其中 x ∈ Rn 是系统的状态, u ∈ Rr 是控制输入;
A, B 和 C 为适当维数的系数矩阵. 后来人们又将
其推广到下述广义系统形式[51]:

{
Eẋ = Ax + Bu

y = Cx
(5)

其中矩阵 E 可以奇异.
所谓的状态空间方法就是研究下述一阶的状态

空间模型

ẋ = f(x, u) (6)

所描述系统的分析与控制问题, 其一般性蕴含在下
述逻辑当中: 在极其宽松的条件下, 任何一个连续
的动态系统都可以表示为一阶微分方程 (6) 的形式.
一阶系统方法认为控制系统的一阶状态空间模型

(6) 是万能的系统描述. 在这种逻辑下, 其他描述形
式的系统没有研究的必要. 因此, 和其他许多概念一
样, 能控性也只是针对一阶状态空间模型提出的. 这
就使得系统的其他描述形式在能控性概念方面存在

空白.
在线性系统理论中, 把系统的输入输出描述 (1)

转化为系统的状态空间描述 (4) 的问题称为实现问
题, 而求得的一个具体的状态空间模型称为系统 (1)
的一个状态空间实现. 显然, 实现问题的解是不唯一
的.
关于线性系统 (4)的能控性问题,早已形成了一

整套完备的理论体系. 但输入输出模型 (1) 的能控
性目前还没有一个能为人们广泛接受的定义[52−53].
作为一个控制系统, 系统 (1) 也应该有能控性问题.
这种情况说明了现有能控性体系的不完备性.
如何定义输入输出系统 (1) 的能控性呢？按照

上面的逻辑, 一个自然的想法便是考虑输入输出系
统 (1) 的状态空间实现的能控性. 但是, 输入输出系
统 (1) 的状态空间实现是不唯一的. 很多例子显示,
一个输入输出系统 (1) 可能既有能控的状态空间实
现, 也同时有不能控的状态空间实现. 从理论上讲,
该输入输出系统连同它的状态空间实现都应该是同

一物理系统的不同的数学描述形式而已, 不应该有
不同的能控性.
那么可否用系统 (1) 的最小实现的能控性来定

义系统 (1) 能控性呢? 这样岂不是解决了能控性不
确定的问题吗? 这样做是解决了上述能控性不确定
的问题, 但却带来了一个更大的矛盾, 即所有形如
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(1) 的系统全都是能控的, 也就没有再定义其能控性
的必要了.
这些矛盾现象都反映了现有能控性体系中存在

的问题.

3 能控性与全驱性

考虑下述形式的高阶系统:

Amx(m) + Am−1x
(m−1) + · · ·+ A1ẋ + A0x = Bu

(7)

其中 x ∈ Rn 是系统的状态变量, u ∈ Rr 是控制输

入, Ai, i = 0, 1, · · · ,m 和 B 是适当维数的实系数

矩阵. 当 m = 1, A1 = In 时, 该系统化为我们熟知
的状态空间模型.
定义 1[1]. 若高阶系统 (7) 满足 r = n 且

det B 6= 0, 则称系统 (7) 是全驱的. 特别地, 当
B = In 时我们称系统 (7) 是一个标准全驱系统.
本节将证明任何一个一阶线性定常系统能控的

充要条件是其可以等价地化为一个形如式 (7) 的高
阶全驱系统. 这一结论深刻地揭示了能控性的本质.

3.1 单输入系统的情形

考虑完全能控的单输入线性定常系统

ẋ = Ax + bu (8)

其中 x ∈ Rn 为系统的状态向量, A ∈ Rn×n, b ∈
Rn 为系统的系数矩阵.
令系统的特征多项式为

det(sI −A) = α(s) =

sn + αn−1s
n−1 + · · ·+ α1s + α0

(9)

如下定理给出了系统 (8) 的能控性与高阶全驱
系统的关系.
定理 1. 系统 (8) 能控的充要条件是存在变换




x̄ = P−1x =
[
x̄1 x̄2 · · · x̄n

]T

x̄i = z(i−1), i = 1, 2, · · · , n
(10)

其中 P ∈ Rn×n 为一可逆矩阵, 使得在此变换下系
统 (8) 等价于如下形式的标准高阶全驱系统

z(n) + αn−1z
(n−1) + · · ·+ α1ż + α0z = u (11)

其中 αi, i = 0, 1, · · · , n− 1, 由式 (9) 给出.
证明. 周知, 系统 (8) 能控的充要条件是下述能

控性矩阵

Qc =
[
b Ab · · · An−1b

]
(12)

可逆. 作线性非奇异变换 x̄ = P−1x, 其中

P = Qc (13)

则根据线性系统能控规范型理论[50] 可知, 系统 (8)
可化为如下 Luenberger 第二能控规范型:

˙̄x = Acx̄ + bcu (14)

其中

Ac = , bc =




0
...
0
1




(15)

将式 (14)∼ (15) 写成下述分量形式:




˙̄x1 = x̄2

˙̄x2 = x̄3

...
˙̄xn−1 = x̄n

˙̄xn = −α0x̄1 − α1x̄2 − · · · − αn−1x̄n + u

(16)

记 z = x̄1, 再联合式 (16) 中的前 n− 1 个方程可得
式 (10) 中的第二组方程. 将式 (10) 中的方程代入
到式 (16) 中的最后一个方程, 可得式 (11) 表述的标
准高阶全驱系统.
最后注意到上述过程的可逆性, 可得定理结

论. ¤
说明 1. 式 (10) 中的第二组方程也可称作关

联方程, 它给出的是高阶全驱系统的基础状态及其
各阶导数和原系统状态变量之间的关联关系, 它在
一定意义上也可以理解为系统 (11) 的输出方程. 应
用中, 它可以将原系统的输出和高阶全驱系统的基
础状态 x 及其各阶导数联系起来, 起到一个中间纽
带的作用.

3.2 多输入系统的情形

根据线性系统能控性理论, 由状态空间模型表
述的线性系统 (4) 能控的充要条件是其代数等价于
下述 Luenberger 第二能控规范型[50]:

˙̂x = Âcx̂ + B̂cu (17)
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其中

x̂ =




x̂1

x̂2

...
x̂r




, x̂i =




x̂i1

x̂i2

...
x̂iµi



∈ Rµi , u =




u1

u2

...
ur




(18)

这里 µi, i = 1, 2, · · · , r, 为一组正整数, 满足 µ1 +
µ2 + · · · + µr = n; 系数矩阵 Âc 和 B̂c 具有下述结

构

Âc =




Â11 · · · Â1r

...
. . .

...
Âr1 · · · Ârr




(n×n)

(19)

Âii = (20)

Âij =




0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0
−α0

ij · · · −α
µj−1
ij




(µi×µj)

, i 6= j (21)





B̂c =
[
BT

1 BT
2 · · · BT

r

]T

r×n

Bi =




0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 1 bi,i+1 · · · bi,r




µi×r

(22)

为证明任何一个系统能控的充要条件是其可化

为一个高阶全驱系统, 我们只需证明上述能控标准
型可以化成一个高阶全驱系统即可.
定理 2. 多输入线性定常系统 (17)∼ (22) 在下

述变换下




z =
[
z1 z2 · · · zr

]T

∈ Rr

x̂ij = z
(j−1)
i , i = 1, 2, · · · , r, j = 1, 2, · · · , µi

(23)

等价于下述形式的高阶全驱系统:

Aµz(µ) + Aµ−1z
(µ−1) + · · ·+ A1ż + A0z = B̃u

(24)

其中

µ = max {µi, i = 1, 2, · · · , r} (25)

这里, µi, i = 1, 2, · · · , r, 为一组正整数, 满足 µ1 +
µ2 + · · ·+ µr = n;

Ak =
[
αk

ij

]
r×r

, k = 0, 1, · · · , µ (26)

B̃ =




1 b12 b13 · · · b1r

0 1 b23 · · · b2r

0 0 1 · · · b3r

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · 1




(27)

这里, αk
ij, bij, j, k = 1, 2, · · · , µi, i = 1, 2, · · · , r,

同式 (20)∼ (22) 给出, 但满足下述约定:
{

αk
ij = 0, j, k > µi, i = 1, 2, · · · , r

αµi

ii = 1, i = 1, 2, · · · , r
(28)

证明. 将式 (17) 中的方程分组写成分量形式,
有





˙̂xk1 = x̂k2

˙̂xk2 = x̂k3

...
˙̂xk(µk−1) = x̂kµk

˙̂xkµk
= −

µk∑
i=1

αi−1
kk x̂ki −

r∑
i = 1

i 6= k

µk∑
j=1

αj−1
ki x̂ij+

uk +
r∑

l=k+1

bklul, k = 1, 2, · · · , r

(29)

由式 (29) 中的前 µk − 1 个方程可得




x̂k2 = ˙̂xk1

x̂k3 = ¨̂xk1

...

x̂kµk
= x̂

(µk−1)
k1 , k = 1, 2, · · · , r

(30)

将上述关系式 (30) 代入到式 (29) 中的最后一式可
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得




x̂
(µ1)
11 = −

µ1∑
i=1

αi−1
11 x̂

(i−1)
11 − γ1 + u1 +

r∑
l=2

b1lul

x̂
(µ2)
21 = −

µ2∑
i=1

αi−1
22 x̂

(i−1)
21 − γ2 + u2 +

r∑
l=3

b2lul

...

x̂
(µr−1)
r−1,1 = −

µr−1∑
i=1

αi−1
r−1,r−1x̂

(i−1)
r−1,1 − γr−1+

ur−1 +
r∑

l=r

br−1,lul

x̂
(µr)
r1 = −

µr∑
i=1

αi−1
rr x̂

(i−1)
r1 − γr + ur

(31)

其中

γi =
r∑

k = 1

k 6= i

µk∑
j=1

αj−1
ik x̂

(j−1)
k1 , i = 1, 2, · · · , r

再注意到约定式 (28), 可将式 (31) 进一步写为




µ1+1∑
i=1

αi−1
11 x̂

(i−1)
11 + γ1 = u1 +

r∑
l=2

b1lul

µ2+1∑
i=1

αi−1
22 x̂

(i−1)
21 + γ2 = u2 +

r∑
l=3

b2lul

...
µr−1+1∑

i=1

αi−1
r−1,r−1x̂

(i−1)
r−1,1 + γr−1 = ur−1+

r∑
l=r

br−1,lul

µr+1∑
i=1

αi−1
rr x̂

(i−1)
r1 + γr = ur

(32)

最后定义

z =
[
x̂11 x̂21 · · · x̂r1

]T

(33)

再使用式 (25)∼ (27) 中的记号, 系统 (32) 可表为
式 (24) 所表达的高阶全驱系统, 同时式 (30) 给出式
(23) 中的第二式.
注意到上述过程的可逆性, 可得定理结论. ¤

4 非线性系统的情形

本节旨在将上一节中的内容在一定意义下推广

到非线性系统的情形.

4.1 单输入系统的情形

李文林和高为炳[54] 将线性系统的能控标准型

推广到非线性系统. 对于单输入非线性系统

ẋ = g(x, t, u), x ∈ Rn, u ∈ R (34)

他们定义了下述形式的能控规范型

˙̄x = Acx̄ + fc(x̄, t) + bcu (35)

其中

x̄ =
[
x̄1 x̄2 · · · x̄n

]T

(36)

Ac = fc =




0
0
· · ·

f(x̄, t)




, bc =




0
...
0
1




(37)

并给出系统 (34) 经过状态变换 x = T (z) 化成上述
可控标准型的充要条件. 此处有一点与文献 [54] 不
同的是, 我们在上面的非线性函数 f 和 g 中增加了

时间 t 自变量.
下述定理说明上述非线性系统的能控规范型

(35)∼ (37) 等价于文献 [1] 中提出的标准高阶全驱
系统.
定理 3. 非线性系统 (35)∼ (37) 在变换

x̄i = z(i−1), i = 1, 2, · · · , n (38)

下等价于下述形式的高阶标准全驱系统:

z(n) = f(z, ż, · · · , z(n−1), t) + u (39)

证明. 将非线性系统 (35)∼ (37) 写成分量形
式, 有





˙̄x1 = x̄2

...
˙̄xn−1 = x̄n

˙̄xn = f(x̄, t) + u

(40)

记 z = x̄1, 并联合 (40) 中的前 n− 1 个方程可得式
(38) 中的方程. 再将这些方程代入到式 (40) 中的最
后一个方程, 可得式 (39) 描述的高阶标准全驱系统.
最后注意到上述过程的可逆性, 可得定理结

论. ¤
4.2 多输入系统的情形

对于多输入非线性系统

ẋ = g(x, t, u), x ∈ Rn, u ∈ Rr (41)

文献 [54] 定义了下述形式的能控规范型

˙̂x = Âcx̂ + f̂c(x̂, t) + B̂cu (42)
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其中

x̂ =




x̂1

x̂2

...
x̂r




, x̂i =




x̂i1

x̂i2

...
x̂iµi



∈ Rµi , u =




u1

u2

...
ur




(43)

f̂c =




f̂1(x̂, t)
f̂2(x̂, t)

...
f̂r(x̂, t)




, f̂i(x̂, t) =




0
...
0

fi(x̂, t)



∈ Rµi

(44)

系数矩阵为

Âc = blockdiag(Â11 Â22 · · · Ârr)(n×n) (45)

Âii = , i = 1, 2, · · · , r

(46)




B̂c =
[
BT

1 BT
2 · · · BT

r

]T

r×n

Bi =




0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 1 bi,i+1 · · · bir




µi×r

(47)

与文献 [54] 不同的是, 我们在上面的非线性函
数 fi 和 g 中增加了时间 t 自变量, 另外允许 Bi 中

1 元素右侧的元素可以非零.
针对上述能控标准型, 我们有下述结论.
定理 4. 多输入非线性系统 (42)∼ (47) 在下述

变换下




z =
[
z1 z2 · · · zr

]T

x̂ij = z
(j−1)
i , j = 1, 2, · · · , µi, i = 1, 2, · · · , r

(48)

等价于如下形式的高阶全驱系统:

Ez(m) = f̃(z, ż, · · · , z(m−1), t) + B̃u (49)

其中

f̃(z, ż, · · · , z(m−1), t) =




f1(·, t)
f2(·, t)
· · ·

fr(·, t)




+
m−1∑
i=m0

Eiz
(i)

(50)

矩阵 E 和 Ei, i = m0,m0 + 1, · · · ,m− 1 为一组对
角线元素为 0 或 1 的非零对角矩阵,

{
m = max {µi, i = 1, 2, · · · , r}
m0 = min {µi, i = 1, 2, · · · , r} (51)

而 B̃ ∈ Rr×r 分别由式 (27) 定义.
证明. 将式 (42) 中的方程分组写成分量形式,

有




˙̂xk1 = x̂k2

˙̂xk2 = x̂k3

...
˙̂xk,µk−1 = x̂kµk

˙̂xkµk
= fk(x̂, t) + uk +

r∑
l=k+1

bklul,

k = 1, 2, · · · , r

(52)

由上式中的前 µk − 1 个方程可得




x̂k2 = ˙̂xk1

x̂k3 = ¨̂xk1

...

x̂kµk
= x̂

(µk−1)
k1 , k = 1, 2, · · · , r

(53)

将该组方程代入到式 (52) 中的最后一式可得




x̂
(µ1)
11 = f1(x̂, t) + u1 +

r∑
l=2

b1lul

x̂
(µ2)
21 = f2(x̂, t) + u2 +

r∑
l=3

b2lul

...

x̂
(µr−1)
r−1,1 = fr−1(x̂, t) + ur−1 +

r∑
l=r

br−1,lul

x̂
(µr)
r1 = fr(x̂, t) + ur

(54)

记




z =
[
z1 z2 · · · zr

]T

zk = x̂k1, k = 1, 2, · · · , r
(55)
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再注意到 B̃ ∈ Rr×r 的表达式和式 (51), 可将式
(54) 写成如下矩阵形式

Ez(m) −
m−1∑
i=m0

Eiz
(i) = f(z, ż, · · · , z(m−1), t) + B̃u

(56)

其中矩阵 E 和 Ei, i = m0,m0 + 1, · · · ,m− 1 为一
组对角线元素为 0 或 1 的非零对角矩阵,

f(z, ż, · · · , z(m−1), t) =




f1(·, t)
f2(·, t)

...
fr(·, t)




将式 (56) 改写成

Ez(m) = f(z, ż, · · · , z(m−1), t) +
m−1∑
i=m0

Eiz
(i) + B̃u

再利用式 (50) 便得式 (49) 所表达的高阶全驱系统,
同时式 (53) 和 (55) 联合给出式 (48) 中第二式.
最后注意到上述过程的可逆性, 可得定理结

论. ¤
上述定理将系统 (42)∼ (47) 的等价高阶全驱系

统表成多变量广义系统 (49) 的形式. 但由定理的证
明可见, 原系统等价于系统 (54). 如果令

ũ = B̃u

则系统 (54) 又可以等价地化成下述形式的一组高阶
全驱系统

x
(ui)
i = fi(x, t) + ũi, i = 1, 2, · · · , r

也即多输入非线性系统 (42)∼ (47) 可以等价地化为
一组高阶全驱系统. 对于这组高阶全驱系统, 显然存
在控制律使得闭环系统由 r 个相互独立的线性定常

系统构成. 这种将一个系统化成若干个高阶全驱系
统来实现其控制的方法, 就是该系列论文所讨论的
高阶全驱系统方法.

5 完全能控性

5.1 定义

前面两节的主要结果启发我们针对一般的控制

系统引入能控性的定义.
考虑下述形式的高阶非线性系统

Ex(m) = f(x, ẋ, · · · , x(m−1), t)+

g(x, ẋ, · · · , x(m−1), u, t) (57)

其中 x ∈ Rn 为状态向量, u ∈ Rn 为输入向量,
f(·), g(·) ∈ Rn 为充分光滑的向量函数, E ∈ Rn×n

为一常数矩阵, 通常为单位矩阵, 亦可以奇异. 当
m = 1, E = In 时, 系统 (59) 化为下述我们熟知的
形式:

ẋ = f(x, t) + g(x, u, t) (58)

定义 2. 令 Ωi ⊂ Rn, i = 0, 1, · · · ,m− 1, 为一
组开集, 且记

Ω = Ω0 × Ω1 × · · · × Ωm−1

对于 t ≥ 0, 如果 w = g(x, ẋ, · · · , x(m−1), u, t)
1) 对于任何 x(i) ∈ Ωi, i = 0, 1, · · · ,m − 1 都

是 u 到 w 的微分同胚, 则称系统 (57) 在 Ω 上是全
驱的;

2) 只在 Ω 上的某个超曲面上不构成 u 到 w 的

微分同胚, 则称系统 (57) 是亚全驱的;
3) 只在 Ω 上的某个孤立点集上不构成 u 到 w

的微分同胚, 则称系统 (57) 是几乎全驱的; 特别, 当
该点集只包含有限个点时, 则称系统 (57) 是基本全
驱的;

4) 对于任何 x(i) ∈ Rn, i = 0, 1, · · · ,m − 1
都是 u 到 w 的微分同胚, 则称系统 (57) 在
Ω 上是大范围全驱的, 简称全驱的; 特别, 当
g(x, ẋ, · · · , x(m−1), u, t) ≡ u 时, 则称系统 (57) 为
一个标准全驱系统.

特别地, 对于下述高阶仿射系统

Ex(m) = f(x, ẋ, · · · , x(m−1), t)+

B(x, ẋ, · · · , x(m−1), t)u (59)

其中 B(x, ẋ, · · · , x(m−1), t) ∈ Rn×n 为一连续矩阵

函数, 其他各量同前述. 此时上述定义化为文献 [1]
中的定义 1.
现在考虑如下一般的动态系统

F (z, ż, · · · , z(m); u, u̇, · · · , u(l); t) = 0 (60)

其中 z ∈ Rn 和 u ∈ Rr 分别为系统的状态和控制

输入, F 为一个满足适当条件的向量函数, m 和 l 为

两个正整数, 一般情况下有 l ≤ m.
定义 3. 动态系统 (60) 称为完全能控的, 如

果可以通过适当的变换将其等价地化成一个形如式

(57) 的高阶全驱系统.
由定理 1 和 2 可知下述结论成立.
命题 1. 一阶状态空间模型描述的线性定常系

统 (4) 的完全能控性与其通常意义下的能控性等价.
尽管在线性定常系统的情况下, 完全能控性与

其通常意义下的能控性是等价的, 但由定理 3 和 4
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以及文献 [54] 中的定理 2 和 3 可以推知, 在非线性
系统的情况下, 能控性的定义有多种, 某些意义下能
控的系统不一定都是完全能控, 即完全能控系统仅
是某些意义下能控系统的一个真子集. 因此, 在非线
性的情况下, 完全能控性和卡尔曼意义下的一些能
控性之间还是有缝隙的. 事实上, 文献 [55] 中所给
出的非线性系统的能控规范型只代表一类一阶非线

性完全能控系统.
根据上述定义 3, 机器人领域中的下述系统

M(x, ẋ, t)ẍ + D(x, ẋ, t)ẋ + K(x, ẋ, t)x = u (61)

其中M(·)、D(·) 和 K(·) ∈ Rn×n 分别为系统的广

义质量矩阵、广义阻尼矩阵和广义刚度矩阵, 是完全
能控的. 航天器控制中所涉及的许多系统也是完全
能控的[55−56]. 文献 [1] 中所涉及的积分型系统、串
联系统、严格反馈型系统和可反馈线性化的系统都

是完全能控的. 更重要的是, 现在不只是对于一阶的
状态空间模型描述的系统才有能控性定义, 而是对
任何连续系统都有能控性的定义了.

5.2 基本意义

控制系统完全能控的意义是非常明确的, 即存
在控制律使得闭环系统为一个线性定常系统, 并且
可以任意配置闭环系统的特征多项式系数矩阵. 对
此可以严格表达如下.
命题 2. 对于任意给定的定常矩阵 Ai ∈

Rn×n, i = 0, 1, · · · ,m − 1, 都可以选取高阶全驱
系统 (57) 的下述控制律




w = −
m−1∑
i=0

Aix
(i) + f(x, ẋ, · · · , x(m−1), t)− ν

u = g−1(w)
(62)

获得如下的线性定常闭环系统

Ex(m) + Am−1x
(m−1) + · · ·+ A1ẋ + A0x = ν

(63)

上述命题为文献 [1] 中高阶仿射系统情形的自然推
广.
鉴于矩阵 Ai, i = 0, 1, · · · ,m− 1 的任意性, 总

可以通过合理地选择这些矩阵获得希望的闭环系统

特性. 文献 [1] 从闭环系统的特征结构配置角度出发
对此给出了具体的参数化方法, 并提供了系统设计
中的所有自由度.
说明 2. 由定义 2 可知, 全驱系统是一类以控制

变量为核心的系统, 本质上可以几乎显示解出控制
变量 u. 进一步由定义 3 可知, 完全能控的系统就是
可以求解出控制变量的系统. 控制系统的状态空间

模型以系统的状态为核心, 对于求解系统的状态响
应、状态观测与估计等问题自然提供了方便, 但对于
求解系统的控制问题并没有提供多少益处. 由命题
2 可见, 控制系统的高阶全驱模型则为求解控制问
题提供了 “天然” 条件.

说明 3. 上述控制律 (62) 要求基础状态 x 及其

相关的各阶导数的信息. 这些信息是系统 (57) 的最
基本的信息, 很多情况下都是可测的. 如果系统 (57)
是由某个一阶状态空间模型转化所得, 由于这种转
化的可逆性, 容易证得, 当原系统的状态可测时, 必
有系统 (57) 中的 x 及其相关的各阶导数可测, 而且
这些信息还可以从模型转化过程中的变换关系获得.
当然, 这些信息必要时也可以通过设计系统 (57) 的
状态观测器获得.
上述事实的意义是重大的. 它允许我们将很多

非线控制问题直接转化成线性系统领域中的相应控

制问题. 下面仅以几例概括一下这种思想.
现在考虑含有两个附加项的非线性系统

Ex(m) = f(x, ẋ, · · · , x(m−1), t)+

g(x, ẋ, · · · , x(m−1), u, t) + f∗ + d (64)

在控制律 (62) 的作用下, 可得如下形式的闭环系统

Ex(m) + Am−1x
(m−1) + · · ·+ A1ẋ + A0x =

ν + f∗ + d (65)

1) 如果 d 是未知干扰, 我们可以应用一些频域
方法处理系统 (65) 的干扰解耦和抑制问题, 也可以
用一些现代的方法, 比如 H 无穷方法, 处理相应的
干扰抑制问题;

2) 如果 f∗ 是非线性摄动或者线性摄动, 原系统
的某种鲁棒控制问题便转化成了线性系统 (65) 的相
应鲁棒控制问题, 可以应用已知的线性系统鲁棒控
制方法进行求解;

3) 如果 f∗ 是某种参考输入信号, 以用来解决原
系统的某类信号跟踪问题, 此时问题也转化成线性
系统 (65) 的相应信号跟踪问题.

6 结论

由于牛顿定律、拉格朗日方程、动量 (矩) 定理
等一批物理定律的存在, 现实世界中的许多物理系
统的原始模型都是二阶或高阶的. 然而在上百年的
系统与控制的发展过程中, 人们一直把这些高阶系
统化成一阶系统来处理, 在一定程度上脱离了物理
背景, 同时也给一些问题的研究增加了难度. 控制系
统的能控性分析就是这方面的一个典型问题, 所有
的研究都局限于一阶的状态空间模型上, 问题很复
杂, 很难提出一般性的充要条件, 结果的适用性差.
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本文突破了一阶系统方法的束缚, 建立了一阶
系统能控性和高阶系统全驱性的联系. 首先证明了
线性定常系统能控的充要条件是其可以等价地化为

一个高阶全驱系统, 然后将这一结论在一定程度上
推广到非线性系统的情形. 正是这一结论启发我们
定义了一般非线性系统的完全能控性, 将控制系统
的能控性分析问题和控制系统设计问题高度统一起

来. 完全能控系统总可以通过状态反馈获得一个线
性定常的闭环系统, 并且可以任意配置闭环系统的
特征多项式系数矩阵, 从而允许使用线性系统的理
论方法进行设计.
本文主要引出了完全能控性的概念, 指出了与

其相关的一些重要基本事实. 这种方法论上的改变,
可能为控制系统的能控性研究打开新的空间. 关于
亚全驱系统、几乎全驱系统, 甚至更一般的高阶系统
的能控性, 都值得沿此方向深入研究.
有关高阶全驱系统的能观性、二阶和高阶严格

反馈系统、鲁棒镇定与跟踪、干扰解耦与抑制、自适

应控制等问题, 将另文讨论.
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