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摘    要   提出一种基于改进动态系统稳定估计器的机器人技能学习方法. 现有的动态系统稳定估计器方法可以通过非线

性优化来确保学习系统的全局稳定性, 但是存在确定高斯混合分量个数困难以及稳定性和精度无法兼顾的问题. 因此, 根据

贝叶斯非参数模型可以自动确定合适分量个数的特性, 采用狄利克雷过程高斯混合模型对演示进行初始拟合. 随后利用参

数化二次李雅普诺夫函数重新推导新的稳定性约束, 有效地解决了动态系统稳定估计器方法中稳定性和精度难以兼顾的问

题. 最后, 在 LASA数据库和 Franka-panda机器人上的实验验证了新方法的有效性和优越性.
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Abstract   This paper presents a novel robot skill learning method based on improved stable estimator of dynamic-
al systems (SEDS). The original SEDS method can ensure the global stability of the learning system through non-
linear optimization. However, it cannot automatically determine the optimal number of Gaussian components and is
difficult to make a trade-off between reconcile the stability and accuracy. Therefore, note that the Bayesian non-
parametric model can be used to determine the appropriate number of components, the Dirichlet process Gaussian
mixture model is applied to perform the initial fitting of the demonstrations in this paper. Then, the stability con-
straints are reformulated by using the parameterized Lyapunov function. The problems of stability and accuracy in
the SEDS method are solved effectively. Finally, experiments on a LASA dataset and a Franka-panda cooperative
robot validate the effectiveness and superiority of the proposed method.
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近年来, 机器人产业高速发展, 整体规模持续

增长, 在制造业和服务业等众多领域都有广泛应用.

随着工业产品迭代速度日益增长, 个性化需要与日

俱增, 传统依靠手工编程完成特定任务的方法难以

适应新的需求. 因此, 迫切需要开发简单实用, 且可

以灵活适用于多种任务的机器人技能学习方法.
机器人示教学习 (Learning from demonstra-

tion, LfD)的灵感最初来源于人类的模仿学习, 近
几年获得学术界和工业界的广泛关注[1–4]. 机器人通

过观察用户演示来学习新技能, 同时将新技能泛化

到不同场景下的相似任务中去, 一般包含演示、学

习、复现三个阶段. 演示阶段需要解决的问题是如

何向机器人进行技能演示, 常用的方法有视觉示教、

动觉示教、遥操作示教和双臂示教. 学习阶段是对

技能进行建模, 抽象的技能符号由示教数据具体表

示, 然后利用示教数据训练模型参数. 复现阶段的

性能主要体现在稳定性、复现精度、泛化能力和抗

干扰性能 4个方面.
动态系统 (Dynamical system, DS)是对机器
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人技能进行建模的常用方法[5], 该方法将规划和执

行集成到一起, 并将所有可能的解决方案嵌入到模

型中以实现目标[6]. 在非线性 DS基础上发展起来的

动态运动原语只要进行一次演示就可以对运动进行

建模[7], 动态运动原语描述的运动模型由非线性 DS
和线性 DS组成, 其中非线性部分保证了轨迹复现

的相似度, 线性部分则确保了模型全局稳定性, 两
者的切换依靠相位变量平稳进行. 尽管动态运动原

语提供了一种有效而精确的方法来对复杂的动态进

行编码, 但是单变量编码丢失了各自由度之间的相

关信息, 而且该方法本质上仍依赖于时间, 在面对

时间扰动时需要用启发式方法重置相位变量[8].

τ

为弥补动态运动原语的缺陷, 文献 [9]提出了动

态系统的稳定估计器 (Stable estimator of dynam-
ical systems, SEDS). 它首先利用高斯混合模型

(Gaussian mixture models, GMM)和高斯混合回

归 (Gaussian mixture regression, GMR)的概率学

习方法对轨迹进行初步拟合. 概率学习方法是轨迹

编码中的常用方法, 它可以保留演示的固有可变性[10],
但是无法确保训练得到的动态系统具有全局稳定

性. 因此 SEDS在后续优化中加入了稳定性约束,
确保机器人在不受扰动的情况下能够到达目标点.
然而, 过于严格的稳定性约束可能会在学习过程中

限制模型的精度. 针对 SEDS方法中稳定性和精度

难以平衡的问题, 文献 [11]利用微分同胚变换改进

了 SEDS, 称作  -SEDS. 该方法在保证系统稳定性

的同时, 很大程度上克服了模型的精度问题. 但是

增加了模型复杂度, 导致学习更加耗时, 仅限于离

线学习. DS方法的快速稳定学习[12] 同时考虑了估

计 DS的稳定性、准确性和学习速度三个因素. DS
方法快速稳定学习的快速学习能力在很大程度上方

便了它的实际应用, 但在稳定性和准确性方面还不

够优越. 文献 [13]提出了一种基于流形浸没和淹没

的学习方法来解决精度与稳定性的矛盾, 该方法保

证了有效提取动力学特征和稳定形式的高精度, 而
且能处理交叉运动的情形, 但模型复杂度较高.

SEDS中另一个值得注意的问题是混合高斯分

量个数的选取, 但是对于该问题的相关研究较少.
过多或者过少的分量个数选取都会导致模型无法有

效提取演示的动力学特征, 因此该问题具有一定的

研究价值. 通常用于确定有限混合模型的最佳分量

的方法是贝叶斯信息准则[14], 然而这种模型选择方

法存在一些明显的缺陷[15], 常常过高估计模型分量

的个数, 导致过拟合. 贝叶斯非参数模型是一种定

义在无限维参数空间上的贝叶斯模型, 其利用在适

当数量的模型分量密度上产生后验分布来调整模型

大小, 因此可以根据数据自适应聚类个数, 其中狄

利克雷过程混合模型是最常用的贝叶斯非参数模型

之一[16−18]. Figureoa等[19] 提出了一种物理一致的贝

叶斯非参数混合模型, 该方法可以自动估计最佳的

混合分量个数, 并且将相似性测度融入先验信息,
提高了复现和泛化的精度. 但是该方法使用吉布斯

采样计算模型的后验概率, 计算复杂度较高.
鉴于 SEDS存在的上述缺陷, 本文提出了改进

的 SEDS (Improved SEDS, i-SEDS). 该方法有效

地解决了 SEDS 中稳定性和精度无法兼顾的问

题, 并且可以自动确定合适的分量个数. 仿真以及

Franka-panda协作机器人的实验结果验证了本文

方法的有效性和优越性. 本文的主要贡献有: 1)使
用狄利克雷过程高斯混合模型 (Dirichlet process
GMM, DPGMM)代替 GMM拟合演示, 并利用变

分推断 (Variational inference, VI)训练模型, 该模

型可以根据演示数据自动确定合适的混合分量个

数. 仿真分析超参数对 DPGMM的影响, 为超参数

的选择提供了指导意义; 2)采用参数化的李雅普诺

夫函数修改了原 SEDS中的稳定性约束条件, 从而

提高了学习轨迹的精度, 解决了稳定性和精度难以

兼顾的问题. 

1    问题描述

ξ ∈ Rd ξ

ξ

将机器人离散运动公式化为由自治动态系统驱

动的控制律. 考虑一个状态变量 ,   通常表示

笛卡尔空间中末端执行器的坐标. 有时  也可用于

定义机器人系统的广义坐标 (例如, 机械手的关节

角度或轮式机器人的姿势)

ξ̇ = f(ξ), f : Rd 7→ Rd (1)

f(ξ)

ξ0 ξt, t ∈ [0, +∞)

ξ∗ f(ξ∗) = 0

f(ξ)

式中,   是一个非线性连续可微函数, 用于编码

特定行为, 例如拾取搬运物品, 伸手拿杯子等. 从初

始位置  开始, 机器人运动  由式 (1)
积分得到, 运动最后收敛至单一吸引子 ,  .
本文需要估计该吸引子上全局渐近稳定的动态系统

.

{
ξt,m, ξ̇t,m

}Tm,M

t=0,m=1
f(ξ) Tm

m f̂(ξ)

f̂(ξ)

通常 ,  将基于一组 M 条演示轨迹的数据

 对   进行估计 ,     表示第

 条演示轨迹的序列长度, 估计得到的 DS为 .

一般采用回归算法进行估计, 如高斯过程回归 [20]、

局部加权映射回归算法[21] 和混合高斯回归等. 但这

些标准的回归技术在训练过程中没有考虑 DS的渐

近稳定性,   很可能是不稳定的或收敛至伪吸引

子. 因此 SEDS方法将不稳定 DS的建模转换为非

线性优化问题, 构造了全局稳定的运动估计, 具体
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流程如图 1所示.

K

p(ξ, ξ̇|Θ)=
∑K

k=1 πkN
(
ξ, ξ̇|µk, Σk

)
πk µk Σk

Θk = {πk, µk, Σk} Θ = {Θ1, · · · , ΘK}

p(ξ̇|ξ, Θ)

SEDS使用 GMM-GMR回归方法从演示中估

计初始 DS. 首先利用具有  个分量的 GMM估计

联合概率分布  ,

其中  、  和  分别是各高斯分量的权重、均值

和协方差, 即 ,  ,
然后 GMR部分根据联合概率分布推导出后验概率

, 对其取均值得到:

ξ̇ = f̂0(ξ) =

K∑
k=1

hk(ξ)(Akξ + bk) (2)

Ak = Σξ̇ξ
k

(
Σξ

k

)−1

, bk = µξ̇
k −Akµ

ξ
k, hk (ξ) =

πkp (ξ|k)/
∑K

i=1 πip (ξ|i) Akξ + bk k

hk (ξ)
∑K

k=1 hk(ξ) = 1

hk(ξ) > 0

式中 ,          

.   表示第  个线性DS,

 是状态相关的非线性系数,   ,

且 .

Θ

上述方法有足够的灵活性来建模各种运动, 但
是无法确保 DS的渐近稳定性, 为此, SEDS给出了

在保证系统稳定性下的参数学习方法, 即通过最小

化带非线性项约束的目标函数来估计参数 .
min
Θ

J(Θ)

s.t.{
Ak + (Ak)

T ≺ 0,

bk = −Akξ
∗,

∀ k ∈ {1, · · · , K}
(3)

≺ 0 T =
∑M

m=1 T
m

J(Θ)

式中,   表示矩阵的负定,   是全部

训练数据的总数量. 目标函数  的选取有均方误

差 (Mean square error, MSE) 和对数似然 (Log
likelihood, LL)两种.

J(Θ) =


− 1

2T

M∑
m=1

Tm∑
t=0

∥∥∥ξ̇t,m−f̂ (ξt,m)
∥∥∥2, MSE

− 1

T

M∑
m=1

Tm∑
t=0

lnp
(
ξt,m, ξ̇t,m|Θ

)
, LL

(4)

f̂

式中, 对数 ln也可换成以其他常数为底的对数, 上
式的约束是  全局稳定收敛的充分条件, 这些条件

由 Lyapunov第二稳定性方法推导得到, 见定理 1.

V (ξ) : Rd 7→ R ξ∗
定理 1. 如果存在径向无界且满足式 (5) 的

Lyapunov函数 , 则 DS在  点处全

局渐近稳定.
V (ξ∗) = 0

V (ξ) > 0, ∀ ξ ∈ Rd\ξ = ξ∗

V̇ (ξ∗) = 0

V̇ (ξ) < 0, ∀ ξ ∈ Rd\ξ = ξ∗

(5)

K

ξ

K V (ξ)

V (ξ) = (ξ − ξ∗)T(ξ − ξ∗)

L2 ∥ξ − ξ∗∥2

SEDS方法可以有效地从演示中估计出具有全

局渐近稳定性的 DS, 是 LfD领域中的常用方法, 但
是该方法存在两个问题: 1) 用于估计初始 DS 的

GMM-GMR方法需要人工指定混合分量个数 ,
当状态  维度升高或演示轨迹变得复杂时, 通过经

验确定超参数  将变得很困难; 2)在 SEDS中,  
是二次李雅普诺夫函数 (Quadratic Lyapunov
function, QLF), 即 . 在几

何学上, QLF只允许  范数 (即  )距离是

单调递减的轨迹[11]. 这导致了 SEDS在包含高曲率

或非单调 (暂时远离吸引子)的高度非线性运动中
 

演示动觉示教

演示人员 机械臂
拖动

学习 SEDS 方法

GMM-GMR 轨迹拟合

非线性规划问题

ˆ初始动态系统 f0

EM 算法

初始值

内点法

逆运动学控制器

机器人

u

正运动学

复现机器人运动

·{q, q}des

·{q, q}
·

{x, x}

·
{x, x}des

+
−

·
{x

t, m
, x

t, m
}t = 0, m = 1
T m, M

具有全局稳定性的动态系统 f
x = f (x)

ˆ
ˆ·

 

图 1    基于 SEDS的机器人示教学习流程图

Fig. 1    Flow chart of LfD based on SEDS
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表现不佳, 不能同时保证稳定性和精度性.

V (ξ) =

(ξ − ξ∗)TP (ξ − ξ∗) P

针对问题 1), 本文利用贝叶斯非参数模型能根

据数据自动确定最佳聚类个数的特性, 采用了 DP-
GMM拟合演示数据, 并推导 GMR估计初始 DS;
针对问题 2), 本文选择参数化 QLF (Parametrized
QLF, P-QLF)来确保估计 DS的稳定性, 即 

. 其中  的作用是将简单的 QLF
重塑为 “椭圆” 形式, 放松了约束条件, 从而能够精

确复现不收缩 (高曲率且朝向目标具有非单调性)
的演示轨迹. 

2    DPGMM-GMR 算法

DPGMM-GMR算法由 DPGMM的建模过程、

利用变分推断进行模型求解和推导 GMR 估计初

始 DS三部分组成. 

2.1    狄利克雷过程高斯混合模型

DP (G0, α) G0 α

G

G {θ∗n}Nn=1

狄利克雷过程 (Dirichlet process, DP)一般用

 表示, 其中  是连续的基分布,   是集

中参数, 用来控制从 DP中抽取的分布的离散化程

度[22]. 假设从 DP中随机抽取一个样本分布 , 然后

再从  中独立地抽取 N个随机变量 :{
G|{G0, α} ∼ DP (G0, α)

θ∗n|G ∼ G, k = 1, · · · , N
(6)

v = {vk}∞k=1 {θ∗k}∞k=1 vk

vk ∼ Beta(1, α)

折棍过程 (Stick breaking process, SBP)通常

用于建模和推断 DP [ 2 3 ]. 给定两个无限随机变量

 和 , 其中  服从 Beta分布, 即

, 则 SBP可以表示为:

G =

∞∑
k=1

πk(v)δθk (7)

πk (v) = vk
∏k−1

i=1 (1− vi)
∑∞

k=1 πk (v) = 1式中,  ,  .

G0 θk

πk(v)

通过 SBP, 可以将独立于  绘制的原子  视

为混合模型分量的分布参数, 该模型包含无限数量

的分量, 并且每个分量的权重为 , 从而建立了

狄利克雷过程混合模型.
X =

{ξt, ξ̇t}Tt=1 xt = {ξt, ξ̇t} xt

θ∗t p(xt|θ∗t )
{θ∗t }Tt=1

{θ∗t }Tt=1

πk(v) θk Z =

{zt}Tt=1 xt

zt xt

为了便于表述, 将全部演示数据表示为  

, 其中  . 假设每个观测值  

都对应一个参数 , 服从概率密度 . 整个参

数集   服从一个共同的 DP 先验, 由于分布

G是离散的, 因此  可以划分到相同簇内, 以

 的概率共享相同的 . 然后引入指示变量 

, 也称作隐变量. 对于每个观测 , 都对应一

个指示变量 , 用来指示数据  所属分量. 因此狄

利克雷过程混合模型满足下式概率分布:


vk|α ∼ Beta (1, α)
θk|G0 ∼ G0

zt|π (v) ∼ Cat (π (v))

xt|ztk = 1 ∼ p(xt|θk)

(8)

Cat (·)式中,   表示分类分布.

G0 θk ∼ NIW(θ0)

在狄利克雷过程混合模型的基础上明确定义基

分布  为 Normal-Wishart分布, 即 ,
就得到了 DPGMM, 这意味着每个高斯分量的均值

和精度都服从一个独立的 Normal-Wishart分布,
根据式 (8), DPGMM的公式化表示如下:

p(v|α) =
∞∏
k=1

Beta (vk|1, α)

p(µ, Λ) =

∞∏
k=1

N (µk|m0, (β0Λk)
−1

)×

W(Λk|W0, ν0)

(9)


p(Z|v) =

T∏
t=1

∞∏
k=1

(
vk

k−1∏
i=1

(1− vi)

)ztk

p(X|Z, µ, Λ) =
T∏
t=1

∞∏
k=1

N (xn|µk, Λ
−1
k )

ztk

(10)

µk和Λk k

m0和β0 µk

W0和ν0 Λk

式中,   分别表示第  个高斯分量的均值和精

度,    分别是   的高斯先验的均值和方差,
 分别是  的Wishart先验的精度矩阵和自

由度.

K̂ q(vK̂ = 1) = 1

k > K̂ πk(v)

式 (9)是给定的共轭先验分布, 式 (10)是模型

的似然函数. DPGMM的概率结构如图 2所示. 然
而在无限维的设定下, 实际中模型不易处理. 因此

本文采用一种常见的策略, 即基于DP的截断 SBP[24].
预定义最大的混合分量数 , 并且令 .
即对于所有 ,   等于零.
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图 2   DPGMM概率结构图

Fig. 2    DPGMM probability structure diagram 

2.2    变分推断

第 2.1节已为所有随机变量明确定义了共轭先

验和模型的似然函数, 本节采用变分贝叶斯方法得

出参数可靠的后验分布. 将隐变量和未知参数表示
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Θ = {v, Z, µ, Λ} Ξ = {α, m0, β0,

W0, ν0} p(Θ|X, Ξ)

q(Θ) p(Θ|Ξ, X)

ln p(X)

为 , 超参数表示为 

. 由于实际后验  难以计算, 因此变

分推断方法引入任意分布   以逼近  .
在此假设下, 导出模型的对数似然值 , 即:

ln p(X) = L(q) +KL(q||p) (11)

其中

L(q) =
∫

q(Θ)ln
p(X, Θ|Ξ)

q(Θ)
dΘ (12)

KL(q||p) q(Θ)

p(Θ|X, Ξ)

q(Θ)

q(Θ)

  表示变分后验     和实际后验

 之间的 KL(Kullback-Leibler)散度, 刻画

了两个分布之间的相似程度. 为降低求解难度, 一
般采用平均场理论限制概率分布  的范围, 然后

寻找这个类别中使得 KL散度最小化的概率分布[25].
因此需要将  分解为:

q(Θ) =

K̂∏
k=1

q(vk)

K̂∏
k=1

q(µk, Λk)

T∏
t=1

q(zt) (13)

q(Θ) p(Θ)

同时, 考虑 DPGMM的共轭先验配置, 根据共

轭的定义, 期望后验  与先验  具有相同的

函数形式[26], 可得:
q(vk) = Beta (vk|α)

q(µk, Λk) = N (µk|mk, (βkΛk)
−1)×

W(Λk|Wk, νk)

(14)

zt指示变量  满足[27]:

q (ztk = 1) ∝ exp
{ k−1∑

i

⟨ln (1− vi)⟩+ ⟨ln vk⟩+

1

2
⟨ln |Λk|⟩ −

D

2
ln 2π−

1

2

⟨
(xt − µk) Λk(xt − µk)

T⟩} (15)

⟨·⟩式中,   表示数学期望.
采用变分贝叶斯期望最大化 (Expectation

maximization, EM)算法. 对该模型参数进行迭代

求解. 该算法类似于 EM算法, 在 E步中, 计算指

示变量的期望; 在M步中, 该期望值用于重新计算

其他参数的变分分布.
期望通过变分推断得到 DPGMM模型参数的

后验分布后, 可以得到如下的模型联合概率密度:

p(ξt, ξ̇t)=

K̂∑
k=1

⟨πk(v)⟩St(ξt,
.

ξt |mk, Rk, νk+1−D)

(16)

St(·) t πk(v)式中,   是学生  分布, 各分布的权重  按下

式计算:

⟨πk(v)⟩ = ⟨vk⟩
k−1∏
i=1

(1− ⟨vi⟩) (17)

⟨vk⟩ = 1/(1 + α)式中,  . 

2.3    GMR 估计初始 DS

与基于GMM的GMR一样, 先对式 (16)的DPG-
MM中的均值和方差进行划分.

mk =

[
mξ

k

mξ̇
k

]
, Rk =

 Rξ
k Rξξ̇

k

Rξ̇ξ
k Rξ̇

k

 (18)

ξt ξ̇t给定输入位置  下输出速度  的条件概率分

布为:

p(ξt|ξ̇t, X) ∼ St

 K̂∑
k=1

⟨πk(v)⟩m̂k,

K̂∑
k=1

⟨πk(v)⟩R̂k, ν̂k


(19)

其中
m̂k = mξ̇

k +Rξ̇ξ
k (Rξ

k)
−1

(ξ −mξ
k) (20a)

R̂k = Rξ̇
k −Rξ̇ξ

k (Rξ
k)

−1
Rξξ̇

k (20b)

ν̂k = νk + 1−D (20c)

ξ̇t然后将  的条件概率期望作为预测值:

ˆ̇
ξ = ⟨ξ̇|ξ, X⟩ =

K̂∑
k=1

⟨πk(v)⟩m̂k (21)

K

⟨πk(v)⟩

DPGMM在拟合演示轨迹时, 自动确定最佳分

量个数 , 其余不相关高斯分量权重趋向于 0, 因此

可以丢弃  值过低的高斯分量来简化计算. 同
时将式 (20a)代入式 (21)得到动态系统估计.

f̂0(ξ) =

K̂∑
k=1

⟨πk(v)⟩m̂k ≈

K∑
k=1

⟨πk(v)⟩m̂k =

K∑
k=1

hk (ξ) (Akξ + bk))

(22)

Ak=Rξ̇ξ
k (Rξ

k)
−1 bk=mξ̇

k−Akm
ξ
k hk(ξ)=

⟨πk(v)⟩.
式中 ,    .    ,    

 

3    基于 P-QLF 的稳定 DS 估计

f̂0

f̂0

Ak + (Ak)
T ≺ 0

第 2节利用 DPGMM-GMR从演示中估计初

始动态系统 , 同其他的回归算法一样, 训练得到

的  不具有全局稳定性. SEDS方法针对该问题构

造了具有稳定性约束的非线性规划问题, 如式 (3)
所示. 其不等式约束   通过 QLF 推
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导得到, 作为 DS稳定收敛的充分条件, 该约束过

于严格, 导致学习的 DS为了确保稳定性而使生成

的轨迹偏离了演示, 尤其是面对不收缩 (高曲率且

朝向目标具有非单调性)的演示轨迹. 本节使用 P-
QLF代替 QLF进行稳定性约束的推导, 从而解决

SEDS中存在的稳定性和精度无法平衡的问题.
P-QLF通常用于确保线性时不变 (Linear time-

invariant, LTI)系统的稳定性, 如命题 1所述.
ξ̇ = Aξ + b

ξ∗
命题 1. 形式为  的线性 DS在吸引子

 处全局渐近收敛, 当且仅当:{
ATP + PA ≺ 0, P = P T ≻ 0

b = −Aξ∗
(23)

证明. 见文献 [19].

Ak hk (ξ)

命题 1易扩展到式 (22)表示的线性参数可变

系统中, 即  为 LTI参数, 混合系数  是状态

相关的时变参数. 如命题 2所述.

ξ∗
命题 2. 式 (22)中定义的非线性 DS在吸引子

 处全局渐近收敛, 当且仅当{
(Ak)

TP + PAk ≺ 0,

bk = −Akξ
∗,

∀ k = {1, · · · , K} (24)

P式中,   为对称正定矩阵.

V (ξ)

证明. 如果存在连续且可微的李雅普诺夫函数

 满足定理 1, 即可证明命题 2. 通过考虑以下形

式的 P-QLF候选函数:

V (ξ) = (ξ − ξ∗)TP (ξ − ξ∗) (25)

V (ξ) > 0

V (ξ)

由于其二次形式, 可以确保 , 第 2 个
条件是取  的时间导数:

V̇ (ξ) =((ξ − ξ∗)
T
Pf(ξ) + fT(ξ)P (ξ − ξ∗) =

(ξ − ξ∗)
T
P

(
K∑

k=1

hk(ξ) (Akξ + bk)

)
︸ ︷︷ ︸

via (24)(
K∑

k=1

hk(ξ)(Akξ + bk)
T

)
︸ ︷︷ ︸

via (24)

P (ξ − ξ∗) =

(ξ − ξ∗)
T
P

(
K∑

k=1

hk(ξ)(Akξ − Akξ
∗

via (24)

)

)
+

(
K∑

k=1

hk(ξ)(Akξ −Akξ
∗)T

)
P (ξ − ξ∗) =

(ξ − ξ∗)
T
P

(
K∑

k=1

hk(ξ)Ak

)
(ξ − ξ∗)+

(ξ − ξ∗)
T

(
K∑

k=1

hk(ξ)(Ak)
T

)
P (ξ − ξ∗) =

(ξ − ξ∗)
T

 K∑
k=1

hk(ξ)
>0

(
PAk + (Ak)

T
P
)

︸ ︷︷ ︸
≺ 0 via (24)


(ξ − ξ∗) < 0 (26)

ξ = ξ∗ V (ξ∗) =

0 V̇ (ξ∗) = 0

ξ∗

将  代入式 (25)和 (26), 可以确保 

,  . 因此, 如果满足条件 (24), 则式 (22)
相对于吸引子  是全局渐近稳定的.   □

P

P P

不难发现式 (4)的约束条件是式 (24)的一种

特殊情况, 即当  为单位矩阵时, 式 (24)就等同于

式 (4). SEDS中稳定性和精度的两难问题本质上是

因为稳定性约束过于严格, 使得可行的参数空间无

法满足精度要求. 而基于 P-QLF推导得到的稳定

性约束放松了对  的限制, 只要满足  为对称正定

矩阵即可, 从而扩展了原问题的可行域. 解决了 SEDS
学习不收缩轨迹时精度过低的问题. 

4    实验

仿真实验在人类手写数据库 (LASA 数据集)
和 Franka-panda机器人上进行, 实验结果验证了

本文提出方法的有效性. 

4.1    DPGMM-GMR 算法性能分析

Ξ = {α, m0, β0, W0, ν0}

ξ

ξ = {ξ1, ξ2} X = {ξt, ξ̇t}Tt=1

m0 X

W0 4× 4

W0 = ω × I ω

I 4× 4

α、β0、ω、ν0

尽管利用 DPGMM对演示进行拟合可以自动

确定合适的聚类个数, 但该方法引入了更多的超参

数 . 因此需要研究这些超参

数对模型性能的影响, 从而来指导超参数的选择.
训练数据从 LASA数据集 (该数据集是二维平面手

写轨迹数据)中随机选取 10组演示.   表示二维笛

卡尔位置, 即 , 演示数据集合 .

通常根据对称性, 超参数  会选择为  的均值. 而
超参数  是一个  的矩阵, 难以对所有矩阵元

素进行分析, 因此令 , 其中  为缩放系

数, 是一个正标量.   是  的单位矩阵. 只需要

对  四个标量超参数进行研究.

ν0 β0 和 ω

α

lnα > 2

对 10组演示训练得到 10个 DPGMM, 用对数

似然值给模型打分, 数值越高则说明模型拟合效果

越好. 10 个模型的对数似然值相对于各个超参数

(固定其他超参数只变化一个超参数)的变化趋势如

图 3所示. 由图 3可以看出: 1)模型对于超参数的

变化不敏感 ,  一般   取数据维数即可 ,    

取值不宜过大 ,     对模型影响最大 ,  但只有在

 时似然对数值才发生明显下降; 2)对于任

意一个超参数, 10个模型的对数似然值对于该超参
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数具有相同变化趋势, 这意味着 DPGMM超参数

具有可复用性, 一组超参数能够适用于相同场景下

的不同演示数据集, 例如 LASA数据集, 同一个机

械臂操作空间下的不同任务演示等. DPGMM超参

数的不敏感性和可复用性使其在实际任务中的使用

更加便捷.
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图 3   DPGMM对数似然值关于超参数的变化趋势

Fig. 3    The change trend of DPGMM log-likelihood value
on hyperparameters

 

α = β0 = ω = 1, ν0 = 4

接着, 在整个 LASA数据集上定量评估基于VI的
DPGMM-GMR算法拟合初始 DS的效果, 超参数

均设置为 . 对比算法包括基

于贝叶斯信息准则的 GMM-GMR (EM算法)、狄
利克雷分布 GMM-GMR (VI)和 DPGMM-GMR,
其中贝叶斯信息准则高斯混合模型最大评估分量设

定为 15个, 其余方法的截断分量也设置为 15. 性能

指标采用以下形式均方根误差 (Root mean square
error, RMSE):

RMSE =
1

M

T∑
t = 1

∥∥∥ξ̇t − f (ξt)
∥∥∥ (27)

M T式中,   和  分别表示一组演示中轨迹的条数和

所有的轨迹点个数. 

4.2    i-SEDS 学习方法性能分析

本节 i-SEDS的性能分析同样在数据集 LASA
上进行, 如果算法能够使复现的轨迹紧密 (准确)地
跟随演示轨迹, 则表明该算法可以令人满意地解决

稳定性和精度的难题.
由图 4可以看出, 所有复现轨迹紧密跟随了演

示轨迹, 仿真结果说明了 i-SEDS 的有效性. 图 5
给出了 SEDS和 i-SEDS在部分不收缩轨迹上的复

现结果. 可以看出, SEDS生成的轨迹完全偏离了演

示, 这是由于遵循 QLF 稳定性结果导致的. 图 5
定性地说明了 i-SEDS可以较好地解决 SEDS稳定

性和精度的难题.
为了定量分析该方法的有效性, 使用文献 [28]

提出的扫描误差区域 (Swept error area, SEA).
SEA方法计算了演示轨迹和复现轨迹之间的面积,
计算公式如下:

E =
1

M

M∑
m=1

Tm∑
t=0

A
(
ξ̂t,m, ξ̂t+1,m, ξt,m, ξt+1,m

)
(28)

ξ̂t,m ξt,m

A (·)
式中,   和  分别表示复现点和演示点. 如图 6

所示, 函数  计算由 4个点生成的封闭四边形的

面积, 这反映了复现和演示的一致性.
考虑到原始 SEDS 中 2 种不同的目标函数

MSE和 LL, 以及 i-SEDS在学习不收缩演示轨迹

时具有明显优势. 因此利用 SEA方法定量分析 i-
SEDS (MSE)、i-SEDS (LL)、SEDS (MSE)、SEDS
(LL)四种方法分别在收缩和不收缩演示轨迹上的

性能. 从 LASA数据集中取收缩轨迹和不收缩轨迹
 

目标位置起始位置演示轨迹 复现轨迹

 

图 4    i-SEDS方法在 LASA数据集上的复现效果

Fig. 4    The reproductions of i-SEDS method on LASA dataset
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各 10组, 分别使用上述 4种方法学习稳定 DS, 计
算相应的 SEA, 结果如结果如图 7所示. 从图 7(a)
可以看出, 四种方法的 SEA在收缩轨迹上差别并

不明显, i-SEDS仅略优于 SEDS方法. 但在不收缩

轨迹组的图 7(b)中, i-SEDS方法的复现精度要明

显优于 SEDS方法. 基于 LL的方法精度要略高于

MSE, 但MSE的计算速度更快, 因此, 在实际使用

中可以根据需求进行选择.
 

4.3    机器人实验

为了验证本文方法的有效性, 在 7自由度的机

械臂 Franka-panda机器人上进行了实验验证.
机器人实验是在操作空间中学习物块搬运任

务, 如图 8所示. 这是一个点到点运动的任务, 机械

臂需要学会如何从机械臂初始位置到达物块放置位

置, 然后拾取物块将其放入目标容器中, 整个过程

由拾取物块−放置物块 2 部分组成, 并利用 Kin-
ect摄像头对物体进行跟踪.

  

 

图 8   物品搬运任务示教流程图

Fig. 8    The process of object transport task teaching
 

1)示教: 首先设置 panda机械臂为示教模式,
再由演示人员拖动机械臂完成拾取物块−放置物块

2个步骤, 整个示教过程如图 8所示. 然后不断调整

物块起始位置重复上述示教过程共 8次, 同时以 10 Hz
频率记录机械臂末端位置和速度, 获取 8条演示轨

 

x1 x1 x1 x1

x1 x1 x1 x1

x 2
x 2

(a) SEDS

(b) i-SEDS 

图 5    SEDS和 i-SEDS在不收缩轨迹上的复现结果

Fig. 5    i-SEDS and SEDS reproductions on the
non-contractive demonstrations

 

 

xt, m

xt + 1, mxt, m
ˆ

xt + 1, m
ˆ

初始点 复现轨迹 演示轨迹目标点

A

 

图 6    扫描误差区域 (SEA)示意图

Fig. 6    Schematic diagram of Swept error area (SEA)
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图 7    4种方法在收缩和不收缩轨迹上的 SEA分析

Fig. 7    Performance analysis of four methods on contrac-
tion and non-contraction demonstrations with SEA
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{
ξ1, ξ2, ξ3, ξ̇1, ξ̇2, ξ̇3

}Tm,M=8

t=0,m=1
迹数据, 记作 .

2)学习: 在对演示轨迹建模前, 需要对数据进

行一些预处理. a)轨迹平滑: 使用移动均值滤波对

采集到的演示数据进行平滑处理. b)任务分割: 为
了降低任务的学习成本, 将物品搬运任务分解成拾

取物块−放置物块 2个子任务. 根据 2个子任务切

换过程中机械臂末端速度为零这一特点将演示轨迹

分成 2段, 然后各自进行学习. c)目标位置原点化:
为保证动态系统的参数不会随目标位置的变化而变

化, 需要将参考坐标系的原点设在目标位置处. 2个
子任务的演示轨迹都转化为以原点为终点的轨迹.
预处理后的演示轨迹如图 9所示.
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图 9   预处理后的物品搬运任务的演示轨迹

Fig. 9    Preprocessed demonstrations of object
transport task

 

i

α =

0.1, β0 = ω = 1, ν0 = 6

使用  -SEDS方法对预处理后的演示数据进行

建模, 用于 2个子任务学习的超参数均设置为 

.

{
ξ̇1, ξ̇2, ξ̇3

}
des

3)复现. 机械臂从初始位置开始, 通过模型不

断迭代得到当前位置下的期望速度 ,

将其作为逆运动学的输入驱动机械臂按照期望轨迹

到达目标位置. 记录每次生成的轨迹, 获得的结果

如图 10所示. 所有复现轨迹都与演示具有相似的

位置和速度轮廓, 说明两者均遵循相似的动力学.

t = 4 s

a)目标位置的变化. 图 11显示了模型对环境

变化的鲁棒性, 其中虚线表示原始复现轨迹, 实线

表示在  时对目标位置进行转移后由动态系

统重新规划的轨迹, 可以看到该模型可以快速适应
目标位置的变化, 重新规划轨迹使机械臂到达目标.

b)抗扰动能力. 图 12显示了模型对外界扰动
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图 10    物品搬运任务复现位置和速度轨迹

Fig. 10    Position and velocity trajectories of
reproduction in object transport task
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图 11    机械臂运行时改变目标位置后的轨迹变化

Fig. 11    Trajectory changes after moving the target
container when the robot arm is running
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t = 4 s的鲁棒性, 在  时, 施加扰动使机械臂脱离原

始轨迹, 其中虚线表示原始轨迹, 实线表示机械臂

在脱离原始轨迹后模型重新规划的轨迹, 可以看到

机械臂在受到外界扰动后仍能平稳到达目标位置,
因此该模型具备一定的抗扰动能力.

上述机器人实验展示了 i-SEDS方法在确保稳

定性的前提下, 仍具有良好的复现精度以及泛化能

力和抗扰动能力. 

5    结束语

本文分析了 SEDS方法中存在的缺陷, 并给出

了合理的解决方案. 首先利用 DPGMM对演示数

据进行拟合, 并使用变分推断求解模型参数, 推导

GMR拟合初始 DS. 解决了基于 EM算法的 GMM
难以确定混合分量个数的难题. 然后利用 P-QLF
推导新的宽稳定性约束取代原有约束, 最后结合目

标函数优化得到能精确复现的稳定 DS. 在 LASA
数据集中验证了 DPGMM超参数的性质和其推导

的 GMR算法的性能, 以及 i-SEDS方法在不收缩

轨迹上的优越性能. 最后通过 Franka-panda协作机

器人上的实验, 验证了本文方法在实际场景的有效

性. 在未来工作中, 将降低本文方法模型的复杂度.
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图 12    对机械臂施加外界扰动时的轨迹变化

Fig. 12    Trajectory changes when external disturbance is
applied to the robot arm
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