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高阶系统方法

— I.全驱系统与参数化设计

段广仁 1

摘 要 本文首先指出了控制领域中普遍使用的增广一阶系统方法的弊端, 介绍了高阶全驱系统的概念及其在控制器设计方

面的优势, 并通过一些基础物理定律、串联系统、严反馈系统和可反馈线性化系统等例子说明了高阶全驱系统的普遍性, 进而

指出高阶全驱系统是动态系统的一种描述形式, 是面向控制的模型. 然后介绍了一类高阶全驱系统的一种参数化设计方法. 通

过适当选取一类非线性状态反馈控制律, 可获得一个具有希望特征结构的线性定常闭环系统, 并给出了闭环系统特征向量和

反馈控制律的完全参数化表示, 讨论了解的存在性条件以及设计参数集合的稠密性等相关问题. 最后对高阶全驱系统方法的

后续问题做了说明和展望.
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High-order System Approaches: I. Fully-actuated Systems and Parametric Designs

DUAN Guang-Ren1

Abstract In this paper, the drawback of the first-order system approaches which are widely used in the field of control

systems is firstly pointed out, meanwhile the concept of high-order fully-actuated systems and, in particular, its advantage

in controller design are introduced. The type of systems is demonstrated to be of wide existence by examining a number of

basic physical laws and a few examples, including the common cascaded systems, the well-known strict-feedback systems,

and those which can be linearized through feedback, and thus can be taken as a description of dynamical systems,

more precisely, as a model for control. Then, a parametric design approach for the type of high-order fully-actuated

systems is presented. With a proper nonlinear state feedback controller, a linear constant closed-loop system with desired

eigenstructure can be derived, and complete parametric presentations for the closed-loop eigenvectors and the feedback

law are given. Conditions of existence of solutions as well as the density of the set of design parameters are discussed.

Finally, some further comments are made about future problems existing in the field of high-order fully-actuated systems.
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1 引言

动态系统的描述形式是微分方程或/和差分方
程. 在常微分方程的早期研究中, 威尼斯学者 J. F.
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Riccati 引入了 Riccati 方程, 并在 1724 年通过变
量替换将一个二阶方程降阶为一个一阶方程进行求

解. Riccati 的工作受到了极大重视, 不仅仅因为他
处理了二阶微分方程, 而是他将二阶方程化为一阶
方程的想法使降阶法成为处理高阶方程的主要方法

之一[1−2]. 随后, Euler 在 1727 年通过引进著名的
指数代换, 也将一类二阶常微分方程化为一阶方程,
并于 1750 年提出了求解 n 阶非齐次常系数线性微

分方程的降阶法[1−2].
由于任何一个高阶系统 (微分方程) 都可以化成

一个增广的一阶系统 (方程), 这种增广的一阶系统
(方程) 描述被看成是万能的, 而这种降阶法或变量
增广法的思想也为人们广泛接受, 并被自然地引入
到控制系统的分析与设计中来.
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1.1 一阶系统方法

由于主宰物理规律的牛顿定律、动量 (矩) 定
理、欧拉方程、拉格朗日方程、基尔霍夫定律等物

理定律的存在, 致使众多系统的原始模型都是二阶
的. 而由这些模型复合起来的复杂模型自然是高阶
的. 二阶和高阶系统才是物理系统的自然表现形式,
但长期以来人们都将这些模型化成了增广的一阶系

统来研究, 这就是所谓的一阶系统方法.
1892 年俄国著名科学家 Lyapunov 完成了他

的博士论文: 《运动稳定性的一般问题》[3], 这一
工作建立了近乎完备的稳定性理论体系, 奠定了
控制系统稳定性的理论基础, 提供了关于控制系
统稳定性分析和设计的 Lyapunov 方法. 20 世纪
60 年代初, Lasalle 放宽了对 Lyapunov 稳定性定
理的要求, 提出了 Lasalle 不变集原理[4−5] 以及与

Lasalle 不变集原理对应的类不变定理 (Invariance-
like Theorem)[6].
二十世纪中叶是控制理论蓬勃发展的时期, 应

战争和军事防御上的需求, 科学家们提出了最优
化概念和最优控制问题. 1952-1957 年间, 美国学
者 Bellman 提出的 Bellman 动态规划方法将离
散最优控制问题转化为 HJB (Halmilton-Jacobi-
Bellman) 方程的求解问题[7−9]; 1956-1960 年间, 前
苏联学者 Pongtriagin 等提出了 Pongtriagin 极大
值原理[10−13], 该原理可以把一般的连续非线性控
制问题转化为 HJB 方程的两点边值问题进行求
解[14−15]. 在这一方向上, 针对不同的系统形式和
指标形式, 后期又涌现出了一批新方法, 如 H∞ 控
制[16−17] 和预测控制[18−19] 等.

1959 年, 美籍匈牙利数学家 Kalman 在其发表
的论文《控制系统的一般理论》[20] 中, 首次提出了
状态空间方法, 在时间域内采用状态和状态空间描
述了一阶连续/离散线性时变/定常系统, 并在状态
空间中研究了连续/离散线性定常系统的能控、能
观性, 为现代控制理论的发展奠定了基础. 1960 年,
针对线性离散随机系统的滤波和预测问题, 他又提
出了 Kalman 滤波器[21], 打破了早期滤波器设计的
维纳理论关于平稳随机过程假设的限制. 1961 年,
他又和 Bucy 将 Kalman 滤波理论推广到连续系
统, 建立了 Kalman-Bucy 滤波理论[22], 至此形成的
Kalman 滤波理论成为另一个控制理论里程碑式的
成果. 随后, 为了解决非线性滤波问题, 人们又提出
了针对一阶弱非线性系统采用线性化方法的扩展

Kalman 滤波[23], 和无需线性化的无迹 Kalman 滤
波[24]. 另外, 值得指出的是, 上述提及的标志性进展
无一例外地都是建立在一阶系统框架之上的.

Kalman 是主张控制理论数学化的, 他早在

1969 年称 “控制理论不研究真实世界, 只研究数
学模型”[25], 2008 年又发表名言: “一旦获得模型,
剩下的便是数学”[26]. 他的工作和思想得到一大批
控制科学家的高度认可, 对一阶系统方法的普及起
到了极大的促进作用, 使得一阶系统方法在控制系
统科学史上占有绝对的主导地位.
虽然现在也偶见一些研究定常线性系统的多项

式方法和二阶系统的直接控制方法, 但与一阶系统
方法的广泛程度相比, 只是凤毛麟角、沧海一粟.

1.2 利与弊

一阶系统方法在控制系统科学发展中所起的作

用是巨大的. 然而, 动态系统的控制问题和微分方程
的求解问题不同. 微分方程的求解关注的是系统状
态的解. 系统控制的核心问题是控制量的求取.
状态空间法中的一阶系统模型注重的是状态的

整体性, 对于控制系统的状态响应分析、观测器设
计、状态滤波与预报等问题而言, 采用增广的一阶系
统方法无疑是非常合适的. 但这种方法显然没有把
系统的控制变量作为重点, 对于求解动态系统的控
制问题实际上没有提供任何方便. 这种现象自然使
得基于一阶系统的控制分析与设计存在一系列问题.
一个简单的例子便是系统的解耦问题. 求解一

个高阶全驱系统的模型解耦问题是很简单的 (见第 5
节), 可是当把系统转化成一阶系统再来考虑其输入
输出解耦就很难了[27], 而且还失去了物理上通道解
耦的含义. 关于能控性方面的问题请见文献 [28].
把系统模型化为一阶系统描述的一个更重要的

问题是破坏了系统的全驱特性. 物理世界中存在许
多全驱系统. 例如, 在机械臂制作中人们往往为每个
关节都安装一个驱动电机; 在飞行器设计中要确保
俯仰、偏航和滚动三个方向上都有控制力矩;· · · · · ·
全驱系统的控制是很简单的. 全驱特性允许我们对
消掉开环系统的所有动态特性 (无论是线性还是非
线性的), 同时建立全新的希望的闭环动态特性. 即
使在非线性系统的情况, 也能给出一个希望的定常
线性闭环系统. 但由于牛顿定律等一批物理规律的
主宰, 这些全驱系统更多是以二阶或高阶系统的形
式存在的. 一旦把它们化成一阶系统, 全驱特性就不
复存在了. 可人们为了机械地利用一阶系统的控制
理论方法处理问题, 仍然几乎千篇一律地把这些高
阶系统转化成一阶系统, 其结果是把一些简单的问
题复杂化了. 更严重的是, 当系统为非线性时, 还无
法保证一定能够求得系统的镇定控制器, 即使能够
求得, 也不一定能够保证闭环系统的全局稳定性, 更
谈不上给出一个希望的定常线性闭环系统了.
时值 1995 年, 非线性系统理论还被称为 “al-

most everything is open”、“缺乏更好的理解和设
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计方法”[29]. 对非线性控制来说, 下述两方面事实说
明一阶系统方法远不完备:

1) 大多数方法, 如反步法、反馈线性化方法等,
都是针对特殊形式或者满足特殊条件的系统提出的,
比较一般性的理论方法较少;

2) 虽然有些方法在理论上具有一般性, 但在实
际设计中未必能够实现, 如应用 Lyapunov 方法时
在很多情形下不一定能够找到所需要的李亚普诺夫

函数; 应用 Pongtriagin 极大值原理时, 未必能够求
出 HJB 方程的解.
一阶系统方法把系统的二阶或高阶模型通过状

态增广化成一阶系统模型来处理, 本质上就是数学
上所谓的降阶法或变量增广法. 这种方法可以把一
个全驱的二阶或者高阶系统化为一阶系统, 那么我
们可不可以反过来把一个一阶系统还原为一个全驱

的二阶或高阶系统呢？这就是高阶系统方法的根本

出发点.
本文揭示了高阶全驱系统在控制器设计方面的

突出优势, 同时又充分说明了高阶全驱系统的普遍
存在性. 进而指出, 高阶全驱系统远非一部分物理系
统而已, 它和系统的状态空间模型一样, 是控制系统
的一种描述形式, 是面向控制设计的系统模型. 在基
于物理定律的控制系统建模过程中, 采用增元降阶
处理便可得到系统的一阶状态空间模型, 采用消元
升阶处理便可得到系统的高阶全驱模型. 针对高阶
全驱模型, 本文也提出了一种参数化设计方法, 提供
了系统设计过程中的所有自由度.
本文中采用了下述一些记号:
Rn n维实向量空间

Rm×n m× n维实矩阵空间

A−1 矩阵 A的逆矩阵

AT 矩阵 A的转置

det(A) 矩阵 A的行列式

In n阶单位矩阵

f (n)(x) 函数 f(x)的 n阶导数

2 高阶全驱系统

“全驱” 原为一个物理概念. 本文在其原有意义
的基础上对其进行了推广.
考虑下述一阶系统

Eẋ = f(x, t) + B(x, t)u (1)

其中 x ∈ Rn 为状态向量, u ∈ Rn 为输入向量,
f(·) ∈ Rn 为一连续向量函数, E ∈ Rn×n 为一常数

矩阵, 可以是奇异的. 如果对于任意的 x ∈ Rn 和

t ≥ 0, 系数矩阵 B(x, t) ∈ Rn×n 都可逆, 则称上述
系统 (1) 为全驱的. 此时对于任何矩阵 A0, 都可以

通过控制律

u = B−1(x, t) [A0x− f(x, t) + v] (2)

得到下述形式的闭环系统:

Eẋ = A0x + v (3)

其中 v ∈ Rn 为一外部信号. 也就是说, 当系统 (1)
为全驱时, 我们可以获得一个希望的线性定常闭环
系统 (因为 A0 可以任意指定). 但遗憾的是, 这样的
一阶全驱系统现实中很少存在.
不同于一阶情形, 下述二阶全驱系统

Eẍ = f(x, ẋ, t) + B(x, ẋ, t)u (4)

却是广泛存在的, 其中的控制分布矩阵满足下述全
驱条件

det B(x, ẋ, t) 6= 0, ∀x, ẋ ∈ Rn, t ≥ 0

机器人领域和航天器控制领域的许多系统都具有下

述二阶全驱伪线性系统的形式[30−32]:

M(x, ẋ, t)ẍ + D(x, ẋ, t)ẋ + K(x, ẋ, t)x = u (5)

其中M(·), D(·) 和 K(·) ∈ Rn×n 分别为系统的广

义质量矩阵, 阻尼矩阵和刚度矩阵. 事实上, 工程中
常说的全驱系统多指这种情形, 而上述所谓的一阶
全驱系统 (1), 以及下面将介绍的高阶全驱系统 (8),
一般不具有物理意义, 而是抽象的数学定义而已.

当系统 (4) 满足全驱条件时, 对于任何给定的
矩阵 A1, A0 ∈ Rn×n, 总可以通过控制律

u = −B−1(·)[A1ẋ + A0x + f(x, ẋ, t)− v] (6)

获得下述线性定常闭环系统

Eẍ + A1ẋ + A0x = v (7)

为了求得具有期望性能的闭环系统, 我们只需合适
地选择矩阵 A0 和 A1 即可.
一般地, 考虑如下的高阶系统

Ex(m) = f(x, ẋ, · · · , x(m−1), t)+

B(x, ẋ, · · · , x(m−1), t)u (8)

其中 x ∈ Rn 称为基础状态向量.
令 Ωi ⊂ Rn, i = 0, 1, · · · ,m − 1, 为一组紧集,

且记

Ω = Ω0 × Ω1 × · · · × Ωm−1

定义 1. 给定系统 (8) 和上述集合 Ω, 如果

det B(x, ẋ, · · · , x(m−1), t) 6= 0, t > 0
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1) 在 Ω 上成立, 则称系统 (8) 在 Ω 上是全驱
的;

2) 只在 Ω 上的某个超曲面上不成立, 则称系统
(8) 在 Ω 上是亚全驱的;

3) 只在 Ω 中的有限个点上不成立, 则称系统
(8) 在 Ω 上是几乎全驱的;

4) 对于任何 x(i) ∈ Rn, i = 0, 1, · · · ,m − 1 均
成立, 则称系统 (8) 是大范围全驱的, 简称全驱的;
特别地, 当 B(·) ≡ In 时, 则称系统 (8) 是一个标准
全驱系统.
类似地, 关于高阶全驱系统的控制问题, 我们有

下述结论.
命题 1. 对于任何给定的定常矩阵 Ai, i =

0, 1, · · · ,m− 1, 都可以选取全驱系统 (8) 的下述控
制律

u = −B−1(·)
[

m−1∑
i=0

Aix
(i) + f(x, ẋ, · · · , x(m−1), t)− v

]

(9)

获得如下的线性定常闭环系统

Ex(m) + Am−1x
(m−1) + · · ·+ A1ẋ + A0x = v

(10)

鉴于矩阵Ai, i = 0, 1, · · · ,m−1, 的任意性, 我
们可以通过合理地选择这些矩阵获得希望的闭环系

统特性. 第 4 节将从闭环系统的特征结构配置角度
出发对此给出具体的参数化方法.

3 控制的模型 (Model for Control)

上节说明了高阶全驱系统的重要优越性. 这种
优越性自然吸引人们对高阶全驱系统方法给予一定

关注. 但客观地讲, 高阶全驱系统远没有得到应有的
足够重视. 究其原因, 主要是受狭义的物理概念的束
缚, 人们认为全驱系统只是自然界中的一小部分, 不
足以引起重视.
我们首先指出, 所有能控的线性定常系统都可

以表示成高阶全驱系统[28]. 本节将进一步通过几方
面例子来说明高阶全驱系统的普遍性, 进而说明它
们可以构成控制系统的一种描述形式, 是一种面向
控制的系统模型.

3.1 基础物理定律

让我们先来看一下熟知的几个动力学定律.
众所周知, 关于质点平动 (牛顿定律) 和刚体绕

定轴转动的规律可以描述如下:

mẍ = u (11)

其中 m 为质点的质量或刚体的转动惯量, u 为作用

在该质点或刚体上的力 (矩). 显然这是一个二阶全
驱系统.

考虑由 n 个质点构成的质点系, 第 i (i =
1, 2, · · ·, n) 个质点 Pi 的质量为 mi, 其矢径为 ri.
则该质点系的动量定理和动量矩定理分别为

d
dt

(
n∑

i=1

miẋi

)
= u (12)

和

d
dt

(
n∑

i=1

ri ×miẋi

)
= u (13)

其中 u 为作用于该质点系上外力系对同一点的主矢

(矩). 容易看出, 由上述两个方程决定的系统均为二
阶全驱系统.
如果质点 Pi 在主动力 ui 作用下运动. 系统的

自由度为 s, 位形由广义坐标 qj (j = 1, 2, · · ·, s) 确
定, 即

ri = ri (q1, q2, · · · , qs, t) , i = 1, 2, · · · , n

则有拉格朗日方程

d
dt

∂T

∂q̇k

− ∂T

∂qk

= uk, k = 1, 2, · · · , s (14)

其中的系统动能

T =
1
2

n∑
i=1

miṙ
2
i (15)

不难理解, 由式 (14) 和 (15) 决定的系统也为二
阶全驱系统. 另外, 大量事实证明, 许多工业系统都
可以基于拉格朗日方程建立下述形式的二阶全驱系

统模型:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + G(q) + F (q̇) + Td = τ (16)

其中,

q = [q1 q2 · · · qs]
T

为广义坐标, M(q) 表示惯量矩阵, C(q, q̇) 表示离心
和科氏矩阵, G(q) 表示重力力矩向量, F (q̇) 表示摩
擦力矩向量, Td 表示未建模动态和外部扰动, u 表

示外部力矩.
另外, 关于基本的电压源驱动的 RLC 串联电

路, 有下述的基尔霍夫电压定律

LCẍ + RCẋ + x = u (17)

关于基本的电流源驱动的 RLC 并联电路, 有下述基
尔霍夫电流定律

LCẍ +
L

R
ẋ + x = u (18)



7期 段广仁: 高阶系统方法—I. 全驱系统与参数化设计 1337

在上述两个方程中, x 分别代表电容两端的电压和

通过电感的电流, u 分别代表控制电压和控制电流,
L, R, C 分别为电路中的电感、电阻和电容.

由上述可见, 牛顿定律、动量 (矩) 定理、拉格朗
日方程以及基尔霍夫定律给出的系统均为二阶全驱

系统. 因此, 基于上述定律建模时所获得的各个子系
统的原始模型均为二阶全驱系统. 在这个层面上, 如
果进一步采用增元降阶处理便可得到系统的一阶状

态空间模型, 更适合研究系统的响应分析、观测器设
计和状态滤波等问题; 如果进一步采用消元升阶处
理便可得到系统的高阶 (亚) 全驱模型, 更适合解决
系统的控制问题.

3.2 串联系统

考虑如下系统:

M (θ, x, ẋ) ẍ+D (θ, x, ẋ) ẋ + K (θ, x, ẋ) x+

ξ (θ, x, ẋ) = B (θ, x, ẋ) τ (19)

其中 x ∈ Rn 是状态向量, τ ∈ Rn 是控制向量, 向
量 ξ (θ, x, ẋ) ∈ Rn 是关于 x, ẋ 和 θ 的一个分段连

续向量函数, θ = θ (t) ∈ Rl 是参数向量并满足如下

假设:
假设A1. 参数向量 θ = θ (t) ∈ Rl 含于某紧集

Ω 中, 即 θ (t) ∈ Ω ⊂ Rl.
M (θ, x, ẋ), D (θ, x, ẋ), K (θ, x, ẋ) ∈ Rn×n

和 B (θ, x, ẋ) ∈ Rn×n 是系统的系数矩阵, 它们关
于 x, ẋ 和 θ 是分段连续的, 且M(·) 恒不为零, B(·)
满足如下全驱性假设:
假设 A2. det B (θ, x, ẋ) 6= 0, ∀x, ẋ 和 θ (t)

∈ Ω.
在机电系统中, 控制向量 τ (t) 一般是广义力向

量或者广义力矩向量, 由如下一阶模型

τ̇ = f (τ, t) + u (20)

或者如下二阶模型

τ̈ = f (τ, τ̇ , t) + u (21)

决定, 其中 f (·) 是 n 维的向量函数, u (t) 是驱动控
制向量, 一般是电信号向量.

由二阶系统 (19) 和系统 (20) 或 (21) 组成的串
联系统的常规控制方法是将其化为一阶状态空间形

式, 然后采用一阶系统的有关方法实现控制设计. 此
时需要处理一个 3n 维的一阶系统, 而且也不一定
能够保证求得系统的镇定控制律. 不同于一阶系统
方法, 文献 [33] 应用高阶系统方法, 将系统 (19) 和
(20) 组成的串联系统等价转化为全驱的三阶微分系
统.

定理 1[33]. 当假设 A1 和 A2 成立时, 由系统
(19)-(20) 构成的串联系统可表述为如下三阶模型

A3 (θ, x, ẋ)
...
x + A2 (θ, x, ẋ) ẍ + A1 (θ, x, ẋ) ẋ+

A0 (θ, x, ẋ) x + η (θ, x, ẋ) = B (θ, x, ẋ) u

(22)

式中:

A3 (θ, x, ẋ) = M (θ, x, ẋ)

A2 (θ, x, ẋ) =
dM (θ, x, ẋ)

dt
+ D (θ, x, ẋ)−

dB (θ, x, ẋ)
dt

B−1 (θ, x, ẋ) M (θ, x, ẋ)

A1 (θ, x, ẋ) =
dD (θ, x, ẋ)

dt
+ K (θ, x, ẋ)−

dB (θ, x, ẋ)
dt

B−1 (θ, x, ẋ) D (θ, x, ẋ)

A0 (θ, x, ẋ) =
dK (θ, x, ẋ)

dt
−

dB (θ, x, ẋ)
dt

B−1 (θ, x, ẋ) K (θ, x, ẋ)

η (θ, x, ẋ) =
d
dt

ξ (θ, x, ẋ)−
B (θ, x, ẋ) f (θ, x, ẋ, ẍ, t)−
dB (θ, x, ẋ)

dt
B−1 (θ, x, ẋ) ξ (θ, x, ẋ)

另外中间变量 τ 可由下述关联方程给出:

τ =B−1 (θ, x, ẋ) [M (θ, x, ẋ) ẍ + D (θ, x, ẋ) ẋ+

K (θ, x, ẋ) x + ξ (θ, x, ẋ)]

而上述出现的 f (θ, x, ẋ, ẍ, t) 是通过在 f (τ, t) 中
将上述 τ 代入之后的结果.

3.3 严反馈型系统

考虑如下严格反馈型非线性系统[34]





ẋ1 = f1(x1) + G1x2

ẋ2 = f2(x1, x2) + G2x3

...

ẋn−1 = fn−1(x1, · · · , xn−1) + Gn−1xn

ẋn = fn(x1, · · · , xn) + Gnu

(23)

其中 xi ∈ Rn, i = 1, 2, · · · , n, 为系统的状态变量,
u ∈ Rn 为系统的控制输入, fi(x1, · · · , xi) ∈ Rn 为

具有 n − 1 阶导数的向量函数, Gi ∈ Rn×n 为可逆

的常数矩阵.
针对上述系统, 我们有如下结论:
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定理 2. 记

G̃i∼j =

{
GiGi+1 · · ·Gj, i ≤ j

In, i > j

则严格反馈型系统 (23) 可以转化为如下高阶全驱形
式

x
(n)
1 −

n∑
i=1

G̃1∼i−1f
(n−i)
i (x1, h2(·), · · · , hi(·)) =

G̃1∼nu (24)

其中 hi(·) = hi(x1, ẋ1, · · · , x
(i−1)
1 ) 由下述递推公式

获得:

hi(·) = −
i∑

k=2

G̃−1
k−1∼i−1f

(i−k)
k−1

(
h1(·), h2(·), · · · ,

hk−1(·)
)

+ G̃−1
1∼i−1x

(i−1)
1 ,

i = 2, 3, · · · , n− 1

其递推初值为 h1(x1) = x1, 且系统 (23) 中的其它
变量由下述关联方程给出:

xi = hi(x1, ẋ1, · · · , x
(i−1)
1 ), i = 2, 3, · · · , n (25)

证明. 为了书写方便, 记 D = d
dt

, 则由式 (23)
的第一个方程可知,

x2 = G−1
1 [Dx1 − f1(x1)] , h2(x1, Dx1) (26)

对式 (26) 求导, 并结合 ẋ2 表达式可得

ẋ2 =G−1
1

[
D2x1 −Df1(x1)

]
= G2x3 + f2(x1, x2)

(27)

因此由式 (27) 可以直接求得

x3 =G−1
2 G−1

1

[
D2x1 −Df1(x1)

]−
G−1

2 f2(x1, h2(x1, Dx1)) ,
h3(x1, Dx1, D

2x1) (28)

再对式 (28) 两端求导并利用式 (23), 有

ẋ3 =G−1
2 G−1

1

[
D3x1 −D2f1(x1)

]−
G−1

2 Df2(x1, h2(x1, Dx1)) =

G3x4 + f3(x1, x2, x3) (29)

将式 (26), (28) 代入式 (29), 经整理又得

x4 = G̃−1
1∼3

[
D3x1 −D2f1(x1)

]−
G−1

3 G−1
2 Df2(x1, h2(·))−

G−1
3 f3(x1, h2(·), h3(·)) , h4(·) (30)

依此类推, 重复上述过程不难得到

xn = G̃−1
1∼n−1

[
Dn−1x1 −Dn−2f1(x1)

]−
G̃−1

2∼n−1D
n−3f2(x1, h2(·))− · · ·−

G−1
n−1G

−1
n−2Dfn−2 (x1, h2(·), · · · , hn−2(·))−

G−1
n−1fn−1 (x1, h2(·), · · · , hn−1(·)) , hn(·)

(31)

其中

Dn−ifi−1(x1, · · · , hi(·)) =
[
ξi−1,1, ξi−1,2, · · · , ξi−1,n

]T

,

i = 2, 3, · · · , n− 2

且右端分量为

ξi−1,j = Dn−ifi−1,j(x1, · · · , hi(·)),
j = 1, 2, · · · , n

从而有

ẋn = G̃−1
1∼n−1

[
Dnx1 −Dn−1f1(x1)

]−
G̃−1

2∼n−1D
n−2f2(x1, h2(·))− · · ·−

G−1
n−1G

−1
n−2D

2fn−2(x1, h2(·), · · · , hn−2(·))−
G−1

n−1Dfn−1(x1, h2(·), · · · , hn−1(·)) =

fn(x1, h2(·), · · · , hn(·)) + Gnu (32)

其中

Dn−ifi(x1, · · · , hi(·)) = [ξi,1, ξi,2, · · · , ξi,n]T ,

i = 1, 2, · · · , n− 1

类似地,

ξi,j = Dn−ifi,j(x1, · · · , hi(·)), j = 1, 2, · · · , n

显然, 式 (32) 即等价于式 (24). 再由式

(26)、(28)、(30) 和 (31) 可得式 (25). ¤
为简单起见, 上述仅考虑了系统 (23) 中控制系

数 Gi 为常数矩阵情形. 事实上, 对于 Gi 为矩阵函

数, 即 Gi = Gi(x1, · · · , xi) 的严格反馈型系统, 我
们依然可以利用上述类似过程将其转化为高阶全驱

形式. 特别地, 对于下述常规的积分型系统[35]





ẋ1 = x2

...
ẋn−1 = xn

ẋn = f(x1, · · · , xn, t)+
B(x1, · · · , xn, t)u

(33)
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由其前 n− 1 个方程可得

xi = x
(i−1)
1 , i = 1, 2, · · · , n− 1 (34)

将上述各式代入到系统的最后一个方程可得积分型

系统 (33) 的如下高阶全驱形式:

x
(n)
1 − f(x1, ẋ1, · · · , x

(n−1)
1 , t) =

B(x1, ẋ1, · · · , x
(n−1)
1 , t)u (35)

说明 1. 严格反馈系统的控制方法很多. 反步
法和滑模控制的优点是鲁棒性好, 但所获得的闭环
系统也多为非线性的. 由定理 2 知严格反馈系统可
以化为高阶全驱系统, 因此可以得到线性定常的闭
环系统.

3.4 可反馈线性化的系统

考虑下述仿射非线性系统

ẋ = f(x) + g(x)u (36)

其中 x ∈ Rn, u ∈ Rr, f(x) 和 g(x) 分别为适当维
数的充分光滑的向量函数和矩阵函数. 该系统的一
种常用的状态反馈控制律具有下述形式:

u = α(x) + β(x)v (37)

其中 α(x) ∈ Rr, β(x) ∈ Rr×r; v ∈ Rr 为一个外部

输入信号.
定理 3. 如果存在控制律 (37), 其中 β(x) 恒可

逆, 以及微分同胚变换

x̂ = T (x) (38)

可将系统 (36) 化成下述能控线性系统

˙̂x = Ax̂ + Bv (39)

则亦存在微分同胚变换将系统 (36) 化成高阶全驱系
统.
证明. 由于系统 (39) 能控, 根据文献 [28] 中定

理 2 可知, 存在微分同胚变换

z = T1(x̂) (40)

使得系统 (39) 可以等价地化为下述高阶全驱系统
µ∑

i=0

Aiz
(i) = B̃v (41)

其中 Ai ∈ Rr×r, i = 0, 1, · · · , µ, B̃ ∈ Rr×r 为一个

可逆矩阵.
另一方面, 由 β(x) 的可逆性有

v = β−1(x)[u− α(x)]

以此代入式 (41) 可得
µ∑

i=0

Aiz
(i) + B̃β−1(x)α(x) = B̃β−1(x)u (42)

其中

x = T−1(x̂) = T−1(T−1
1 (z))

记

B0(z) = B̃β−1(x)
ξ(z) = B̃β−1(x)α(x)

则式 (42) 可改写为
µ∑

i=0

Aiz
(i) + ξ(z) = B0(z)u (43)

此即说明存在同胚变换

z = T2(x)

将系统 (36) 化成了高阶全驱系统 (43). ¤
定理 2 和 3 说明, 严格反馈非线性系统和所有

可以反馈线性化的系统都可以通过适当的状态变换

化成高阶全驱系统. 我们只是通过这两个事实进一
步说明高阶全驱系统的广泛存在性, 并不建议在应
用中先获得系统的一阶状态空间模型, 然后再将其
化为高阶全驱系统. 因为这是不经济的, 对于控制系
统设计而言是个 “画蛇添足”、“费力不讨好” 的过
程. 可能的话, 我们提倡在系统建模的过程中直接获
得系统的高阶全驱模型.
本节只是展示了几方面的例子. 事实上, 能化为

高阶全驱模型的系统还有很多. 如果再考虑到亚全
驱的情形, 能化为高阶全驱模型的系统就更多了.

4 参数化设计方法

在全驱系统的控制器设计过程中, 可以通过对
消更换掉开环系统特性, 实现闭环系统的定常化和
线性化. 在这种设计中, 有关系统中设计自由度的挖
掘和利用自然也是一个重要问题. 本节将给出全驱
控制系统设计的一种参数化方法, 提供控制系统设
计中的所有自由度.

4.1 闭环特征结构

注意到命题 1, 高阶全驱系统 (8) 的控制问题本
质上等价于求取一组定常矩阵Ai, i = 0, 1, · · · ,m−
1, 使得闭环系统 (10) 具有希望的系统特性. 本节的
出发点是使得闭环系统具有希望的特征结构. 为此,
我们需要将闭环系统 (10) 转化为下述一阶系统的形
式:

EcẊ = AcX + Bcv (44)
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其中

X =
[

xT ẋT · · · (x(m−1))T
]T

Ec =




In 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0 In 0
0 0 0 E




(45)

Ac =




0 In 0 0

0 0
. . . 0

0 0
. . . In

−A0 −A1 · · · −Am−1




(46)

Bc =
[

0n×n · · · 0n×n In

]T

(47)

再引入下述假设:
假设A3. rankE = n0 ≤ n

则由广义系统理论[36] 可知,闭环系统 (10)或者 (44)
具有

nc = rankEc = (m− 1)n + n0 (48)

个有限相对特征值和 n− n0 个无穷相对特征值. 因
此, 闭环系统的若当标准型 F ∈ Rnc×nc 所对应的有

限特征向量矩阵 V ∈ Rmn×nc 由下式决定:

AcV = EcV F (49)

另外, 定义如下两个矩阵 T∞ 和 V∞ ∈
Rn×(n−n0):

TT
∞E = 0, rankT∞ = n− n0 (50)

EV∞ = 0, rankV∞ = n− n0 (51)

则通过文献 [37] 中的定义, 可以很容易地证明, 对应
于 n−n0 个无穷相对特征值的左右无穷特征向量矩

阵分别由下面的公式给出

T c
∞ =




0
...
0

T∞




, V c
∞ =




0
...
0

V∞




(52)

而
[

V V c
∞

]
作为闭环系统的整体特征向量矩阵

应满足下述条件:

det
[

V V c
∞

]
6= 0 (53)

4.2 标准问题

我们设计的目的是要使闭环系统具有希望的若

当标准型和特征向量矩阵. 但为了获得更一般的结
果, 我们这里用一个一般的实矩阵 F ∈ Rnc×nc 来代

替闭环若当矩阵, 从而将高阶全驱系统 (8) 的控制
问题归结为下述代数问题:

问题 PD. 对于任意选取的矩阵 F ∈ Rnc×nc ,
求取矩阵 V ∈ Rmn×nc 和一组矩阵 Ai, i =
0, 1, · · · ,m− 1, 使得式 (49) 和 (53) 成立.

鉴于上述问题的要求, 矩阵 F ∈ Rnc×nc 的特征

值即为闭环系统的 nc 个有限特征值, 而矩阵 F 的

若当标准型即为闭环系统的对应于有限特征值的若

当标准型, 同时矩阵 V 即为闭环系统的广义有限特

征向量矩阵, V c
∞ 为闭环系统的广义无限特征向量矩

阵[36−37]. 因此, 闭环系统不仅具有明确的特征结构,
而且具有一个 nc 阶的慢动态定常线性系统, 它完全
决定了系统的稳定性和动态响应.

记

K =
[

A0 A1 · · · Am−1

]

Ac0 =




0 In 0 0

0 0
. . . 0

0 0
. . . In

0 0 · · · 0




则易见

Ac = Ac0 −BcK

由此可知, 问题 PD 等价于系统

EcẊ = Ac0X + Bcu

的状态反馈特征结构配置问题, 也即下述关于高阶
全驱系统参数化设计的标准问题:
问题 ESA. 对于任意选取的矩阵 F ∈ Rnc×nc ,

求取矩阵 V ∈ Rmn×nc 和K ∈ Rn×mn 使得

(Ac0 + BcK)V = EcV F

且式 (53) 成立.
当 E = In 时, 显然有 nc = mn, 此时闭环系统

具有mn 个正常特征值, 矩阵 V ∈ Rmn×mn 即为闭

环系统的特征向量矩阵. 而此时无穷特征向量矩阵
V c
∞ 不存在.
关于高阶系统的特征结构配置问题已有诸多结

果[38−39]. 利用这些结果或其处理思路, 可以很容易
地获得上述这一特殊的特征结构配置问题的解. 因
此我们下面直接给出问题的参数化解及其相关结果,
不再给出证明过程.
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4.3 控制律参数化

引入下述集合

F = {F |F ∈ Rnc×nc 且 ∃Z ∈ Rn×nc

s. t. det Ve(Z, F ) 6= 0}

其中

Ve(Z, F ) =
[

V (Z, F ) V c
∞

]
(54)

V (Z, F ) =




Z

ZF
...

ZF m−1




(55)

下述定理给出了问题 ESA 的全部解.
定理 4. 如果假设 A3 成立, 则问题 ESA 有

解当且仅当 F ∈ F, 并且在这种情况下, 所有矩阵
V (Z, F ) 由式 (55) 给出, 而

K =
[

EZF m W∞
]
V −1

e (Z,F ) (56)

其中 Ve(Z,F )由式 (54)-(55)给出,而W∞ ∈ Rn×nc

为任意的参数矩阵, Z ∈ Rn×nc 为满足

det Ve(Z, F ) 6= 0 (57)

的参数矩阵.
说明 2. 上述定理的证明可参见文献 [38−39].

该定理给出的是矩阵K 的整体形式. 可以进一步证
明其分量形式如下:

Ai = EGi + W∞Hi, i ∈ Nm−1 (58)

其中 Gi ∈ Rn×n, Hi ∈ R(n+n0)×(n+n0), i ∈ Nm−1

分别由下面二式决定:
[

H0 H1 · · · Hm−1

]
= diag(0, In)V −1

e (Z, F )

(59)

[
G0 G1 · · · Gm−1

]
=

ZF mdiag(I(m−1)n, 0)V −1
e (Z, F ) (60)

当 E = In 时, 集合 F 化为

F∆ = {F |F ∈ Rnc×mn 且 ∃Z ∈ Rn×mn

s. t. det V (Z, F ) 6= 0}

此时基于上述定理 4 我们可得下述推论.

推论 1. 当 E = In 时, 问题 ESA 有解当且仅
当 F ∈ F∆, 并且在这种情况下, 所有矩阵 V (Z, F )
由式 (55) 给出, 而

K = ZF mV −1(Z, F ) (61)

其中 Z ∈ Rn×mn 为满足

det V (Z, F ) 6= 0 (62)

的参数矩阵.

4.4 集合 F 的非空条件

定理 4指出问题 ESA有解当且仅当 F ∈ F. 因
此, 集合 F 的非空性是一个重要问题. 不失一般性,
我们考虑这种情况:

E =

[
M 0
0 0(n−n0)×(n−n0)

]
, det M 6= 0 (63)

否则, 在假设 A3 下, 系统 (8) 中的矩阵 E 总可以转

化为具有上述结构的形式.
定理 5. 设矩阵 E 形如式 (63) 所示, 则 F 非空

当且仅当矩阵 F ∈ Rnc×nc 具有下述形式的若当标

准型:

JF = Blockdiag(J0, J1, · · · , Jm−2, Jm−1) (64)

其中

Ji =

[
Ji∆ 0
0 Ji+

]
∈ Cn×n, i ∈ Nm−2 (65)

式中 Ji+ ∈ C(n−n0)×(n−n0) 和 Ji∆ ∈ Cn0×n0 , 满足
下面的条件:

1) 任意两个 Ji, i ∈ Nm−2 可交换;
2) 任意两个 Ji∆, i ∈ Nm−2 不具有共同的特征

值;
3) 任意两个 Ji+, i ∈ Nm−2 不具有共同的特征

值.
上述定理的证明亦可参见文献 [38−39]. 它告

诉我们闭环系统的若当标准型应该具有的结构. 当
所有的闭环极点都互异且闭环系统非退化时, 定理
的条件自然满足. 如果有重闭环特征值的话, 则需要
把相同的特征值做适当的分配. 这当然是非常宽松
的要求, 况且任何两个同阶若当块本来就是可交换
的.

根据定理 5, 我们定义集合
FJ = {F |F ∈ Rnc×nc 的若当标准型满足定理

4 的要求}
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再定义 F 的子集

F0 =F ∩ FJ ={
F |F ∈ FJ 且 Z ∈ Rn×nc

s. t. det Ve(Z, F ) 6= 0
}

则由定理 5 可以得出 F0 总是非空的, 从而 F 亦非
空.

由定理 5 显然可得下述推论.
推论 2. 当 E = In 时, F 非空当且仅当矩阵

F ∈ Rnc×nc 具有形如式 (64) 的若当标准型, 其中
任意两个 Ji ∈ Cn×n, i ∈ Nm−2 可交换且不具有共

同的特征值.

4.5 参数集的稠密性

定义矩阵 F ∈ Rnc×nc 的相关集合

Z0(F ) =
{
Z|Z ∈ Rn×nc 且 det Ve(Z, F ) 6= 0

}

则可以看出, 该集合即为上述参数化设计提供的自
由参数矩阵 Z 的集合. 如定理 5 所示, 当 F ∈ F0

时, Z0(F ) 是非空的. 但是这个集合中有多少元素
呢？对此我们有以下结果.
定理 6. 设矩阵 E 如式 (63) 所示, 则
1) Z0(F ), F ∈ F0, 为Rn×nc 中的一个 Zariski

开集;
2) 当 Yi ∈ Rn0×n0 , i ∈ Nm−1 和 Yi+ ∈

R(n−n0)×(n−n0), i ∈ Nm−2 均为非奇异时, 对于任
意的 F ∈ F0,

Y =
[

Y e
0 Y e

1 · · · Y e
m−2 Y e

m−1

]
∈ Z0(F )

其中

Y e
i =

[
Yi 0
0 Yi+

]
, Yi ∈ Rn0×n0 , i ∈ Nm−2

上述定理的证明亦可参见文献 [38−39]. 该定
理表明集合 Z0(F ) 不仅是非空的, 而且是在 Rn×nc

中稠密的. 因此, 自由参数矩阵 Z 的约束条件 (57)
要求非常宽松, 在 Zariski 意义下几乎对所有的 Z ∈
Rn×nc 都满足. 因此, 在许多应用中该约束可以被
忽略.
注意到参数 Z 所包含的自由度多达

nd1 = n× nc = (m− 1)n2 + nn0

另外参数W∞ 中还有

nd2 = n× (n− n0)

个自由度, 故所有的设计自由度为

nd = nd1 + nd2 = mn2

通过适当选取这些自由度可以实现闭环系统的其它

性能要求.

4.6 闭环系统的正则性

众所周知, 正则性保证了广义系统解的唯一性,
是广义线性系统的一个重要性质. 当 E = In 时, 闭
环系统 (10) 或者 (44) 为正常系统, 正则性自然满
足.

根据文献 [36−37, 40] 中的结果, 可以给出如下
的闭环正则性条件:
命题 2. 设 T c

∞, V c
∞ ∈ Rmn×n0 由式 (50)-(52)

给出, 则闭环系统是正则的当且仅当下述二式之一
成立:

det
[

(T c
∞)T AcV

c
∞

]
6= 0 (66)

det
(
TT
∞Am−1V∞ − TT

∞BW∞
) 6= 0 (67)

在具体设计应用中, 为了保证闭环系统的正则
性, 可以在求取设计参数矩阵 W∞ 时, 考虑加上约
束 (66) 或 (67).

本节针对高阶全驱系统提出了一种直接参数

化设计方法. 对于系统为二阶情形和当假设 A3
中的 n0 = n 时, 可参见相关的文献 [41−42]. 相
关结果也推广到含有输入导数项的高阶全驱系统

中[43], 所提出的全驱系统设计方法也应用到实际系
统中[44−49]. 更多有关全驱系统的设计和应用可参见
文献 [50−51].

5 说明与展望

5.1 非线性控制方法

高阶全驱系统方法之所以没有得到普遍重视的

主要原因, 是人们认为全驱系统是现实中的一小部
分. 一方面是因为许多全驱系统被化成了一阶系统,
从而丧失了本有的全驱性; 另一方面是物理世界中
确实存在着许多欠驱动系统[52]. 但受制于一阶系统
方法的局限就不会考虑和认识到许多欠驱动系统都

可以通过增阶化为全驱系统. 高阶全驱系统是普遍
存在的, 它们是动态系统的一类面向控制的模型. 大
多数状态空间模型并不是 “天然” 存在的, 而是从二
阶模型化过去的. 相反, 由于动量矩定理和拉格朗
日方程等一批物理规律的存在, 我们倒是有很多 “天
然” 的二阶全驱系统.
由命题 1 可见, 对于高阶全驱系统 (8) 的模型

解耦问题, 简单到只需要选取一组对角矩阵 Ai, i =
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0, 1, · · · ,m − 1 即可, 只不过此时系统设计的自由
度少了, 完全由闭环极点来决定. 对于高维数系统而
言, 可以通过将该组矩阵选为对角块矩阵实现若干
个闭环子系统的解耦, 这样既可以照顾到问题处理
的简单性, 又可以充分利用部分设计自由度. 然而,
在一阶系统框架下的输入输出解耦问题虽然已有很

多结果, 但无论是处理过程还是结果实现都是非常
复杂的.

5.2 能控、能观性

动态系统的全驱特性允许我们换掉开环系统的

所有动态特性, 建立全新的闭环系统动态特性. 这本
质上就是一种完全能控性. 人们所熟悉的 Kalman
的能控性定义依赖系统的响应, 只有在线性的情形
才能给出有效实用的判据, 因为线性系统的解是简
单明了的. 而非线性系统的解很复杂, 自然导致非线
性系统的能控性分析问题很难入手.
对于定常线性系统, 我们已经证明其能控的充

分必要条件是可以将它化为一个高阶全驱系统[28].
如果从这一点出发, 把系统的能控性和全驱性联系
起来, 建立一个新的能控性体系, 自然就克服了原
体系中非一阶状态空间系统没有能控性定义的缺陷,
并且也把能控性分析问题与控制系统设计问题完全

统一起来.
在高阶系统框架下的能观性问题就是基于给定

的系统输出, 确定系统基础状态及其所需的各阶导
数的问题. 注意到高阶系统基础状态及其一定阶数
的导数本质上就是相应一阶系统的状态向量, 这一
问题总体上是可解的, 只不过需要处理系统的代数
变换和同胚变换过程中所带来的各种关联关系.

5.3 以线性为主导的设计

线性系统特性是更为人们所熟悉所喜好的, 但
许多现有的非线性控制方法都是获得一个非线性闭

环系统. 一般说来, 这是不希望的, 而是不得已而为
之. 高阶全驱系统方法允许我们更换全部开环系统
特性, 获得一个线性定常的闭环系统, 这是一阶系统
方法一般不可能提供的优越性. 这一优越性使得线
性系统设计的思想和方法能够有效应用到非线性控

制系统设计中. 我们可以在设计中考虑闭环特征值
灵敏度最小意义下的鲁棒性, 可以考虑 H∞ 指标和
输出调节等, 甚至也可以应用古典频域方法解决干
扰解耦和抑制等问题 · · · · · ·
需要说明的是, 控制系统设计也可以根据具体

问题灵活处理. 在某些情况下, 系统中的一些扰动非
线性也不必非要对消掉, 可以通过所设计的闭环线
性部分的稳定鲁棒性来容忍, 从而达到简化控制器
的效果.从理论上说,这一点对于许多满足 Lipschitz
条件的非线性项是可以实现的.

5.4 多目标综合优化设计

由上节可见, 高阶全驱系统设计中所提供的设
计自由度是极其可观的. 我们可以充分利用这些自
由度来提高闭环系统的各种性能, 如鲁棒性、响应特
性等. 具体设计中可以同时考虑多个方面的综合优
化, 如闭环系统特征值关于系统摄动参数的灵敏度、
系统外部干扰到系统希望输出传递函数的 H2 指标、

所设计的控制律的控制能量等[53−54].
值得说明的是, 对于线性系统的情形, 为使得控

制能量尽量小, 可以通过极小化线性控制律的增益
范数来实现. 但对于高阶全驱系统 (8) 的情形, 问题
化为优化矩阵 Ai, i = 0, 1, · · · ,m− 1, 使得非线性
控制律 (9) 的某种范数尽量小.

6 结论

基于变量增广的一阶系统方法在两百多年的控

制系统发展史上占有绝对的主导地位. 本文指出了
一阶系统方法的缺陷, 介绍了高阶全驱系统的概念,
并阐明了其下述多方面重要特点和优势:

1) 在物理世界中广泛存在 (但在以往的研究中
都被化成了增广的一阶系统处理);

2) 可以非常简单地实现控制系统设计, 并可以
彻底地更换系统的动态特性;

3) 总可以获得一个线性定常的闭环系统 (这是
基于一阶系统描述的许多非线性控制方法无法做到

的);
4) 系统设计中存在大量的设计自由度, 可以有

效加以利用来实现系统的多目标综合优化设计.
另外, 本文指出高阶全驱系统是动态系统的一

种描述形式, 是面向控制的模型. 一方面它们可以基
于基础物理定律建模获得, 另一方面, 也可以通过对
欠驱动系统进行消元升阶获得. 这些重要事实注定
高阶全驱系统方法将具有广阔的发展和应用前景.
有关高阶全驱系统的能控能观性问题、鲁棒镇

定与跟踪问题、干扰解耦与抑制问题、自适应控制

问题等, 将另文讨论.
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