
 

 

面向扑翼飞行控制的建模与奇异摄动分析
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摘    要   针对扑翼飞行中的周期性和时标不一现象, 以及扑翼飞行实际控制中的问题, 本文基于奇异摄动理论, 提出了一

种针对扑翼周期系统的稳定性分析方法. 具体而言, 首先建立了扑翼飞行器的多刚体模型, 为后文对翅翼动力学的奇异摄动

分析铺平道路; 其次, 对多刚体模型进行简化, 抽象出扑翼飞行动力学的核心问题, 并针对实际控制中的问题, 提出了利用

奇异摄动理论分析扑翼飞行周期稳定性的方法, 指出了其相对于其他方法的优越性; 最后, 在自制的四自由度扑翼飞行器完

成了真实的飞行实验, 验证了所提方法的有效性.
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Abstract   In view of the periodicity and the time scale difference in flapping flight, as well as the practical prob-
lems in the control of flapping flight, a singular perturbation theory based system stability analysis method for peri-
odic flapping-wing motions is proposed in this paper. Firstly, a multi-rigid body model of flapping wing vehicle is es-
tablished, which paves the way for the singular perturbation analysis of flapping wing dynamics. Secondly, the multi
rigid body model is simplified, and the core problem of flapping wing flight dynamics is abstracted. By using the
singular perturbation theory, the stability of flapping wing flight periodic orbit is analyzed, and its superiority com-
pared with other methods is discussed. Finally, the experiments of real flight are conducted in the self-made four de-
grees of freedom flapping wing aircraft, which verify the effectiveness of the proposed method.
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近年来, 仿生机器人在机器人界得到越来越多

的关注[1−4], 而扑翼飞行正是仿生机器人研究中的焦

点之一[5−7]. 对扑翼飞行原理的探索不仅具有深刻而

广泛的理论价值, 更具有较高的工程应用价值. 与
此同时, 由于扑翼飞行的高效性、灵活性和隐蔽性,
其在地形探索、目标追踪、军事侦察、生态监测等领

域均有广阔应用前景.
由于扑翼飞行的形态学特性, 弹性结构以及其

特殊的往复运动模式, 在扑动过程中, 气体的粘性

力和惯性力的作用均不可忽视, 进而造成了多种复

杂的非定常气动力学现象[1, 8−10]. 具体而言, Ellington
等在文献 [11−12]中详细分析了由于前缘涡的存在,
产生失速延时 (可以不失速地大攻角平动)的现象,
阐明了其在提升扑翼升力中所发挥的重要作用, 并
在实际实验中对前缘涡的具体产生和演变过程进行

了观测与分析. Dickinson等在文献 [13−14]中强调

了翅翼旋转产生的升力对昆虫飞行的重要作用, 并
揭示了其在昆虫机动飞行中所扮演的重要角色 .
Weis-Fogh[15] 在研究丽蚜小蜂的扑翼飞行时发现了

著名的拍合−剥离特性 (Clap-and-fling), 他认为在

拍合过程中并没有明显的气动力学影响, 但是翅翼

拍合保证了翅翼在剥离之前位置的确定性, 并且指

出在剥离过程中在左右翼之间出现绕翼环流, 在完

成剥离之后环流也随即迅速演化成翅翼边缘的稳定

涡流 ,  整个过程均提升了翅翼所产生的升力 .
Miller等[16] 和 Percin等[17] 分别研究了翅翼弹性在

拍合−剥离过程中的具体作用与影响, 并指出拍合

过程中向下的射流也有助于提升升力. Shyy等和
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Chin等分别在文献 [18]和文献 [19]中, 对扑翼的非

定常气动力特性进行了系统总结, 具体包括前缘涡

效应、翼面快速旋转、拍合−剥离、附加质量效应、尾

迹捕捉等.
建立扑翼飞行的动力学模型需要对复杂的气动

力特性进行必要的简化. 而求解不可压粘性流体运

动对应的纳维−斯托克斯方程非常困难, 建立扑翼

空气动力学的准稳态模型, 几乎是解析分析扑翼系

统动力学特性的唯一方式. 根据不同的具体系统特

性, 以及模型具体的应用场景, 可以建立不同的准

稳态模型[14, 19−23]. 所建立的准稳态扑翼动力学模型,
既可以用于扑翼动力学系统特性的分析, 也可以用

于实际扑翼飞行器的设计与控制. Sun等在文献 [24−26]
中详细分析了昆虫躯干−翅翼的多刚体模型后, 用
“刚体假设”简化了翅翼的运动从而获得机体动力学

模型, 并进一步用扑翼周期平均的方法分析了系统

的稳定性和能控性. 他们还将系统在周期解附近线

性化, 利用 Floquet原理分析了系统周期解附近小

扰动干扰下的稳定性. Taha等在文献 [27]中强调了

高阶平均化理论在分析扑翼稳定性中的重要性, 但
是在系统简化过程中他们直接用三角函数模拟了翅

翼的运动学行为, 忽略了翅翼周期运动的动力学特

性. Cheng等在文献 [28]中考虑了机体运动对翅翼

运动学的影响, 并利用气动准稳态模型进一步建立

了三维空间 6自由度刚体的模型, 且分析了 4种昆

虫的被动稳定性. 在实际的扑翼飞行器控制中, 作
用于机体的力与力矩通常和翅翼的运动学关联, 或
者更直接地与决定翅翼运动的参数相关联. 通过把

翅翼步态映射到周期平均力与力矩, 并以 6自由度

刚体运动模型作为系统模型, 从而设计相应的控制

器来完成针对不同环境 或任务的机体姿态、位置或

速度的控制方法[29−32]. 其中需要特别指出, Ramezani
等在文献 [33−34]中采用拉格朗日方法对仿蝙蝠扑

翼飞行器进行多刚体建模, 并指出扑翼系统的零动

态难以确定, 而采用反馈线性化的方法来设计控制

器, 并且分析了闭环系统位置环和姿态环的时标分离.
在这些扑翼系统建模和控制的方法中, 极少考

虑翅翼的动力学特性. 这也就默认了翅翼系统周期

运动的稳定性, 且其具体运动特性不会被机体本身

运动所干扰. 但这种稳定性并不是系统固有的, 所
以这种单纯从运动学角度考虑翅翼行为的方式, 显
然是对系统的过度简化, 难以全面描述系统的具体

动力学特性. 因此, 在扑翼系统动力学系统中, 对翅

翼动力学系统的周期稳定性分析是非常必要的. 此
外, 扑翼动力学系统中往往包含着子系统之间的时

标分离. 并且, Orlowski等在文献 [35]中指出, 翅翼

和机体之间的运动可能不处于同一时间尺度, 但由

于翅翼系统没有确定的收敛点而可能只存在某个收

敛轨迹, 所以无法使用常规的针对临界点的奇异摄

动理论进行分析.
对于上述存在的问题, 本文针对扑翼飞行周期

性系统进行奇异摄动分析. 具体而言, 我们在给定

周期进行频闪采样, 利用这些采样构建相应的离散

系统, 进而反映扑翼飞行的状态变化. 通过周期输

入和简化模型共同确定扑翼周期的步态, 并在一定

程度上忽略实际周期内的具体行为. 进而通过观测

构建的离散系统, 综合周期输入和简化模型确定的

步态信息, 共同估计扑翼飞行的周期状态, 并在这

一基础上使用奇异摄动理论对其稳定性进行了分

析. 本文主要贡献可以概括为以下两个方面:
1)建立尽可能简洁的扑翼多刚体动力学模型,

为扑翼飞行周期动力学的奇异摄动分析提供了基础;
2)基于奇异摄动理论, 提出了适用于实际扑翼

飞行问题的系统周期稳定性分析方法.
本文其余部分组织如下: 在第 1节中建立了扑

翼多刚体模型, 在第 2节中利用奇异摄动理论分析

了扑翼飞行周期性系统的稳定性, 在第 3节中利用

实际实验验证了所提方法的有效性和可行性, 最后

在第 4节做出了总结. 

1    扑翼飞行的多刚体模型

尽管扑翼飞行的种类多种多样, 其系统在某种

程度上依旧可以视为在不可压低粘性流体中运动的

多刚体动力学模型. 在准定常分析气动力的前提下,
进而可以方便地利用系统运动状态计算出系统所受

广义气动力, 从而可以使用经典的 拉格朗日动力学

建模方法进行处理[34, 36−37]. 为了加以区别, 如图 1所
示, 我们将除躯干或者机体之外的刚体称为连杆,
进而将连接占主要质量和转动惯量的躯干的连杆称

为初级连杆, 将连接初级连杆的连杆称为次级连杆,
以此类推.

通常而言, 我们可以定义如下的广义坐标

q =
[
qTp qTa qTA qTB

]T
(1)
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图 1    不同种类扑翼飞行多刚体模型中的坐标系建立

Fig. 1    The coordinate setup in the multi-rigid body
dynamics of different flapping wing flights

 

2 期 钱辰等: 面向扑翼飞行控制的建模与奇异摄动分析 435



qp ∈ R3

qa ∈ S3

qA

qB

其中,   为占主要质量和转动惯量的躯干或

者机体的三维位置, 而  为上述躯干或者机

体的三维姿态,   为连接上述躯干或者机体与初

级连杆对应关节的广义关节坐标, 而  为连接初

级与次级连杆对应关节被动的广义关节坐标, 其具

体维数由具体飞行器结构决定. 整体动力学可以由

拉格朗日方程所描述

d
dt

(
∂K

∂q̇

)
− ∂K

∂q
+
∂P

∂q
= G (2)

K = K (q, q̇) P = P (q)

K

P

G

FI FB

Di Dj

其中,   为系统总功能,   为系

统总势能. 具体来看,   包括多刚体系统各组分的

转动和平动动能,   包括多刚体系统各组分的重力

势能和弹性势能 (很多扑翼生物或飞行器会周期性

地存储和释放弹性势能), 而  则主要指主动关节

的驱动力或者力矩和多刚体系统各组分所受的空气

动力或者力矩 (包括惯性力和粘性力). 由于运动的

拓扑结构限制, 对于大多数扑翼机体, 某个特定翼

面通常以一个特定关节或以一组集中的关节组与

占主要质量和转动惯量的躯干相连接. 为了统一,
这些关节或者关节组均被认为是具有转动幅度或者

方向限制的三个自由度旋转轴. 在图 2中, 我们具体

描述了惯性坐标系  、体坐标系  、各级连杆刚体

中心坐标系以及转轴坐标之间的关系. 请注意, 同
一刚体的转轴坐标和刚体质心坐标之间只存在平移

变换  和  , 而无旋转变换.
以下我们以两层连杆构成的动力学系统为例进

行分析, 此系统的动能可以公式化地规范为

K (q, q̇) =
1

2
m1q̇

T
p q̇p +

1

2
ωT

1(qa, q̇a)I1ω1(qa, q̇a)+

1

2

∑
i∈A

miv
T
i(Qj\ {qj , q̇j})vi(Qj\ {qj , q̇j})+

1

2

∑
i∈A

ωT
i (qa, q̇a, qi, q̇i)Iiωi (qa, q̇a, qi, q̇i)+

1

2

∑
j∈B

mjv
T
j (Qj)vj (Qj) +

1

2

∑
j∈B

ωT
j (Qj\q̇p) Ijωj (Qj\q̇p) (3)

Qj =
{
q̇p, qa, q̇a, qi(j), q̇i(j), qj , q̇j

}
, qp ∈ S3,

qa ∈ S3, qi ∈ S3, qi ∈ S3,

m ∈ R I ∈ R3×3

i(j) A

B i

j

其中,       
而      以及  则表示基于四元

数表示的姿态或姿态的旋转,   和  分

别表示刚体的质量和基于其固连坐标系的转动惯

量,   表示连杆的连接关系,   表示初级连杆的集

合, 而  表示次级连杆的集合. 对应地, 本文中  在

不特别指定时表示初级连杆的标号, 而  表示次级

连杆的标号. 上述系统中的线速度和角速度可显式

地表示为

vj=
d
dt
(
qp + T (qa,La)T

(
qi(j),Li(j)

)
T (qj ,Lj)Dj

)
ωj = ωq,q̇

(
qj ⊗ qi(j) ⊗ qa,

d
dt
(
qj ⊗ qi(j) ⊗ qa

))
vi =

d
dt

(qp + T (qa,La)T (qi,Li)Di)

ωi = ωq,q̇

(
qi ⊗ qa,

d
dt

(qi ⊗ qa)

)
ω1 = ωq,q̇ (qa, q̇a) (4)

T (q,L) ∈ R4×4 q ∈ S3

L ∈ R3 Di Dj

q =

[ηϵT]T ∈ S3 η ϵ

⊗

其中,   表示由旋转  和关节参

数  决定的齐次矩阵,   与  均表示旋转中

心到对应连杆质心的偏移量 .  对于四元数  

 , 其中  表示四元数标量部分, 而  表示

四元数矢量部分. 操作符  具体含义表示为

q1⊗q2=

[
η1η2 − ϵT1ϵ2

η1ϵ2+η2ϵ1+S(ϵ1) ϵ2

]
=

ML(q1)q2 =MR(q2)q1 (5)

ML MD其中,   与  表示利用矩阵和向量乘法代替四

元数乘法的相应矩阵. 且考虑到四元数表述姿态的

特性, 可知

ωq,q̇ (q, q̇) = 2q∗ ⊗ q̇=2M−1
L (q) q̇ (6)

S (x)

这里角速度和惯量矩阵均需扩展为四维, 并且 其中

反对称矩阵  表示为

S (x) =

 0 −x3 x2
x3 0 x1
−x2 −x1 0

 (7)

与动能相似, 同样我们也可以规范化地表示出

系统的势能:

P (q) = Pg (qp)+∑
i∈A

Pgi (qp, qa, qi) +
∑
i∈A

Pei (qi) +∑
j∈B

Pgj

(
qp, qa, qi(j), qj

)
+
∑
j∈B

Pej (qj) (8)

 

qj

Lj

Dj
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qi
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Z
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I

躯干刚
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次级连杆
刚体质心
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刚体质心

 

图 2    翅翼两级连杆系统中各刚体坐标系之间的

旋转平移示意图

Fig. 2    The schematic for the rotations and the transla-
tions between different frames of a two-link wing
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其中, Pg表示重力势能, 而 Pe表示弹性势能. 另外,
为了简化问题, 我们忽略扑翼运动对周围空气流场

的影响, 并将各刚体所受气动广义力分别独立地在

惯性坐标系下表出:

Fp = Faero,p (q̇p, qa, q̇a)

Fa = Faero,a (q̇p, qa, q̇a)

Fpi = Faero,pi (q̇p, qa, q̇a, qi, q̇i)

Fai = Faero,ai (q̇p, qa, q̇a, qi, q̇i)

Fpj = Faero,pj (Qj)

Faj = Faero,aj (Qj) (9)

Faero,p, Faero,pi, Faero,pj ∈ R3, Faero,a,Faero,ai,

Faero,aj ∈ R4

其中 ,        

  分别表示准稳态意义下气动广义力中

气动力和气动力矩对应的项. 同时, 为简洁起见, 这
里并不列出气动力具体形式. 进一步, 根据虚功原

理可以得到广义力为

G = J
([

F T
p ,F

T
a ,F

T
pA,F

T
aA,F

T
pB ,F

T
aB

]T
+ Fu (t)

)
Fu (t)=

[
0T, 0T, 0T,F T

uA (t), 0T,F T
uB (t)

]T
(10)

J =
∂r

∂q
r(q)

Fui ∈ R3, i ∈ {A,B}
Fu

其中, 雅克比矩阵  ,   表示各刚体位置姿

态在惯性坐标系下表出与广义关节坐标的相对关系

函数.   表示关节主动输入力距.
从控制角度而言  可以解释为系统输入. 根据式

(2) ~ (9), 推导可得次级关节动力学

d
dt

(
mj

(
∂vj

∂q̇j

)T

vj +

(
∂ωj

∂q̇j

)T

Ijωj

)
−mj

(
∂vj

∂qj

)T

vj−(
∂ωj

∂qj

)T

Ijωj+

(
∂Pgj

∂qj

)T

+

(
∂Pej

∂qj

)T

= Gj (11)

类似地, 初级关节的动力学表示为

d
dt

(
mi

(
∂vi

∂q̇i

)T

vi+

(
∂ωi

∂q̇i

)T

Iiωi + Sdi

)
−(

mi

(
∂vi

∂qi

)T

vi+

(
∂ωi

∂qi

)T

Iiωi + Si

)
+

(
∂Pgi

∂qi

)T

+

∑
j∈B,i(j)=i

(
∂Pgj

∂qi

)T

+

(
∂Pei

∂qi

)T

= Gi

Sdi =
∑

j∈B,i(j)=i

(
mj

(
∂vj

∂q̇i

)T

vj +

(
∂ωj

∂q̇i

)T

Ijωj

)

Si =
∑

j∈B,i(j)=i

(
mj

(
∂vj

∂qi

)T

vj +

(
∂ωj

∂qi

)T

Ijωj

)
(12)

对于占主要质量和转动惯量的躯干的关节有

d
dt

m1q̇p+
∑
i∈A

mi

(
∂vi

∂q̇p

)T

vi+
∑
j∈B

mj

(
∂vj

∂q̇p

)T

vj

+

(
∂Pg

∂qp

)T

+
∑
i∈A

(
∂Pgi

∂qp

)T

+
∑
j∈B

(
∂Pgj

∂qp

)T

= Gp

(13)

d
dt

(
4
(
M−1

L (qa)
)T
I1M

−1
L (qa) q̇a + Sd1

)
−(

4

(
∂M−1

L (qa) q̇a
∂qa

)T

I1M
−1
L (qa) q̇a + S1

)
+

∑
i∈A

(
∂Pgi

∂qa

)T

+
∑
j∈B

(
∂Pgj

∂qa

)T

= Ga

Sd1 =
∑

i∈A,B

(
mi

(
∂vi

∂q̇a

)T

vi +

(
∂ωi

∂q̇a

)T

Iiωi

)

S1 =
∑

i∈A,B

(
mi

(
∂vi

∂qa

)T

vi +

(
∂ωi

∂qa

)T

Iiωi

)
(14)

至此, 我们便基本建立了扑翼飞行的多刚体动

力学模型. 

2    扑翼多刚体动力学的奇异摄动分析

本节主要研究由翅翼与躯干质量差异导致的奇

异摄动现象. 首先考虑展开后的次级关节动力学

d
dt

{
mj

(
TaTi(j)

∂ṪjDj

∂q̇j

)T

vj+

2
[(
qj ⊗ qi(j) ⊗ qa

)∗ ⊗MR

(
qi(j) ⊗ qa

)]T
Ijωj

}
−

mj

(
∂vj

∂qj

)T

vj−
(
∂ωj

∂qj

)T

Ijωj+(
∂Pgj

∂qj

)T

+

(
∂Pej

∂qj

)T

=Gj
(15)

Ta T (qa,La) Ti(j) T
(
qi(j),Li(j)

)
Tj T (qj ,Lj)

其中,   是  的简写,   是 

的简写, 而  是  的简写. 考虑到次级关节

动力学速度与角速度的具体形式:

vj=
d
dt
(
qp + TaTi(j)TjDj

)
(16)

ωj=2
(
qj⊗qi(j)⊗qa

)∗⊗ d
dt
(
qj⊗qi(j)⊗qa

)
(17)

q̈j

q̈i(j) q̈a q̈p

mj = εmεj , Ij = εIεj , j ∈ B, mεj

可知次级连杆动力学 (11)杂糅了次级连杆的广义

关节坐标加速度项  , 对应的初级连杆的广义关节

坐标加速度项  , 和机体坐标角速度项  和  .
与此同时, 该动力学方程中也受初级关节和机体运

动所产生的惯性项影响. 由于翅翼质量的占比较少,
可以设置      使得  和
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m1, Iεj I1 ε

ε = 0

    和  近似同量级, 其中  可以视为表示时间尺

度的正值常数. 这样实际上在慢子系统中隔绝了惯

性力和重力的影响, 当设置  时, 有(
∂Pej

∂qj

)T

= Ḡj (18)

Ḡj

Ḡi, Ḡp, Ḡa

其中, 标称广义力  由广义摩擦力、广义气动力和

广义输入构成, 具体而言, 在准定常气动假设下的

广义气动力由系统运动学和外部环境共同决定, 而
广义输入由关节输入力矩和系统运动学共同决定.
此外,         均以此种方式构成. 接下来考虑初

级连杆的动力学方程:

d
dt

mi

(
Ta
∂ṪiDi

∂q̇i

)T

vi +

2
[
(qj ⊗ qa)

∗ ⊗MR (qa)
]T
Ijωj +∑

j∈B,i(j)=i

(
mj

(
∂vj

∂q̇i

)T

vj +

(
∂ωj

∂q̇i

)T

Ijωj

)−

(
mi

(
∂vi

∂qi

)T

vi+

(
∂ωi

∂qi

)T

Iiωi+Si

)
+

(
∂Pgi

∂qi

)T

+

∑
j∈B,i(j)=i

(
∂Pgj

∂qi

)T

+

(
∂Pei

∂qi

)T

= Gi
(19)

mi = εmεi

Ii = εIεi, i ∈ A ε = 0

同样基于翅翼质量占比较少, 且同样设置  ,
 , 当  时, 有(

∂Pei

∂qi

)T

= Ḡi (20)

基于同样假设, 考虑躯干动力学方程简化模型

m1q̈p +

(
∂Pg

∂qp

)T

= Gp (21)

d
dt

(
4
(
M−1

L (qa)
)T
I1M

−1
L (qa) q̇a

)
−

4

(
∂M−1

L (qa) q̇a
∂qa

)T

I1M
−1
L (qa) q̇a = Ga (22)

Gp Ga

qp

q̇p)

事实上, 在躯干动力学层面的摄动问题并没有

奇异性, 作为扰动的惯性项仅作为常规扰动出现.
值得指出的是,   和  中的可以作为输入给定的

部分为初级连杆根部的关节力矩, 而非作用于翅翼

的气动力. 显然, 由简化模型 (18), (20) ~ (22)可以

共同构成扑翼飞行的动力学简化模型, 也就是慢子

系统. 在给定稳定外部环境时, 假设可以在去除 

的广义关节的状态空间 (包括其广义关节速度项,
且包括  依此动力学模型找到对应某闭合解对应

的广义输入, 此闭合解可能是闭合轨线或者临界点.
直观而言, 闭合轨线对应着周期稳定的扑翼飞行,

γ

而临界点对应着稳定的滑翔飞行. 这里着重考虑闭

合轨线的情况, 并在相空间将此轨线描述为  . 沿
此轨线我们首先描述次级连杆的边界层动力学:

d
dt

{
εmεj

(
TaTi(j)

∂ṪjDj

∂q̇j

)T

vj+

2ε
[(
qj⊗qi(j) ⊗ qa

)∗⊗MR

(
qi(j) ⊗ qa

)]T
Iεjωj

}
⊥γ

−

εmεj

(
∂vj

∂qj

)T

vj − ε

(
∂ωj

∂qj

)T

Iεjωj+

ε

(
∂Pεgj

∂qj

)T

+

(
∂Pej

∂qj

)T

⊥γ

= Gεj (23)

⋆⊥γ ⋆ γ

Gεj = Gj⊥γ

其中, 下标  表示  此量相对于确定闭合轨线 

动力学之外的部分, 广义力  则表示广义

控制输入的高频分量, 和其他边界层系统的复杂耗

散力之和. 显然, 对于初级连杆和躯干也可以获得

其相对应的边界层动力学, 其通过线性运算可以进

一步获得各广义坐标的动力学.
因为飞行器多刚体结构的复杂性、弹性势能场

的复杂性、以及各种复杂耗散力的综合作用, 探讨

上述边界层系统的具体动力学特性极其复杂, 需要

对问题进行抽象简化. 具体而言, 简化系统和边界

层系统为

˙̄q = fG (t, q̄, q̃, ε) (24)

ε ˙̃q = gG (t, q̄, q̃, ε) (25)

q̄ γ

q̃ qs γ

q̃ γ q, fG gG G

G

qs

其中,   是对应于  的标称广义坐标状态光滑周期

解, 而  是真实广义坐标状态  和轨线  之间在广

义坐标状态空间的距离向量中模数最小者, 且可以

由  和  重构出     和  则是对应于广义力 

的动力学. 因为研究扑翼飞行器的具体特性预设固

定, 所以这里  代表着不同控制策略与环境作用的

综合. 值得指出的是, 这里所谓的广义坐标状态 

既包括广义坐标也包括广义坐标的导数.

γ Mε γ

γ

G

综上所述, 这是一个典型的周期系统奇异摄动

问题, 可以使用几何奇异摄动理论给出扰动系统的

周期解存在性和稳定性的条件[38−39], 同时也可以参

考文献 [40]中定理 6.6.1和定理 6.6.2. 如要获得对

应于整体奇异摄动系统 (24)和 (25)的且微分同胚

于闭合轨线   的稳定不变流形   , 则需要轨线  

上每一点关于摄动系统的线性化都需要其对应的雅

克比矩阵特征值实部不为零, 且其关于简化系统至

少是轨线  邻域上局部吸引的. 这显然需要闭合轨

线附近的动力学满足: 对于所设计控制器和环境综

合作用  , 可以在任一点检测上述条件. 然而考虑到

实际情况, 这是极其困难的. 常见扑翼飞行器的控制
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问题中既不能完成周期内的精细调控, 也不可能获

得准确的飞行器动力学.

T

T

γ

γ QS

qs γ

本文采用一种类似频闪的方式来观测扑翼飞

行, 实际实现中, 即基于固定周期  的观测对系统

进行奇异摄动分析. 值得注意的是, 这里  不必要

是闭合轨线的周期. 这种方法需要假设已知非摄动

系统的先验信息, 也即需要从给定的扑翼飞行器控

制策略到闭合轨线  的映射关系, 此映射关系可以

由简化模型 (18), (20) ~ (22)基于准定常气动力模

型构建, 也可从实际实验的观测中归纳. 以下分析

假设扑翼飞行器控制策略、控制目标和环境影响固

定不变, 也即  固定. 那么对于广义坐标状态空间  上

的每一点  可以定义其到  距离为

d (qs, γ) = inf
x∈γ

d (qs,x) (26)

d Qs

t = T, 2T, · · · , kT
γ d (qs (kT ) , γ) dk

其中,   为定义在  上的某确定度量. 根据在离散

点  的观测可以进一步获得离散点

到  的距离  , 简记为  . 基于上述观

测, 可以获得离散的动力学系统:

dk+1 = h (dk) (27)

h γ

γ

其中,   表示频闪观测的系统  - 轨道距离状态变

换函数, 是由摄动系统动力学、观测时间间隔和闭

合轨线  共同决定的.

γ

T O(ε) dk ≤
W (kT ) W

Ẇ (kT ) ≤ −λdk + βγ , λ O(1)

βγ O(ε) ε0

ε < ε0 γ

γε γε O(ε)

定理 1. 对于上述奇异摄动问题, 如果简化系统

的周期轨迹  是渐近稳定且孤立的, 同时频闪观测

间隔   是   的 ,  且对于离散系统 (27) 有  

 , 其中  是正定连续可微函数, 其关于时间

的导数    正值常数   是  

的, 而正值常数  是  的, 那么存在  对于所有

 , 设若奇异摄动系统 (24)和 (25)有在  附近

的的一个或一族周期解1, 取其中任意解的对应轨迹

为  , 奇异摄动系统会收敛到  的  邻域内.

k → ∞ dk O(ε)

T O(ε)

t→ ∞ d (qs (t) , γ)

O(ε) γ O(ε)

γε γ γε

O(ε)

γε O(ε)

证明. 此证明重点考虑频闪观测和 Poincare映
射在反映连续系统行为上的相似性. 由所述条件可

知在   ,    最终收敛到   之内. 考虑到观

测间隔  是  的, 由系统的连续性可知在两次观

测之间的系统状态, 在上述收敛的前提下也有类似

性质, 具体而言, 对于  , 有  最终收

敛到  , 也即系统收敛到  的  邻域内. 因为

此邻域包含系统的唯一前向不变集, 所以周期轨线

 必然包含于此集中. 进而闭合轨线  和  之间的

Hausdorff距离是  的, 由度量的定义, 进而可知

奇异摄动系统会收敛到  的  邻域内.
ε→ 0

γε → γ τ(γε) → τ(γ)

对于所述奇异摄动问题 ,  当   时 ,  有
 , 其对应的周期   . 上述定理阐

O(ε)

述了频闪观测结果和系统动力学行为的关系, 说明

在所述条件下基于简化模型设计周期输入控制效果

的准确性, 同时也未对复杂的边界层系统提出除光

滑性和有界性等物理系统常见性质之外的要求. 周
期广义力输入和周期非摄动系统轨迹的关系可以用

数值方法, 根据实验结果或者扑翼飞行准定常动力

学模型给出近似, 而不用根据动力学模型进行在线

解算. 我们将进一步结合图 3, 纲要性地描述上述频

闪观测等方法对应的控制策略: 在周期性广义力的

作用下, 控制器依慢子系统动力学所确定的周期轨

迹控制输入周期变化, 其系统在轨迹周围存在一个

 误差容许范围. 当频闪观测到系统偏离此范围

时, 控制器采取不同的周期性的广义力促使其恢复

原状态. 值得指出的是, 控制器同样基于慢子系统

动力学来预期这个周期性的广义力的作用效果.

  

o

o

o

期望翅翼轨迹及
其容许变动范围

期望扑动角相平面
及其容许变动范围

翅翼驱动力
(输入)

躯干惯性影响

准稳态气动力模型

超过容许变动范围

躯干惯性影响

准稳态气动力模型

调节翅翼驱动力
的周期变化特征

未知扰动

修正周期力输入

θ·

θ·

θ·

θ

θ

θ

 (εeT)

 (εeT)

 (εeT)

 

图 3   扑动翅翼周期轨道控制示意图

Fig. 3    The schematic for the control of flapping-wing
periodic orbit

 

本文所述的奇异摄动方法基于慢子系统动力学

和频闪观测进行分析, 并在一定范围内确定整体摄

动系统的动力学性质, 其具体优势如下:
1)采用频闪观测的方法, 固定观测时间间隔,

便于机载硬件实现;
2)即便广义力输入不具有精确的解析形式, 所

采用的分析方法也可以通过数值方法来分析系统的

1 如要确定解的存在性, 则额外需要对边界层系统有稳定性条件, 具体可

参考文献 [38, 40].
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稳定性;
3)相对于平均化等方法, 所设计方法考虑系统

周期力或力矩输入对翅翼动力学和其周期运动步态

的影响, 为完成更灵活的扑翼飞行和更复杂的运动

控制任务铺平道路. 

3    扑翼飞行实验与分析

z

z

ϕ, θ ψ

这一节我们分析自制的四自由度扑翼飞行器在

悬停时的具体行为, 以验证所述基于奇异摄动理论

分析方法的有效性. 在悬停时翅翼周期往复拍动,
躯干受翅翼运动所致在小范围内振动. 如图 4所示,
系统共存在四个控制输入, 其中空心杯电机驱动 X-
型扑翼机构, 三个直线舵机分别驱动两个翅翼的转

角和一个尾翼舵机转角. 至于飞行器的具体实验设

置和控制方法, 可以参考文献 [41]. 此外, 还对该机

型在测力/力矩传感器上进行了对其偏航力矩的实

际测量. 上述扑翼飞行器在实际实验中, 存在翅翼

运动和机体运动时标分离现象. 如图 5所示, 我们

在 Qualisys 动作捕捉系统下做了所述机型的悬停

实验, 使用文献 [41]中所述姿态控制器, 利用左右

翅翼前后偏转的共同作用产生俯仰力矩, 利用尾翼

偏转产生滚转力矩. 在控制器保持  轴竖直的情况

下, 同时将左右翅翼转角的差值设置为最大幅值的

30%, 使得飞行器获得绕  轴的转矩. 在此控制器设

置下, 对左翼靠前和右翼靠前两种情况分别设置了

两组不同的实验. 根据系统输出的记录和动作捕捉

系统的姿态反馈, 我们获得如图 6所示的飞行数据.
其中     和  分别表示飞行器的俯仰、滚转和偏航,
FA表示扑动翅翼驱动电机的电压输入, LW, RW
和 VT分别表示左翼、右翼和尾翼的驱动舵机偏转.

x

FS

FB

z

z

除此之外, 如图 7所示, 利用测力平台测得飞

行器在不同翅翼转角设置下所产生的对应气动力

矩. 具体而言, 确定驱动扑翼机构的空心杯电机电

压为 3 V, 将左右翅翼转角的差值设置为最大幅值

的 30%, 定义翅翼转角偏向机体系  轴方向为负,
反之为正. ATI Nano 17六维力/力矩传感器采用

SI-12-0.12 标定参数, 采样频率为 7 000 Hz, 其测

力精度约为 1/320 N, 测力矩精度约为 1/64 N·mm.
这里, 由于测力平台坐标系  和飞行器机体坐标

系  不重合, 需要利用平行轴定理进行修正, 其具

体计算方法可以参考文献 [42]. 实验分别独立测量

了左右翅翼转角差值为最大转角幅值 0.3 和 −0.3
倍时的  轴力矩, 由于系统装配的误差, 在转角差

值为 0 时依然有平均值为 1.6 左右的  轴力矩, 所
以两个翅翼转角差值所对应的周期整体平均转矩, 在
减去偏置后实际上是近似大小相同而方向相反的.

根据图 6和 图 8所示的实验结果进一步分析,

可以得到如下结论:

1)因为所设计控制器基于第 2节中所述的慢
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图 4    四自由度扑翼飞行器示意图 ((a)惯性坐标系与机体

坐标系设置; (b)翅翼驱动与控制机构; (c1)无偏转的翅翼

姿态; (c2)偏转后的翅翼姿态; (d1) 无偏转的尾翼姿态;
(d2) 偏转后的尾翼姿态)

Fig. 4    The schematic for the 4-DoF flapping wing
vehicle ((a) Inertial coordinate system and body coordin-
ate system setup; (b) Flapping wings actuation and con-
trol mechanism; (c1) Flapping wings in default state; (c2)
Flapping wings in deflection state; (d1) Tail in default

state; (d2) Tail in deflection state)
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图 5    运动捕捉系统辅助的四自由度扑翼飞行器实际飞行

Fig. 5    The real flight of the developed 4-DoF flapping
wing system with the help of the motion capture system
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子系统, 而飞行器整体动力学对应着包含快慢子系

统的摄动系统, 实验完成的稳定飞行从一定程度上

说明: 在快慢子系统时间尺度分离较为完整的情况

下, 尽管如图 8所示的快子系统振动中的不能被平

缓周期力反映的高频波动部分会在一定程度上影响

整体系统, 但以扑翼慢子系统稳定性为设计目标的

控制器依旧适用于包含快慢子系统的摄动系统;

2)实验中的扑翼飞行通过动作捕捉系统的 100
Hz频闪观测来确定系统状态, 尽管其不能观测翅

翼状态, 同时可观测部分也存在一定误差, 但实验

结果也足可说明当频闪观测足够快速时, 其可以有

效反映包含快慢子系统的摄动系统整体运动状态, 并
能够为基于慢子系统设计的控制器提供有效反馈信息;
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图 6    不同两翼转角差下悬停飞行时的控制

输入与机体姿态

Fig. 6    The control inputs and fuselage attitudes in
the hovering flight with different two-wings

deflection-angle deviations
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图 7    六维测力/力矩平台上的安装示意图

Fig. 7    The setup of the 6-DoF force/torque
measuring platform
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图 8    由翅翼偏转引起的绕 z轴周期变化的力矩 ((a)在不

同偏转角下力矩的周期变化; (b)转角差值为−0.3倍最大转

角的力矩多周期统计特性; (c)转角差值为 0.3倍最大转角

时的力矩多周期统计特性)

Fig. 8    The periodically changing torque around z-axis
induced by the wings deflection ((a) Periodic variation of
torque under different deflection angles; (b) Statistical
characteristics of the torque with the deflection angle of

−0.3 limit angle; (c) Statistical characteristics of the
torque with the deflection angle of 0.3 limit angle)
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3)通常而言, 扑翼飞行器常基于平均化理论进

行其动力学分析和控制器设计, 简单而言, 上述两

者多基于平滑的周期平均系统而非原有的复杂周期

变化系统进行稳定性分析. 具体而言, 使用平均化

方法认为系统使用图 8所示的平均力或力矩而非周

期变化的力或力矩作为控制输入, 并基于此做针对

单刚体机体的控制器设计. 采用此种方法便意味着

忽略系统的周期性特征, 从而无法完成周期内具

体特性的控制, 比如本文所述的系统收敛到某一确

定周期轨迹附近. 与此不同的是, 本文所述的系统

将多刚体模型下的周期运动视为慢动态, 而将其他

高频摄动视为快动态, 从而在一定程度反映了扑翼

系统的周期特性, 较原有方法更为精细. 尽管视觉

捕捉系统不能完全反应周期系统的轨迹, 但是其频

闪采样的数据依旧可以在一定程度上刻画周期运动

特性. 

4    结论

本文首先基于常见的扑翼飞行系统, 建立了扑

翼飞行器多刚体模型, 描述了各刚体之间的动力学

关系. 然后, 本文还通过应用奇异摄动理论来分析

周期系统所对应的离散系统, 在翅翼和机体运动存

在时标分离的前提下, 分析了扑翼系统的周期稳定

性. 其中, 针对已有方法在动力学分析和设计扑翼

控制器时忽略翅翼运动的问题, 以及其难以应用于

翅翼周期运动控制的不足, 本文详细讨论了翅翼动

力学的周期稳定性问题, 并说明了通过奇异摄动方

法分析翅翼动力学的必要性. 最后, 结合上述理论

对扑翼飞行实验结果进行了分析, 在一定程度上验

证了文中所提方法的有效性. 在后续研究中, 我们

将继续探究奇异摄动理论在扑翼周期问题中的应

用, 并进一步发掘扑翼飞行器的机动性潜力.
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