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摘    要   针对同时具有线性外部干扰与非线性不确定性下的离散时间部分线性系统的最优输出调节问题, 提出了仅利用

在线数据的基于强化学习的数据驱动控制方法. 首先, 该问题可拆分为一个受约束的静态优化问题和一个动态规划问题, 第
一个问题可以解出调节器方程的解. 第二个问题可以确定出控制器的最优反馈增益. 然后, 运用小增益定理证明了存在非线

性不确定性离散时间部分线性系统的最优输出调节问题的稳定性. 针对传统的控制方法需要准确的系统模型参数用来解决

这两个优化问题, 提出了一种数据驱动离线策略更新算法, 该算法仅使用在线数据找到动态规划问题的解. 然后, 基于动态

规划问题的解, 利用在线数据为静态优化问题提供了最优解. 最后, 仿真结果验证了该方法的有效性.
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输出调节问题是一种对于线性和非线性动态系

统, 设计反馈控制器从而使系统实现渐近跟踪和干

扰抑制的问题[1−5]. 输出调节问题的显著特征则是参

考输入和干扰由已知的外系统自主微分或差分方产

生的[5]. 目前, 已有学者研究了连续时间系统的输出

调节问题[6−8]. 文献 [5]对线性和非线性连续时间系

统的输出调节问题给出了解决框架. 文献 [6]研究

了一类加入瞬态性能概念的输出调节问题, 详细研

究了可解性条件和调节器结构等问题. 而文献 [5−6]
都需要在系统的动态模型参数已知的情况下, 解决

其输出调节问题.
强化学习作为一种机器学习方法, 是以目标为

导向的学习工具, 其中智能体或是决策者通过与环

境交互为最优化长期奖励来学习控制策略[9−11], 可
主要解决控制领域中的最优控制问题, 其中包括最

优调节, 最优跟踪以及最优协同问题. 最优控制问

题是一类通过使得代价函数或性能指标达到最优而

为动态系统寻找控制律的问题. 典型的最优控制问

题是需要系统的模型参数完全已知, 问题的求解是
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离线的, 其不能适应动态系统中模型参数的变化和

不确定性, 因此数据驱动的强化学习方法也就应运

而生, 广泛应用于解决离散时间和连续时间不确定

系统的最优控制问题. 文献 [12]利用数据驱动的强

化学习方法利用沿着系统的数据解决了线性系统的

最优跟踪问题, 又因为系统的状态数据往往难以获

得, 文献 [13]提出仅利用输入输出数据, 利用强化

学习中的策略迭代和值迭代算法在线寻得最优控制

律从而实现最优跟踪. 这 2篇文献是针对于线性系

统, 文献 [14]则针对于非线性系统, 采用基于 Actor-
Critic结构的强化学习方法数据驱动在线学习跟踪

哈密顿−雅可比−贝尔曼方程 (Hamilton-Jacobi-
Bellman, HJB), 从而解决最优跟踪问题. 由于 H无

穷问题也可看作是一种最优控制问题, 主要是分别

找出最优反馈控制律和最优扰动控制律的一类问

题, 因此强化学习也应用于该问题的解决. 针对于

H无穷控制问题, 对于线性系统模型参数未知的文

献 [15], 该文采用强化学习离线策略控制方法进行

解决, 并证明了探测噪声会对在线策略迭代算法产

生影响使获得参数不准确, 而则不会对离线的策略

迭代算法产生影响, 同时证明了离线策略迭代算法

的收敛性. 文献 [16]则对于未知的非线性系统, 采用

强化学习的离线策略方法学习跟踪哈密顿−雅可

比−艾萨克方程方程 (Hamilton-Jacobi-Isaac, HJI)
的解, 在不知道系统模型参数的情况下解决了 H无

穷跟踪控制问题, 并给出所提算法的收敛性. 数据

驱动的强化学习方法还可应用于无线网络环境下的

控制问题, 文献 [17]就针对于离散时间的网络系统

利用沿着系统轨迹的数据实现网络控制系统的最优

跟踪问题. 数据驱动的强化学习方法近年来解决了

线性与非线性系统、连续和离散系统、传统状态空

间控制和网络控制系统、利用沿系统轨迹数据和利

用输入输出数据等的最优控制问题.
前文提到传统的输出调节问题都是基于系统的

模型参数即模型已知的前提下求解输出调节问题.
而文献 [7−8]则是在系统模型参数不确定的情况下

利用数据驱动的方法解决输出调节问题. 在文献 [7−8]
中, 对于连续时间系统分别采用近似动态规划和鲁

棒近似动态规划的方法解决了线性系统和部分线性

系统的最优输出调节问题. 由于强化学习是解决最

优控制问题的有力工具, 前述也有许多学者采用了

强化学习方法解决最优跟踪问题, 现在另外考虑外

部系统的干扰, 把强化学习应用到解决最优输出调

节问题中. 文献 [18]将文献 [7]中利用数据驱动方

法求解线性连续时间系统的最优输出调节问题拓展

到线性离散时间系统中. 本文则是针对部分线性的

离散时间系统, 在具有模型参数未知的情况下, 利
用基于强化学习的离线策略更新方法数据驱动求解

最优输出调节问题.
本文将数据驱动的强化学习方法与最优输出调

节问题相结合. 主要贡献如下: 针对于存在线性干

扰和非线性不确定性的部分离散时间系统的最优输

出调节问题, 提出基于强化学习的离线策略更新算

法. 该方法不需要知道系统的模型参数, 只利用测

量数据在线求解即可实现对最优输出调节控制律的

自适应学习, 即可应对系统模型参数的变化, 且提

出的方法不仅可以抑制线性的外部干扰并且对动态

非线性不确定性存在鲁棒性保证渐近跟踪. 并运用

了小增益定理说明了本文提出的方法可以保证闭环

系统的稳定性.
本文结构如下: 第 1节介绍离散时间部分线性

系统的最优输出调节问题. 提出最优输出调节问题

中的两个优化问题, 分别为静态优化问题和动态优

化问题; 然后将该离散时间系统转化为误差系统,
通过证明误差系统的全局渐近稳定性以推出原系统

的最优输出调节问题的可解性. 第 2节针对具有线

性外部干扰和非线性不确定性的部分线性离散时间

系统, 提出离线策略更新算法利用在线数据求解动

态规划问题, 并基于动态规划问题的解, 用数据驱

动的方法解静态规划问题以此解决其最优输出调节

问题. 第 3节提供仿真结果验证本文方法的有效性,
并进行对比实验, 比较性能指标突显本文方法的优

越性. 第 4节为结束语.
R+ Rn×m

n×m Rn Rn×1 Z+

⊗

◦
f ◦ g f g

f ◦ g(x) = f(g(x)) λmax (λmin)

|x| x

∥A∥ A xT x

∥u∥ supk>0 | u k |

符号说明及概念介绍.   表示非负实数集,  
表示  维矩阵,   即 ,   表示非负整数

集,   表示克罗内克积, vec为矩阵的拉直运算, 把
矩阵按照列的顺序一列接一列的组成一个长向量,
trace表示矩阵的迹, Id表示恒等函数,   表示函数

的复合运算,   表示函数  和  的复合函数, 即
      ,       表示矩阵的最大

(最小) 特征值 ,    表示向量   的欧几里得范数 ,
 表示矩阵  诱导欧几里得范数,   表示向量 

的转置.   表示      (  ) .
K

α R+ → R+ α(0) = 0 α ∈ K
  类函数[19]. 该类函数为一个严格递增连续函

数 :   且 , 其可以表示为 .
K∞ K s → ∞

α(s) → ∞ K∞

α ∈ K∞

  类函数[19]. 一个函数为  类函数, 当 

时 , 那么该类函数是  类函数, 其可以

表示为 .
KL β R+ × R+ →

R+ t ∈ R+ β(·, t)
K s > 0 β(s, ·)

limt→∞ β(s, t) = 0 β KL

  类函数 [ 1 9 ]. 一个连续函数  :   
. 如果对于每个特定的 ,   均是一个

 类函数, 并且对于每个特定的 ,   递减

并满足  , 那么就称   为   类函
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β ∈ KL数, 并表示为 . 

1    控制问题描述
 

1.1    离散时间部分线性系统被控对象

考虑一组离散时间部分线性系统:

ζ(k + 1) = g(ζ(k), y(k), v(k)) (1)

x(k + 1) = Ax(k) +B[u(k)+

∆(ζ(k), y(k), v(k))] +Dv(k) (2)

v(k + 1) = Ev(k) (3)

y(k) = Cx(k) (4)

r(k) = −Fv(k) (5)

e(k) = y(k)− r(k) (6)

k x(k) ∈
Rn u(k) ∈ Rp

ζ(k) ∈ Rp v(k) ∈ Rq

y(k) ∈ Rr r(k) ∈ Rr

e(k) ∈ Rr Dv(k) ∈ Rn

A ∈ Rn×n B ∈ Rn×m C ∈ Rr×n

D ∈ Rn×q E ∈ Rq×q F ∈ Rr×q

(A, B) (A, C) g(ζ(k), y(k),

v(k)) : Rp × Rr × Rq → Rp ∆(ζ(k), y(k), v(k)) : Rp×
Rr × Rq → Rm g(0, 0, 0) =

0 ∆(0, 0, 0) = 0 A B D g ∆

式中,   是描述系统运行轨迹的时间步骤,  
 为系统的状态向量,   为系统的输入向

量 ,    ,     是外系统的状态向量 ,
 是系统的输出向量,    是参考输

入向量,   是跟踪误差向量,   是

系统干扰向量,   ,   ,   ,
,   ,    是系统矩阵, 其中

 是可镇定的,   是可观测的.  
,  

 是充分光滑的函数, 满足 

,  . 该系统中  、  、  、  和  是未

知的.

u(k) = −K∗(x(k)−X∗v(k))+

U∗v(k) = −K∗x(k)− L∗v(k) L∗ = U∗ +K∗X∗

limk→∞ e(k) = limk→∞ Cx(k) + Fv(k) = 0

X ∈ Rn×q U ∈ Rm×q

本文控制目标是: 对于离散时间系统 (1) ~ (6),
设计鲁棒最优控制器为 

, 其中 ,
使得  ,  那
么系统在满足下述假设 1 ~ 5条件下可完成干扰抑

制和渐近跟踪. 其中  和  满足下

面的线性调节器方程

XE = AX +BU +D

0 = CX + F (7)

E假设 1.   的特征值在单位圆上且不重复[20].
ζ(v) ζ(0) =

0 v ∈ Rq [5, 7]

假设 2. 存在一个充分光滑的函数 ,    

, 对于任意  满足下面的方程 .

ζ(Ev(k)) = g(ζ(v(k)), r(k), v(k))

0 = ∆(ζ(v(k)), r(k), v(k)) (8)

假设 3.

rank =
[
A− λI B

C 0

]
= n+ r, ∀λ ∈ σ(E) (9)

D F注 1. 假设 3可保证对于任意的  和 , 式 (7)

为调节器方程是可解的[5], 且解是唯一的[17].
x̄(k) = x(k)−Xv(k)

ū(k) = u(k)− Uv(k), ζ̄(k) = ζ(k)− ζ(v(k))

根据式 (7)和式 (8), 并令 ,
, 可将原

系统 (1) ~ (6)写成如下的误差系统:

ζ̄(k + 1) = ḡ(ζ̄(k), e(k), v(k)) (10)

x̄(k + 1) = Ax̄(k) +B(ū(k)+

∆̄(ζ̄(k), e(k), v(k))) (11)

e(k) = Cx̄(k) (12)

其中
ḡ(ζ̄(k), e(k), v(k)) = g(ζ(k), y(k), v(k))−

g(ζ(v(k)), r(k), v(k))

∆̄(ζ̄(k), e(k), v(k)) = ∆(ζ(k), y(k), v(k))−
∆(ζ(v(k)), r(k), v(k))

ζ̄对于变换后的误差系统 (10) ~ (11)中的  子

系统做如下假设, 相似的假设见文献 [7]:
βs ∈ KL γs1, γs2 ∈ K

e

ζ̄(0) = ζ̄0 v ζ̄(k)

假设 4. 存在  和  使得对于

任意的可测量且局部本质有界的输入 , 任何初始

条件  和任意的 ,   满足:

|ζ̄(k)| ≤ max{βs(|ζ̄(0), k), γs1(∥e[k−1]∥),

γs2(∥∆̄[k−1]∥)}, ∀k ∈ Z+

β∆̄ ∈ KL γ∆̄
e ∈ K

ζ̄(0) = ζ̄0

e v

假设 5. 存在  和 , 使得对于任

意的初始状态  和任意的可测量且局部本

质有界的输入  和任意的 , 使得下式成立:

|∆̄(k)| ≤ max{β∆̄(|ζ̄(0)|, k), γ∆̄
e (∥e[k−1]∥)},

∀k ∈ Z+

ζ̄ e

∆̄(ζ̄, e, v)

ζ̄ e ∆̄(ζ̄, e, v)

注 2. 假设 4 使得   子系统具有以   为输入 ,

 为输出的零偏差的强无界能观 (Strong
unboundedness observability, SUO)性质, 假设 5
使得  子系统具有以  为输入,   为输出的

输入输出稳定 (Input-to-output stability, IOS)性质.
下面将给出最优输出调节问题当中的两个规划

问题. 

1.2    输出调节问题中的两个规划问题

X∗ U∗

K∗

u∗(k) = −K∗(x(k)−X∗v(k)) + U∗v(k)

受文献 [7−8, 18]启示, 对于最优输出调节问题

的求解, 可拆分成两个规划问题, 分别为受约束的静

态规划问题和动态规划问题. 通过解静态规划问题 1
可以确定输出调节器方程的解 ,  , 解动态规划

问题 2可以确定最优反馈控制增益 , 则可得到最

优控制器  .
问题 1. 静态规划问题

通过解下面的静态规划问题确定线性调节器方
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(X, U)程的唯一解 
min

(X,U)
tr(XTQX + UTRU)

s.t.
XE = AX +BU +D

0 = CX + F

(13)

Q = QT > 0 R = RT > 0式中,  ,  . 式 (13)有约束的

规划问题等价于下面的形式:
min

([vec(X)

vec(U)

]T [Iq ⊗Q 0

0 Iq ⊗R

] [vec(X)

vec(U)

])
s.t.

XE = AX +BU +D

0 = CX + F
(14)

下面先介绍当系统模型参数已知的情况下, 静
态规划问题的解, 即是线性调节器方程的解, 并将

静态规划问题 1重新改写形式. 此部分为第二部分

数据驱动求解静态规划问题做铺垫.
A : Rn×q → Rn×q定义一个 Sylvester映射,  :

A(X) = XE −AX, X ∈ Rn×q (15)

X0 = 0n×q X1 ∈ Rn×q

CX1 + F = 0 Xi ∈ Rn×q i = 2, · · · , h+ 1

h = q(n− r) vec(Xi) Iq ⊗ C

h Iq ⊗ C CXi =

X X1, · · · , Xh+1

选一个常数矩阵  和  使得

. 选 , 其中   ,
其中  , 使得所有的   构成  

的核, 其中  是  的零空间的维数, 即 

0. 那么   可由   进行线性表示, 因此

式 (8)的通解[8] 可以进行如下描述:

X = X1 +

h+1∑
i=2

αiXi (16)

通过式 (8)、式 (15)和式 (16)可得:

A(X) = A(X1) +

h+1∑
i=2

αiA(Xi) = BU +D (17)

Λ, ς χ

将式 (16)和式 (17)进行联立, 移项并展开, 将
 作为已知项, 并对其进行分块划分,   作为待

求项, 可写为:

Λχ = ς (18)

其中
Λ =[
vec(A(X2)) · · · vec(A(X2)) 0 −Iq ⊗B

vec(X2) · · · vec(Xh+1) −In×q 0

]
=[

Λ11 Λ12
Λ21 Λ22

]
χ = [α2 . . . αh+1 vec(X)T vec(U)T]

T

ς =

[
vec(−A(X1) +D)

vec(X1)

]
=
[
ς1
ς2

]

Λ21且  是非奇异矩阵.
χ

vec(X) vec(U)

将式 (18)进行展开计算,并把  中的调节器方

程的解  和  分离出来, 可以得到式 (19).

(X, U) :

定理 1. 通过解式 (19), 可得线性调节器方程的

解 

Π

[
vec(X)

vec(U)

]
= Ψ (19)

Π = −Λ11Λ
−1
21 Λ22 + Λ21 Ψ = −Λ11Λ

−1
21 ς2 + ς1式中,  ,  .

那么, 问题 1可以重写为:
min

([
vec(X)

vec(U)

]T [
Iq ⊗Q 0

0 Iq ⊗R

] [
vec(X)

vec(U)

])
s.t.

Π

[
vec(X)

vec(U)

]
= Ψ

(20)

问题 2. 动态规划问题

K∗解决如下问题来确定最优反馈增益 :

minV (k) =

∞∑
i=k

x̄T(i)Q̄x̄(i) + ūT (i)R̄ū(i)

s.t.
x̄(k + 1) = Ax̄(k) +Bū(k)

e(k) = Cx̄(k)

(21)

Q̄ = Q̄T > 0, R̄ = R̄T > 0 (A,
√
Q̄)式中,  , 且  是可观

测的.

ū(k) = −Kx̄(k)

V (k) = x̄T (k)Px̄(k)

当不考虑非线性不确定性时, 问题 2是一个线

性二次型最优调节器问题, 目标是设计一个状态反

馈控制器  使得 (11)中系统的状态趋于

0, 同时使得规定的值函数  最小.

ū(k) K = (R̄+

BTPB)−1BTPA P

那么由线性最优控制理论, 对哈密顿函数求控

制输入  的导数, 得到最优反馈增益为 

, 其中  是下面黎卡提方程的解:

Q̄− P +ATPA−ATPB(R̄+BTPB)−1BTPA = 0
(22)

P = P T > 0 P式中,  . 求解黎卡提方程中的正定矩阵 ,
可以采用策略迭代 (Policy iteration, PI)方法. 算
法 1的收敛性见文献 [21−22]. 算法 1为算法 2的推

导做一个简单的铺垫.
算法 1. 策略迭代算法

K0

j P

1)初始化: 选一个可镇定系统的初始控制策略 , 迭

代下面两个步骤, 直到第  步,   收敛.

P2)策略评估: 用下式求解矩阵 .

P j = Q̄+KjTR̄Kj + (A−BKj)TP j(A−BKj) (23)

3)策略改进:

Kj+1 = (R̄+BTP jB)−1BTP jA (24)
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4) 当
∥P j − P j−1∥2 ≤ ε (25)

j ← j + 1 ε时停止, 否则  返回 2).   是一个数值很小的正数.

注 3. 动态规划问题的求解是针对于线性系统,
即不考虑系统存在非线性不确定性时, 求得的最优

反馈增益. 第 1.3节对该最优反馈控制器对非线性

不确定性是否存在鲁棒性, 即是否可以全局渐近镇

定误差系统 (10) ~ (12)进行说明. 

1.3    系统最优输出调节问题的可解性

本节将原系统最优输出调节问题的可解性转化

为误差系统的全局渐近稳定性, 通过提出两个定理

进行说明. 定理 1说明了最优输出调节控制器使得

闭环误差系统是全局渐近稳定的, 定理 2说明了原

系统的最优输出调节问题是可解的.
Q̄ > (γx − 1)In

R̄ = Im 0 < γx < λmax(P
∗)

定理 1. 在假设 1 ~ 5 下, 令     ,
,  , 若满足:

γ∆̄
e (s) < γe

∆̄
−1(s) (26)

ū∗(k) = −K∗x̄∗(k) = (R̄+

BTP ∗B)−1BTP ∗Ax̄∗(k)

那么最优反馈控制器 

 可以全局渐近镇定误差系

统 (10) ~ (12).
V (x̄(k)) = x̄T(k)P ∗x̄(k)

α1(|x̄(k)|) < V (x̄(k)) < α2(|x̄(k)|) α1(s) =

λmin(P
∗)(s), α2(s) = λmax(P

∗)(s)

证明. 取值函数 , 值函数

满足 , 其中 

.
V (x̄(k)) = x̄T(k)P ∗x̄(k)对李雅普诺夫函数   进

行差分, 通过不等式进行缩放, 可得:
V (x̄(k + 1))− V (x̄(k)) =

x̄T(A−BK)TP ∗(A−BK)x̄+

2x̄T(A−BK)TP ∗B∆̄ + ∆̄TBTP ∗B∆̄− x̄TP ∗x̄ =

− x̄T(Q̄+KTR̄K)x̄+ 2x̄T(A−BK)TP ∗B∆̄+

∆̄TBTP ∗B∆̄ =

− x̄T(Q̄+ATP ∗B((R̄+BTP ∗B)−1)
T

(R̄+BTP ∗B)−1BTP ∗A)Tx̄+

2x̄T(A−B(R̄+BTP ∗B)−1BTP ∗A)TP ∗B∆̄+

∆̄TBTP ∗B∆̄ = −x̄TQ̄x̄− x̄T(Ā ¯̄R( ¯̄R)TĀT)x̄+

2x̄TĀ∆̄− 2x̄TĀ ¯̄RB̄∆̄ + ∆̄TB̄∆̄ = −x̄TQ̄x̄−

|B̄∆̄ + ¯̄RTĀTx̄|2 + ∆̄TBTB∆̄ + 2x̄TĀ∆̄+

∆̄TB̄∆̄ ≤ −x̄TQ̄x̄− |Ā∆̄− x̄|2 + ∆̄TĀTĀ∆̄+

∆̄TB̄TB̄∆̄ + ∆̄TB̄∆̄ + x̄Tx̄ ≤

− x̄T(Q̄− I)x̄+ ∆̄T(ĀTĀ+ B̄TB̄ + B̄)∆̄ ≤

− γx|x̄|2 + λmax(
¯̄A)∥∆̄∥2 ≤

− γx
λmax(P ∗)

V (k) + λmax(
¯̄A)∥∆̄∥2 (27)

α = γx/λmax(P
∗) σ = λmax(

¯̄A) Ā = ATP ∗B

B̄ = BTP ∗B ¯̄R = ((R̄ + BTP ∗B)−1)T ¯̄A=ĀTĀ+

B̄TB̄ + B̄ α ∈ K∞ σ ∈ K
Id− α ∈ K 0 < γx < λmax(P

∗)

式中,  ,  ,  ,

,  ,  

.  ,  . 为不丢失一般性[18], 需
, 故  由此而来.

V (x̄(k + 1))−
V (x̄(k)) ≤ −α(V (x̄(k))) + σ(∥∆̄∥) ρ ∈
K∞ Id− ρ ∈ K α−1

1 ◦ α−1 ◦ (Id+ ρ) ◦ σ(s)
γx̄(s)

KL β

由文献 [23]可知, 如果有不等式 

,  那么就一个  

,  , 使得函数 

可以作为一个系统的输入状态稳定−增益函数 ,
且存在一个  类函数  使得下式成立:

|x̄(k)| ≤ βx̄(x̄(0), k) + γx̄(∥∆̄[k−1]), ∀k ∈ Z+ (28)

γx̄(s) x̄ ∆̄ x̄注 4.   是  子系统中, 以  为输入,   为状

态的输入−状态增益函数.
并通过利用广义三角不等式[24]:

max{a, b} ≤ a+ b ≤
max{(Id+δ−1)(a), (Id+δ)(b)}

a, b > 0 δ ∈ K∞对任意  和任意  都成立. 那么可

以将加型的不等式 (28)写成如下的 max型不等式:

|x̄(k)| ≤ {βˆ̄x(x̄(0), k), γˆ̄x(∥∆̄[k−1])}, ∀k ∈ Z+ (29)

γx̄ γ¯̂x

δ β

注 5. 为得到一个与  十分接近的新的 , 可
以找一个非常小的 , 这样有可能会使得新的  很

大[25].
那么通过式 (12)和式 (29), 自然可得:

|e(k)| ≤ {max{|C|βˆ̄x(x̄(0), k), |C|γˆ̄x(∥∆̄[k−1]∥)},

∀k ∈ Z+ (30)

x̄ ∆̄(ζ̄, e, v)

e

x̄

∆̄(ζ̄, e, v) e

γe
∆̄
= |C|γˆ̄x

注 6. 式 (29)说明  子系统具有以  为

输入,    为输出的输入状态稳定性质 (Input-to-
state stability, ISS). 式 (30)说明  子系统具有以

 为输入,    为输出的输入输出稳定性质.
.

ζ̄

x̄

那么现在具有输入输出稳定和强无界能观性质

的  子系统是和具有输入输出稳定和强无界能观性

质的  子系统, 在下面的小增益条件

γ∆̄
e ◦ γe

∆̄ < Id (31)

成立时, 关联的误差系统在原点处全局渐近稳定.□
γ∆̄
e ζ̄ γe

∆̄

x̄

x̄ ζ̄

注 7.   是  子系统中的输入−输出增益,  

是  子系统中输入−输出增益. 当两个子系统都是

强无界能观和输入输出稳定的, 且在输入输出稳定

小增益条件成立下, 两个子系统的输出都趋于零,
那么由  子系统的输入状态稳定性质和  子系统的

零偏差强无界能观性质, 可以知道两个关联系统的

状态也是趋于零的.
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u∗(k) = −K∗(x(k)−X∗v(k)) + U∗v(k)

定理 2. 在定理 1的条件下, 那么鲁棒最优控制

器   对于系统

(1) ~ (6)的输出调节问题可解.  □

limk→∞ ζ̄(k) = 0

limk→∞ x̄∗(k)=0 limk→∞ e(k)=limk→∞ Cx̄∗(k)

+(CX∗ + F )v(k) = 0

证明. 通过定理 1可知存在控制器使得误差系

统在原点处全局渐近稳定, 所以  ,

,  那么  

,  即该系统的输出调节问题

可解.

ū∗(k) = −K∗x̄∗(k)

u∗(k) = −K∗(x(k)−X∗v(k)) + U∗v(k)

注 8. 最优控制器  与最优控

制器  等价.

原系统最优输出调节问题的可解性得以证明

后, 下部分将对该最优控制器进行学习. 第 2节针

对于具有未知系统模型参数的离散时间的部分线性

系统, 用基于强化学习的数据驱动方法, 利用测量

数据在线求解其最优输出调节问题.
 

2    数据驱动在线求解最优输出调节问题

强化学习中学习的方式分为离线策略学习算法

和在线策略学习算法两种. 离线策略更新算法中的

行为策略和目标策略不是同一策略, 行为策略用于

产生数据, 目标策略则是被评估和提高的策略. 而

在线策略算法则是行为与目标策略一致. 本文提出

一个仅利用在线数据基于强化学习的离线策略的数

据驱动方法, 用于求解离散时间部分线性系统的最

优输出调节问题. 由于本文系统的模型参数是未知

的, 首先求解动态规划问题求得最优反馈增益, 然

后基于动态规划问题的解, 本文提出一种数据驱动

方法, 在无法获取系统模型参数的情况下在线求解

静态规划问题的解.
 

2.1    数据驱动求解动态优化问题

∆(k) v(k) X X1, · · · ,
Xh+1 x̄(k) = x(k)−Xv(k)

x̄i(k) = x(k)−Xiv(k) i = 0, 1, 2, · · · ,
h+ 1 X0 = 0n×q

假设   和   是可测的 ,     可由  

 表示, 又  , 现定义一个新

的状态  ,  其中  

,  . 那么有:

x̄i(k + 1) = x(k + 1)−Xiv(k + 1) =

Ax(k) +B(u(k) + ∆(k)) + (D −XiE)v(k) =

Aj x̄i(k) +B(Kj x̄i(k) + w(k))−

(A(Xi)−D)v(k) (32)

Aj = A−BKj w(k) = u(k) + ∆(k)式中,  ,  .

k + 1 k写出  时刻的值函数减去  时刻的值函数,

将式 (32)代入, 可得:

x̄T
i (k + 1)P j+1x̄i(k + 1)− x̄T

i (k)P
j+1x̄i(k) =

x̄T
i (k)A

jTP j+1Aj x̄i(k)+

2x̄T
i (k)A

jTP j+1B(Kj x̄i(k) + w(k))+

(Kj x̄i(k) + w(k))TBTP j+1B(Kj x̄i(k) + w(k))+

2x̄T
i (k)A

jTP j+1(A(Xi)−D)v(k)+

2(Kj x̄i(k) + w(k))TBTP j+1((A(Xi)−D)v(k))+

vT(k)(A(Xi)−D)TP j+1(A(Xi)−D)v(k)−

x̄T
i (k)P

j+1x̄i(k) (33)

Aj = A−BKj Aj用  代替 , 将式 (23)代入上式

整理得到:

x̄T
i (k + 1)P j+1x̄i(k + 1)− x̄T

i (k)P
j+1x̄i(k) =

x̄T
i (k)(−Q̄−KjTR̄Kj)x̄i(k)−

2wT(k)BTP j+1((A(Xi)−D)v(k))+

(−Kj x̄i(k) + w(k))TBTP j+1B(Kj x̄i(k) + w(k))+

2x̄T
i (k)A

jTP j+1B(Kj x̄i(k) + w(k))−

2x̄T
i (k)A

jTP j+1(A(Xi)−D)v(k)+

vT(k)(A(Xi)−D)TP j+1(A(Xi)−D)v(k) (34)

aTWb = (aT ⊗ bT)vec(W )

为将上式的数据与矩阵参数进行分离, 将式

(34)各项用克罗内克积和矩阵的拉直运算进行表

示, 即根据 , 可得上式对应

的各式可以等价的表示如下:

x̄T
i (k)P

j+1x̄i(k) = (x̄T
i (k)⊗ x̄T

i (k))vec(P
j+1)

x̄T
i (k)(−Q̄−KjTR̄Kj)x̄i(k) =

(x̄T
i (k)⊗ x̄T

i (k))vec(−Q̄−KjTR̄Kj)

wT(k)BTP j+1((A(Xi)−D)v(k)) =

(vT(k)⊗ wT(k))vec(BTP j+1(A(Xi)−D))

(−Kj x̄i(k) + w(k))TBTP j+1B(Kj x̄i(k) + w(k)) =

((−Kj x̄i(k) + w(k))T ⊗ (−Kj x̄i(k) + w(k))T)

vec(BTP j+1B)

x̄T
i (k)A

jTP j+1B(Kj x̄i(k) + w(k)) =

((Kj x̄i(k) + w(k))T ⊗ x̄T
i (k))vec(A

jTP j+1B)

x̄T
i (k)A

jTP j+1(A(Xi)−D)v(k) =

(vT(k)⊗ x̄T
i (k))vec(A

jTP j+1(A(Xi)−D))

vT(k)(A(Xi)−D)TP j+1(A(Xi)−D)v(k) =

(vT(k)⊗ vT(k))

vec((A(Xi)−D)TP j+1(A(Xi)−D)) (35)
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因此, 式 (34)可以用式 (35)的形式表示为:

((x̄T
i (k + 1)⊗ x̄T

i (k + 1)− (x̄T
i (k)⊗ x̄T

i (k)))

vec(P j+1)− 2((Kj x̄i(k) + w(k))T ⊗ x̄T
i (k))

vec(AjTP j+1B)− ((Kj x̄i(k) + w(k))T⊗

(−Kj x̄i(k) + w(k))T)vec(BTP j+1B)−

(vT(k)⊗ vT(k))

vec((A(Xi)−D)TP j+1(A(Xi)−D))+

2(vT(k)⊗ x̄T
i (k))vec(A

jTP j+1(A(Xi)−D))+

2(vT(k)⊗ wT(k))vec(BTP j+1(A(Xi)−D)) =

(x̄T
i (k)⊗ x̄T

i (k))vec(−Q̄−KjTR̄Kj) (36)

t φj
i (k)

t

Ψj
i (k)

为了对参数矩阵进行学习, 将式 (36) 写成式

(41)的形式, 则需定义待求的参数矩阵如式 (37)和
数据组 (38)和 (39)如下, 式 (38)收集的是式 (36)
中等式右边的  组数据组成数据向量 , 式 (39)

收集的是式 (36)中等式左边的  组数据组成数据矩

阵 .

Lj+1
1 = AjTP j+1B

Lj+1
2 = BTP j+1B

Lj+1
3i = (A(Xi)−D)TP j+1(A(Xi)−D)

Lj+1
4i = AjTP j+1(A(Xi)−D)

Lj+1
5i = BTP j+1(A(Xi)−D) (37)

φj
i (k) =

(x̄T
i (k)⊗ x̄T

i (k))vec(−Q̄−KjTR̄Kj)

(x̄T
i (k + 1)⊗ x̄T

i (k + 1))vec(−Q̄−KjTR̄Kj)
...

(x̄T
i (k + t)⊗ x̄T

i (k + t))vec(−Q̄−KjTR̄Kj)


(38)

Ψj
i (k) =


Φ11 Φ12 . . . Φ16

Φ21 Φ22 . . . Φ26

...
...

. . .
...

Φt1 Φt2 . . . Φt6

 (39)

其中

Φl1 = (x̄T
i (k + l + 1)⊗ x̄T

i (k + l + 1))−

(x̄T
i (k + l)⊗ x̄T

i (k + l))

Φl2 = −2((Kj x̄i(k + l) + w(k + l))T ⊗ x̄T
i (k + l))

Φl3 = −((Kj x̄i(k + l) + w(k + l))T⊗

(−Kj x̄i(k + l) + w(k + l))T)

Φl4 = −(vT(k + l)⊗ vT(k + l))

{
Φl5 = 2(vT(k + l)⊗ x̄T

i (k + l))

Φl6 = 2(vT(k + l)⊗ wT(k + l))
(40)

t ≥ t0 t0 = ((n× (n+ 1)/2)) + ((m×
(m+ 1 )/2 )) + (( q × ( q + 1 )/2)) + n×m+ n× q
m× q − 1.

并且应满足  ,    

 +

那么式 (33)可以由式 (36) ~ (39)表示为:

Ψj
i (k)[vec(P

j+1)T, vec(Lj+1
1 )T, vec(Lj+1

2 )T,

vec(Lj+1
3i )T, vec(Lj+1

4i )T, vec(Lj+1
5i )T]T = φj

i (k)
(41)

式 (41)可以用最小二乘法进行求解:

[vec(P j+1)T, vec(Lj+1
1 )T, vec(Lj+1

2 )T,

vec(Lj+1
3i )T, vec(Lj+1

4i )T, vec(Lj+1
5i )T]T =

(Ψj
i

T
(k)Ψj

i (k))
−1Ψj

i (k)φ
j
i (k) (42)

由此迭代的反馈增益矩阵可以表示为:

Kj+1 = (R+ Lj+1
2 )−1(Lj+1

1 )T (43)

K∗
通过多次的迭代学习, 可得到近似的最优反馈

增益矩阵 .
t0

t0 Ψj
i (k)

注 9. 式 (41)中有  个未知数, 因此至少需要

 组数据对方程进行求解, 且如果  列满秩时,

式 (41)的解是唯一的. 

2.2    数据驱动求解静态优化问题

前面已经介绍了当模型参数已知时, 受约束的

静态规划问题应如何求解, 并将原静态规划问题 1
的形式重新改写. 在此基础上, 下面提出数据驱动

的拉格朗日乘子法来求解式 (20)这个受约束的静

态规划问题. 该方法无需知道系统的模型参数, 仅
使用测量的数据.

min J =

([
vec(X)

vec(U)

]T [
Iq ⊗Q 0

0 Iq ⊗R

]
[
vec(X)

vec(U)

])
+ λTvec(Π

[
vec(X)

vec(U)

]
−Ψ)

(44)

Lj+1
4i AjTP j+1(A(Xi)−D)

为避免需要知道系统准确的模型参数, 根据动

态规划问题的解来求得静态规划问题的解. 通过解

动态规划问题可以求得  即 ,

定义如下:

S(Xi) = A(Xi)−D (45)

S̄(Xi) = ATP j+1S(Xi) (46)

Ā(Xi) = ATP j+1A(Xi) (47)

其中
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S̄(Xi) = ATP j+1S(Xi) = Lj+1
4i

S̄(X0) = ATP j+1D = Lj+1
40

那么则有:

Ā(Xi) = ATP j+1(S(Xi)− S(X0)) =

Lj+1
4i − Lj+1

40 (48)

BU +D

Lj+1
4i , Lj+1

40

ATP j+1(BU +D)

由于无法直接求得  ,  而通过解动态

规划问题可得到  , 因此定义式 (48) 即

, 那么式 (17)则变形如下:

Ā(X) = Ā(X1) +

h+1∑
i=2

αiĀ(Xi) = ATP j+1(BU +D)

(49)

因此, 式 (19)应重写如下:

Π̄

[vec(X)

vec(U)

]
= Ψ̄ (50)

Π̄ = −Λ̄11Λ̄
−1
21 Λ̄22 + Λ̄21 Ψ̄ = −Λ̄11Λ̄

−1
21 ς̄2 + ς̄1.式中,  ,  

并且

Λ̄ =

[
vec(Ā(X2)) . . . vec(Ā(Xh+1))

vec(X2) . . . vec(Xh+1)

0 −Iq ⊗ (ATP j+1B)
−In×q 0

]
=[

vec(Lj+1
42 − Lj+1

40 ) . . . vec(Lj+1
4(m+1) − Lj+1

40 )

vec(X2) . . . vec(Xm+1)

0 −Iq ⊗ Lj+1
1

−In×q 0

]
=[

Λ̄11 Λ̄12

Λ̄21 Λ̄22

]

ς̄ =

[
vec(−Ā(X1)− S̄(X0))

vec(X1)

]
=

[
vec(−Lj+1

41 )

vec(X1)

]
=

[
ς̄1
ς̄2

]
那么受约束的静态规划问题 (20) 可重写为:

min J =

([
vec(X)

vec(U)

]T [
Iq ⊗Q 0

0 Iq ⊗R

]
[
vec(X)

vec(U)

])
+ λT((Iq ⊗ Π̄)

[
vec(X)

vec(U)

]
−

vec(Ψ̄)) (51)

J

[
vec(X)

vec(U)

]
对  求  的偏导数, 即可求得静态规划

(X∗, U∗)问题的解 .

∂J

∂

[
vec(X)

vec(U)

] = 2

[
Iq ⊗Q 0

0 Iq ⊗R

] [
vec(X)

vec(U)

]
+

λT(Iq ⊗ Π̄) = 0

∂J

∂λT = (Iq ⊗ Π̄)

[
vec(X)

vec(U)

]
− vec(Ψ̄) = 0 (52)

算法 2. 数据驱动离线策略更新算法

K0 Q̄ > (γx − 1)In R̄ = Im 0 < γx <

λmax(P 0) X0,

X1, · · · , Xh+1 u(k) = −K0x(k) + ξ(k)

ξ(k) i = 0, j = 0

1)迭代求解最优反馈增益: 选一个初始的稳定的反馈

增益 . 选择矩阵满足 ,  ,  

, 并使得小增益定理条件成立. 并且计算矩阵 

. 用    作为控制输入 [18],

其中  为探测噪声. 令 .

2)策略评估: 解式 (42)可得:

P j+1, Lj+1
1 , Lj+1

2 , Lj+1
3i , Lj+1

4i , Lj+1
5i 

3)策略改进:

Kj+1 = (R+ Lj+1
2 )−1(Lj+1

1 )T 

j = j + 1 ∥Kj+1 −Kj+∥2 ≤ ε ε4)令  直到 ,   是一个数值

很小的正数.

找输出调节器方程的最优解:

j = j∗, i← i+ 1 Lj+1
4i i = h+ 1

(X∗, U∗)

5) 令 , 解  直到 . 然后通

过解式 (52)找到解 .

u∗(k) = −K∗(x(k)−X∗v(k)) + U∗v(k)6)令 .

注 10. 在算法 2的控制输入中加入探测噪声不

影响参数的学习效果.

K0 Ψj
i (k) limj→∞ P j = P ∗,

limj→∞ Kj = K∗

定理 3. 给一个初始的可镇定系统的反馈增益

, 若  是列满秩的, 那么有 

.

Kj P j = P jT

Kj+1

P j+1, Lj+1
1 , Lj+1

2 Ψj
i (k)

P j、Lj
1、Lj

2 Kj

limj→∞ P j =

P ∗, limj→∞ Kj = K∗ P j、Kj

证明. 给一个稳定的  , 如果     是式

(23)的解,   是由式 (24)决定的. 通过式 (33),
可知矩阵   满足式 (42). 当  

列满秩条件成立时, 矩阵  、  是唯一

的, 并且又因为算法 1具有收敛性, 即  

. 那么算法 2 中的   具

有收敛性.  □ 

3    仿真实验

本节首先建立一个仿真实验, 来说明本文方法

的有效性; 然后进行对比实验, 用本文方法与对比

方法进行仿真实验, 用评价指标结果说明本文方法

的优越性. 

3.1    仿真实验参数选择

考虑下面这个离散时间的部分线性系统:
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x(k + 1) =
[−1 2
2.2 1.7

]
x(k) +

[−2
1.6

]
×

(u(k) + v2(k)ζ(k)) +
[
1 0
0 1

]
v(k)

ζ(k + 1) = 0.1e(k)ζ(k)

v(k + 1) =

[
cos(0.1) sin(0.1)
− sin(0.1) cos(0.1)

]
v(k)

e(k) = [1 0]x(k) + [0 1] v(k)

ζ(v(k)) = 0

γ∆̄
e (s) = 0.4s2 γe

∆̄
(s) <

√
2.5s1/2

K0 = [−0.3 1.1] L0 = [0 0]

i = 0, 1, 2, 3

Xi

此例中,    满足假设 2. 当增益函数

, 若  , 那么关联的误

差系统就可以认为在原点全局渐近稳定. 选择初始

策略为  和 . 在仿真中选

择探测噪声为随机噪声, 并且对于   , 选
择矩阵  为:

X0 =
[
0 0
0 0

]
, X1 =

[
0 −1
0 0

]
X2 =

[
0 0
0 1

]
, X3 =

[
0 0
0 1

]
Q = 5I2

R = 1 Q̄ = 3I2

R̄ = 1 X = [0 − 1;

−1.1389 − 2.997] U = [0.6888 1.9995]

P ∗ P ∗ = [35.8976 0.7433; 0.7433

4.0401] K∗ = [−0.3475 0.9987]

L∗ L∗=U∗+K∗X∗=[−0.4486 − 0.6462]

对于静态规划问题 1选择权重矩阵  和

, 对于动态规划问题 2选择加权矩阵 

和 . 通过计算得调节器方程解为 

,    ,  通过解黎

卡提方程得最优的 ,  
 和最优策略 , 那么就可

计算最优 ,  . 

3.2    仿真结果

P j+1=[35.8976 0.7433; 0.7433 4.0401]

Kj+1= [−0.3475 0.9987]

X = [4.281× 10−17 − 1;−1.139 − 2.997]

U = [0.6888 1.9995] L = [−0.4486

−0.6461]

在仿真实验中, 算法 2经过迭代学习 4次收敛,
得到   和增益

  . 学到最优增益后找调节器方

程最优解为 

和 . 从而得到  
.

y(k) r(k)

P K

P K

10−9

仿真结果见图 1 ~ 5. 图 1给出了算法 2的系

统输出、参考输入和跟踪误差, 图 2给出了控制输

入. 由图 1可知, 鲁棒最优输出调节控制器在由如

图 3系统干扰和存在非线性不确定的情况下, 仍可

使得  跟踪参考输入 . 图 4给出了在学习阶

段  和  收敛到最优值的收敛情况, 由图 4可知,
通过 4次的迭代学习就可以求出最优的  和 . 图 5
给出了误差系统的状态, 图 5说明了误差系统在原

点处是全局渐近稳定的, 同时也表明闭环系统的稳

定性. 在仿真结果中, 跟踪误差从 100步之后明显

减小; 从第 120 步起, 跟踪误差的最大数量级为

, 控制输入中存在的动态非线性不确定性的大

10−9小从第 10步起的最大数量级为 , 说明跟踪效

果好, 且对于动态的非线性不确定性有良好的鲁棒

性. 仿真结果表明, 本文算法在模型参数未知、存在

干扰和输入中存在非线性不确定情况下, 只利用系

统数据, 就可以实现具有鲁棒性的最优输出调节

控制.
 

3.3    对比实验

对比实验 1采用本文提出的鲁棒最优输出调节
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轨
迹
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y(k)
r(k)
e(k)

 

图 1    系统输出与参考轨迹及跟踪误差

Fig. 1    Trajectories of system output and reference and
tracking error
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−20

−10
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控
制
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时间步骤
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图 2    控制输入轨迹

Fig. 2    The control input trajectory
 

 

系
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干
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时间步骤
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图 3    系统干扰

Fig. 3    The disturbance of system
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的方法来跟踪参考信号, 且满足本文的假设条件.
对比实验 2是文献 [12]的方法, 在模型参数未知时

采用 Q-学习的方法解决线性最优二次跟踪问题

来跟踪参考信号. 2个对比实验的未知模型参数和

参考信号相同, 不同的是对比实验 1还在控制输入

中加入了非线性不确定性. 对比实验仿真结果见

图 6 ~ 7.
对比实验 1模型为:

x(k + 1) =
[−1 2
2.2 1.7

]
x(k) +

[−2
1.6

]
×

(u(k) + v(k)ζ(k))

ζ(k + 1) = 0.01e(k)ζ(k)

v(k + 1) = −v(k)

y(k) = [1 2]x(k)

对比实验 2模型为:

x(k + 1) =
[−1 2
2.2 1.7

]
x(k) +

[−2
1.6

]
u(k)

y(k) = [1 2]x(k)

本文用绝对误差积分 (Integral absolute error,

IAE) 和均方根误差 (Root mean square error,

RMSE)两个指标[18, 26−29] 来评价本仿真实验的控制

效果, 结果见表 1.

IAEy =

k∗∑
k=1

|w(k)− y(k)|

RMSEy =

√√√√ 1

k∗

k∗∑
k=1

|w(k)− y(k)|2

  
表 1    对比实验评价指标

Table 1    Performance index of comparison experiment

220 < k < 280 IAE RMSE

本文方法 1.8330×10−6 3.6653×10−8

对比方法 8.2293 0.1349

 

由图 6 ~ 7可知, 对比实验 1和 2都能较好地

跟踪设定值. 对比实验 1相较于对比实验 2还增加

了非线性不确定性, 又从表 1可知, 对比实验 1的

跟踪性能指标较对比实验 2更好, 这也说明了本文

提出算法的优越性.
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P K图 4    学习阶段  和  的收敛情况

P, KFig. 4    The convergence of    during learning phase
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图 5    误差系统状态轨迹

Fig. 5    The error system state trajectory
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图 6    对比实验 1仿真结果图

Fig. 6    The result of comparison experiment 1
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图 7    对比实验 2仿真结果图

Fig. 7    The result of comparison experiment 2
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4    结束语

本文提出一个基于强化学习的数据驱动算法,
用于解具有未知模型参数的离散时间部分线性系统

的最优输出调节问题. 首先将原系统的输出调节问

题的可解性转化为误差系统的全局渐近稳定问题,
给出了原问题的可解性说明; 然后在未知系统模型

参数的条件下, 利用在线数据利用基于强化学习的

数据驱动的离线策略算法求解最优反馈控制律, 并
给出该算法的收敛性说明. 该控制律可以完成系统

的干扰抑制和渐近跟踪且对于系统中存在的非线性

不确定性存在鲁棒性. 仿真结果验证了本文方法的

有效性, 通过对比实验和性能指标的比较, 说明了

本文所提方法的优越性. 与跟踪问题相比, 本文方

法不仅可以实现跟踪, 当系统本身存在干扰时, 同
时可以抑制干扰达到闭环系统的稳定性. 本文方法

与完全线性系统的输出调节问题相比, 对输入中存

在的动态非线性不确定性存在鲁棒性. 本文将数据

驱动的强化学习方法和小增益原理进行结合, 该方

法可实现鲁棒强化学习, 从而也为更多控制问题的

解决提供了思路.
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