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摘    要   为解决实际工程应用中具有超大规模的平面点集的凸包计算问题, 提出了一种基于点集所在区域正交化分割的

新算法. 利用点集几何结构的部分极点对平面点集进行正交化分割, 以获取不相干的点集子集簇, 再对所有点集子集分别计

算其凸包极点, 最后合并极点得到凸包点集. 在不同层级的正交化分割过程中, 根据已知极点的信息, 逐层舍去对于凸包极

点生成没有贡献的无效点, 进而提高算法运行效率. 在与目前常用凸包算法的对比实验中, 该算法处理超大规模的平面点集

时稳定性高且速度更快.

关键词   平面点集, 凸包, 正交化分割, 并行算法

引用格式   李可, 高清维, 卢一相, 孙冬, 竺德. 基于区域正交化分割的平面点集凸包算法. 自动化学报, 2022, 48(12):
2972−2980
DOI   10.16383/j.aas.c190590
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Abstract   In order to solve the convex hull calculation problem of ultra-large scale planar point set in practical en-
gineering applications, a new algorithm based on orthogonal segmentation of the region where the point set is loc-
ated is designed. The partial point of the point set geometry is used to orthogonalize the plane point set to obtain
the incoherent point set subset cluster, and then the convex hull poles are calculated for all the point set subsets,
and finally the convex hull point set is obtained by combining the poles. In the process of orthogonalization and seg-
mentation in different levels, according to the information of the existing convex hull poles, many of invalid points
are discarded layer by layer, which improves the efficiency of the algorithm. In the comparison experiment with the
commonly used convex hull algorithm, the proposed algorithm has high stability and speed when dealing with su-
per large-scale planar point sets.
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一组点的凸包是指包含这些点的最小凸多边形[1],

凸包问题是计算几何和图形学中最基础的问题之

一. 平面凸包可以用来处理聚类分析[2−5], 围栏问题

和城市规划问题等等. 在 GIS应用[6] 中, 凸包可以

快速获得区域地理的基本轮廓和最有效边界信息,

方便定位与数字化建模. 在模式识别学科的研究中,

凸包的应用对于优化数据结构和降低数据计算规模

提供了新思路. 凸包算法[7−10] 在人工智能、人脸识

别[11−12] 等前沿领域均有不同程度的应用.
常用的二维平面点集凸包算法有 Graham算

法[13]、Jarvis步进算法[14] 和穷举算法等, 这些经典

算法在处理少量数据时表现出色, 但是当平面点集

数据量超过 106 数量级时效率较差, 所以不能推广

到具有大规模数据集的工程中使用. 为解决实际工

程应用中具有超大规模的平面点集的凸包计算问

题, 出现了许多快速凸包算法的研究. 文献 [15]中
提出了一种提高排序效率的排序算法, 使得在理论

上凸包算法的时间复杂度可以降低为排序算法的时

间复杂度. 文献 [1]提出将二维快速凸包算法与广

义超越算法相结合, 当输入包含非极值点时, 算法

运行更快, 并且占用内存更少, 但是当使用浮点算

法时, 可能会导致严重的错误. 文献 [16−17]提出了

 
 

收稿日期 2019-08-17    录用日期 2020-03-11
Manuscript received August 17, 2019; accepted March 11, 2020
国家自然科学基金 (61402004, 61370110), 安徽省自然科学基金

(2008085MF183, 2008085MF192)资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(61402004, 61370110) and Natural Science Foundation of Anhui
Province (2008085MF183, 2008085MF192)
本文责任编委 张化光
Recommended by Associate Editor ZHANG Hua-Guang
1. 安徽大学电气工程与自动化学院 合肥 230601    2. 安徽大学

计算智能与信号处理教育部重点实验室 合肥 230601
1. School of Electrical Engineering and Automation, Anhui

University, Hefei 230601    2. Key Laboratory of Computational
Intelligence and Signal Processing of Ministry of Education, An-
hui University, Hefei 230601

第 48 卷   第 12 期 自   动   化   学   报 Vol. 48, No. 12

2022 年 12 月 ACTA AUTOMATICA SINICA December, 2022



基于 GPU加速的方式来提高凸包问题求解的效率.
文献 [10]提出了一种计算平面自由曲面精确凸包

的高效实时算法, 该算法建立在圆弧构造的近似凸

包上, 通过对圆弧进行简单的几何检验, 来确定近

似的凸壳线段. 文献 [18]描述了平面点集凸包的四

种空间效率算法, 这些算法的输出与输入位于同一

位置, 并且只使用少量的额外内存. 文献 [19]提出

了使用主成分分析法对点集预处理来改善凸包算法

效率的递归算法, 但计算过程中进行多次坐标变换,
使得该算法较为复杂. 文献 [20]利用二维平面空间

象限的几何和对称特性提出对称凸包算法, 对点集

数较大的计算效果有明显的改善.
通过对平面点集所在区域进行正交化分割, 可

以得到一种基于点集所在区域正交化分割的新算

法, 该算法使得分割得到的点集子集的凸包极点生

成过程可以在时间上同步进行. 对于大规模的点集

数据, 分割的层次越深, 并行化的程度就越高, 运算

的时间花销就会越低. 段落内容安排如下: 第 1节
详细介绍了该算法的原理, 包括点集区域正交化分

割的规则和具体过程, 以及单个子集中凸包极点的

生成步骤. 第 2节在特殊情况和平均情况下分析了

凸包极点生成算法的时间复杂度. 第 3节给出一些

实验数据, 比较了该算法与其他一些凸包算法的运

行效率, 还测试了大规模平面点集数据计算凸包的

时间花销. 第 4节对全文进行了总结, 并提出进一

步的研究方向. 

1    算法原理

本文算法主要包括点集数据的正交化分割和凸

包极点的生成 2个部分. 1)对平面点集进行正交化

分割, 以获取不相干的点集子集簇. 实验中, 在点集

数据的数量为 500万时, 将正交化分割的层级设置

为 5. 2)对预处理后的点集子集序列进行操作. 首
先使用初始凸包极点在序列中设置区间, 根据一定

的判断准则, 检索序列子区间中的凸包极点, 并且

在检索过程中抛弃掉对于凸包极点生成没有贡献的

冗余点, 而检索得到的凸包极点又重新应用于区间

设置, 直到所有的凸包极点都被检索到. 

1.1    点集数据正交化分割

对于一个有限的二维点集, 由平面几何知识可

知, 点集中的部分点可以构成一个凸包 (凸多边形)
将其余所有点包含在内. 一般情况下, 确定一个点

是否为凸包极点, 需要保证该点相对于点集中其余

所有点, 该点作为凸包极点是成立的. 然而这样确

定凸包极点的过程是极其冗余的, 为此提出了对点

集数据正交化分割的概念: 将二维点集沿竖直方向

分割成一系列互不相关的子集, 每个子集中包含部

分凸包极点, 在验证子集中的某个点是否为凸包极

点时, 仅需保证该点相对于该子集中的所有点其作

为凸包极点成立. 点集正交化分割后, 一个大的凸

包求解问题就变成了一簇互不影响的小问题求解.
对点集数据的正交化分割, 可以保证在生成凸

包极点的过程中点集数据不被重复使用, 避免计算

冗余. 不同层级的分割过程中, 根据已知的凸包极

点, 抛弃对于凸包极点生成没有贡献的无效点, 可
以减少数据冗余给算法带来的无效操作.

P = {pi (xi, yi) , i = 1, 2, 3, · · · , n}
P x

pj pk y

pm pn

平面点集  ,
对  进行遍历比较操作获取 4个极值点:   方向上

的极小值点  和极大值点 ,   方向上的极小值点

 和极大值点 , 易知这 4个极值点均为凸包极

点. 这 4个极值点将点集所在平面区域分割成 5个
部分, 如图 1所示, 点集的 4个极值点分别位于矩

形的 4条边上, 边角上 4个直角三角形区域内的点

集数据相互独立, 而中间四边形区域内的点集数据

是对于凸包极点生成没有贡献的无效点, 可以在算

法执行中将其舍弃.

  

P1

P2

P3

P4

pn

pk

pm

pj

y = k1x + b1

y = k2x + b2

y = k4x + b4

y = k3x + b3

 

图 1   极值点结构图

Fig. 1    Structure diagram of extreme points
 

P

P

pi (xi, yi)

判断点集  中的点是否在由 4 个极值点构成

的四边形中, 将位于四边形中的无效点从点集  中

舍去, 具体判断方式是计算点  是否满足如

下的不等式组:
k1 × xi + b1 − yi ≥ 0
k2 × xi + b2 − yi ≥ 0
yi − k3 × xi − b3 ≥ 0
yi − k4 × xi − b4 ≥ 0

(1)

k1 b1 pj pn

k2 b2 pn pk

k3 b3 pk pm k4

式中,   和  是点  和点  所在直线的斜率和截

距,   和  是点  和点  所在直线的斜率和截距,
 和  是点  和点  所在直线的斜率和截距,  
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b4 pm pj

P1 P2 P3 P4

和  是点  和点  所在直线的斜率和截距. 舍去

满足不等式组的无效点后, 剩余的点通过简单的区

间极值判断, 构成新的点集子集  、  、  和 ,
分别对应图 1矩形中的左上角、右上角、右下角和

左下角所在直角三角形中的离散点数据.
P1

P1 pj pn

ljn

P1

ljn pjnl

pjnl x xjnl

P1 P11 P12 P11

x

xjnl P12

x xjnl

pj pn pjnl

以  为例, 对其进行第 2层级的正交化分割,
如图 2所示,   中的 2个极值点  和  所在直线

 将矩形区域分成 2个部分, 下半部分空白区域内

的点已经在第 1次正交化分割的操作中舍去, 而上

半部分的点可以继续分割. 计算  中的点到直线

 的距离, 获取距离直线最远的点 , 该点也是

凸包极点, 以  的  方向上的值  为分界点, 将
 中的点分割成  和  两个子集,   中的点分

布在图 2左侧下面的一个直角三角形区域中, 其 

值小于 ,   中的点分布在图 2右侧上面的一

个直角三角形区域中, 其  值大于 . 由图 2还可

以看出, 分割过程中点  、  和  围成的钝角三

角形区域内的无效点也要被舍去, 这个过程与上文

中判断点是否在四边形中基本相同, 只需修改部分

不等式即可实现.

  

pj

pn

p jnl

x jnl

P
12

P
11

P
1

l jn

 

图 2   点集子集第二层级正交化分割图

Fig. 2    Diagram of the second level orthogonalization of
the subset of point sets

 

P11 P12

P11 pj pjnl P12

pjnl pn P1

得到  和  这个层级的全部点集子集后, 再
对这些点集子集进行下一个层级的正交化分割 .

 中对应的两极值点为  和 ,   中对应的两

极值点为  和 , 其分割的步骤与对和  同一层

级上的点集的操作过程完全相同.
P {

P sub
i , i=1, 2, 3, · · · , m

}
x

{Si, i = 1, 2,

3, · · · , m}. x

P1 P3 P sub
i y

点集  正交化分割操作全部完成后, 得到最小

的点集子集簇  . 对点集子

集进行凸包极点求解前, 需要对其中的点进行  方

向上的排序 ,  排序后得到子集序列  

 对于序列中  值相同的多个点, 由点集

 或  得到的子集  按  值从小到大排序, 由

P2 P4 P sub
i y 或  得到的子集  按  值从大到小排序, 使

得每个子集中的首尾两点均为凸包极点. 在大量排

序算法的研究中, 许多非基于比较的排序方式已经

实现了具有线性时间复杂度的排序算法, 如计数排

序, 桶排序等, 实验中采用桶排序对点集进行排序.
P

P P1、P2、

P3、P4,

P1、P2、P3、P4

P1

P2 P1

P11 P12

P

点集  所在平面区域正交化分割的流程如图 3
所示. 图 3中仅给出前两个层级正交化分割的过程,
之后层级间的发展与第 2层的分割形式完全相同.
由图 3可以看出, 子集的分割操作 B仅依赖于子集

内部的参数, 即子集中直接继承得到的 2个极值点

和距离这两极值点所在直线最远的点, 与其他子集

互不相关, 所以点集正交化分割的过程是并行分割

过程. 在使用多核 CPU并行处理的实现中, 首先在

主进程中对点集   进行 A 操作 , 分割出  

 然后在主进程下开辟出 4 个线程 ,  将
 同时放入到这 4个线程中. 在每一

个线程中, 对对应的子集执行 B操作, 每个子集被

分割成 2个次子集, 当任意一个线程结束时, 在该

线程下再开辟出两个线程并将两个次子集加入进

去. 之后执行相同的操作, 直到某条进程中新开辟

线程的次数达到预设值, 预设值即为正交化分割的

层数. 在得到最次的子集后, 对其执行 C操作获取

最小凸包极点, C操作即为第 2节中凸包极点的生

成操作. 在图 3中, 如果  对应的线程中操作已经

完成, 而  对应的线程中操作还在进行中,   对应

线程下会立即开辟新的线程进行对  和  的操

作, 所以对于一个点集 , 正交化分割过程花费的

时间取决于并行化流程所有进程中花费时间最多的

一条进程.

  
P A

P1 B P2 B P3 B P4 B

P11 P12 P21 P22 P31 P32 P41 P42 

图 3   算法并行化流程图

Fig. 3    Parallel flow chart of the algorithm 

1.2    凸包极点的生成

算法 1. 单个子集序列的凸包极点生成算法

Si.预处理. 通过区域正交化分割获取子集序列 

Si.初始化. 初始化序列 

1)遍历起点设置为序列首点, 遍历终点设置为序列尾

点, 当前遍历点设置为遍历起点, 最大距离点设置为遍历终点;

2)最大距离值设置为 0;

3)设置一个容器, 存储每次计算新得到的遍历终点, 容

器最底部存入 1)中的遍历终点;

遍历终点计算. 利用循环迭代的方式依次计算点集中的
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凸包极点;

4)获取遍历起点与遍历终点, 计算两点所在直线信息,

当前遍历点设置为遍历起点, 并将最大距离更新为 0;

5)计算当前遍历点到直线的距离. 若为负, 将其从序列

中抛弃; 若为正, 比较其与最大距离的值; 若其大于最大距

离, 则将该值作为最大距离的值, 并更新该位置作为最大距

离点;

6)当前遍历点沿序列向下一点移动, 若当前遍历点等

于遍历终点, 则进入步骤 7); 若不等于遍历终点, 则返回步

骤 5);

7)若最大距离值大于 0, 则将步骤 5)最后记录的最大

距离点位置作为遍历终点并进入步骤 4); 若小于或等于 0,

则将此时的遍历终点作为遍历起点, 并将容器最外面的一个

遍历终点抛弃掉. 若此时容器不为空, 则将其最外面的点作

为遍历终点并进入步骤 4); 若为空, 则结束.

8)输出序列中剩余的点, 即为凸包极点.

y ∆y

y = kx+ b (x0, y0)

∆y
(
1 + k2

)−0.5

∆L P1、P2、P3、P4

Si

P1 P2

∆y = y0−
(kx0 + b), P3 P4

∆y = (kx0 + b)− y0

算法 1中点到直线距离的计算, 由于计算欧氏

距离需要涉及到开方等复杂运算, 所以该算法使用

点沿   轴方向到直线的距离  .  设目标直线为

, 点  到直线在垂直方向的距离为

, 这个距离乘以常值  可以得到实际

的欧氏距离 . 由点集子集  分别

得到的最小子集序列  在计算距离时有略微的不

同, 其与凸包极点和直线的相对位置有关, 由图 1
可以看出, 子集  和  分割得到的最小子集序列

中凸包极点存在于直线的上方 ,  所以  

 而子集  和  得到的最小子集序列中凸

包极点存在于直线的下方, 所以 .
最小点集子集序列的获得是点集所在区域正交

化分割得到的结果, 其凸包极点的生成相互独立,
且在实现上步骤相同, 仅有参数的差异, 因而使用

并行算法对其处理, 可以极大地降低时间花销, 提
高运行效率. 各个子集序列内的凸包极点均得到后,
加以简单合并操作就可以得到完整的凸包点集, 而
且这个点集是有序的. 

2    时间复杂度分析

κ

n O(κ · n)

对于任意一个点集子集, 由于不同的点集在平

面上的分布均不相同, 凸包极点在点集中的分布也

是随机的, 所以由算法本身很难计算出具有一般意

义的时间复杂度公式, 但是当假定极点分布为一些

极端情况时可以得到时间复杂度的上下界. 如图 4
点集遍历示意图, 每一条线段表示一个遍历区间,
半圆曲线表示遍历区间上的遍历过程, 线段上的点

表示凸包极点. 点集序列被完整遍历的次数  与点

集序列中点的个数  的乘积  即为本算法的

κ

h

κ = h− 1

κ = 2

O(2n) ≤ O(κ · n) ≤ O((h− 1) · n)

时间复杂度, 下面计算  的取值范围: 假设凸包极

点的个数为 , 当凸包极点集中在遍历终点且遍历

过程见图 4 的左图, 点集序列被完整遍历的次数

 最大; 当凸包极点集中在遍历起点且遍历

过程见图 4 的右图, 点集序列被完整遍历的次数

 最小 ,  所以该算法的时间复杂度上下限为

.

  

 

图 4   点集遍历示意图

Fig. 4    Diagram of point sets traversal
 

2λ + 1

λ

h = 5

实际上只有很特殊的平面点集的凸包才会出现

最好或最坏的情况, 因此还需要研究具有近似平均

情况的时间复杂度. 如图 5左图, 假设离散点在其

分布区域内是均匀分布的, 且凸包极点在离散点中

是均匀对称存在的 ,  则此时凸包极点的个数为

, 即任意两个凸包极点之间都会有或者都没

有一个新的凸包极点,   是任意非负整数. 图 5右
图是极点个数  时的遍历过程, 图上的数字对

应遍历过程的顺序, 设其序列长度为 4时, 按照遍

历顺序, 其需要遍历的区间长度依次为 4  211  211,
这种遍历过程是最为对称的形式, 所以可以得到平

均情况下的最好时间复杂度. 对于一个有序的点集

序列, 通过归纳法可以得到时间复杂度的具体表达式:

  
0

00 0

000 00 001 0 010 01

01

011

1

2 5

3 4 6 7

 

图 5   理想凸包极点分布图 (h = 2, 3, 5, 9)和
h = 5的遍历过程

Fig. 5    Ideal convex hull pole map (h = 2, 3, 5, 9) and
a traversal process with h = 5

 

1)当点集中有 2个凸包极点, 设其序列长度为

1, 则需遍历的区间总长度为 1;
2)当点集中有 3个凸包极点, 设其序列长度为

2, 则需遍历的区间总长度为 211;
3)当点集中有 5个凸包极点, 设其序列长度为

4, 则需遍历的区间总长度为 4 211 211;
4)当点集中有 9个凸包极点, 设其序列长度为

8, 则需遍历的区间总长度为 842 112 114 211 211;
2λ + 1

2λ f
(
2λ + 1

)
= 2λ+

5)当点集中有  个凸包极点, 设其序列长

度为 , 则需遍历的区间长度和为 
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2 · f
(
2λ−1 + 1

)
.

2λ + 1 = h h

O
(
f(h)

/
2λ) · n

)
=O((1+log2 (h− 1) · n).

令 , 可知, 极点个数为  时的时间复

杂度为 

O
(
(h2 + h− 4)

/
(2(h− 1)) · n

)平均情况下最坏的遍历形式如图 4左图, 其时

间复杂度为 .

O(n logn)
O(h · n)

凸包求解常用的 Graham算法, 分治算法和快

包法的时间复杂度为 , Jarvis步进算法的

时间复杂度为 , 通过分析不同的时间复杂度

函数可以发现, 基于区域正交化分割算法的时间复

杂度在最好和最坏的情况下均优于上述凸包算法的

时间复杂度.
 

3    算法实验

为了验证算法的正确性, 使用该算法设计的程

序对 Iris数据集样本的任意两个特征构成的二维点

数据集进行了测试. Iris数据集的中文名是安德森

鸢尾花卉数据集, 该数据集包含 150个样本, 对应

数据集的每行数据, 每行数据包含一个样本的 5个
特征 : 花萼长度<1>、花萼宽度<2>、花瓣长度

<3>、花瓣宽度<4>和样本的类别信息<5>, 所以

Iris 数据集是一个 150 行 5 列的二维表. 图 6 展

示了该算法获得凸包极点构成的凸多边形, 图 6(a)
和图 6(d) 展示了凸包极点分布相对均匀的情形,
图 6(b)和图 6(e)展示了凸包极点分布较为特殊的

情形.
为获得实验中不同规模点集对应的最佳分割层

级数, 对规模在 5 000到 1 000万之间的点集进行了

实验. 表 1展示了不同规模点集在 5层正交化分割

下最小子集对应的点数, 其中每个规模的点集分割
 

(a) Iris[:1, 2] 的图形
(a) Graph of Iris[:1, 2]

(b) Iris[:1, 3] 的图形
(b) Graph of Iris[:1, 3]

(c) Iris[:1, 4] 的图形
(c) Graph of Iris[:1, 4]

(d) Iris[:2, 4] 的图形
(d) Graph of Iris[:2, 4]

(e) Iris[:3, 4] 的图形
(e) Graph of Iris[:3, 4] 

图 6    Iris数据集的部分凸包图形

Fig. 6    Graphs of partial convex hull of Iris data set
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数据均采用 30组不同类型点集的计算结果平均值.
先前的实验中, 大量的测试显示当点集点数在 500
万左右时, 正交化层级设置为 5可以得到最好的实

验结果. 依照 500万规模点集 5层分割为参考, 分
析其第 5层与第 4层关系可知, 最后一次分割得到

的子集规模需要保证在 1 000以下. 表 1中, 加粗数

字对应的层级数即为对应规模下点集的正交化分割

层级设置参考. 纵观表 1中的数据, 点集的规模每

增加一个数量级, 对应的层级设置参考也相应的增

加 1, 所以任意大小点集的正交化分割层级设置可

以得到如下初步结论: 对于规模小于 1 000的点集,
不进行正交化分割, 1万左右的点集层级设置为 1,
10万左右的点集层级设置为 3, 100万左右的点集

层级设置为 4, 1  000 万左右的点集层级设置为 5,
以此类推, 之后点集规模每增加 1个数量级, 正交

化分割层级增加 1. 由于这个结论是基于大量实验

的数值结论, 而非理论推导, 所以在具体的实验中,
层级的选择可以适应性的 ± 1.

利用计算机随机生成的二维数据点点集, 对
Graham算法、Jarvis算法、文献 [19]的算法和基于

区域正交化分割的算法计算凸包极点的运行时间进

行了对比测试. 为了使不同算法得到的结果具有可

比性, 所以基于区域正交化分割的算法和对比所使

用的 Graham算法、Jarvis步进算法以及文献 [19]
的算法均是由 C++ 编程实现, 并在 VS2017软件

上运行获取实验数据, 而且没有使用任何的外部加

速. 所有的实验均在同一平台上运行, 使用的计算

机配置为 Inter(R)i5-4460 CPU, 3.20 GHz, 4 GB
内存. 这些算法分别取点数量相同但类型不同的

10组点集测试, 每组运行 10次取平均值. 表 2展示

的是 10组点集数据运行结果的平均值, 算法 1是
提出的算法只对点集进行正交化分割而没有并行处

理的情况. 由表 2可以看出, 当二维点集数据的数

量大于 20万时, 使用 Graham算法和 Jarvis算法

已经无法在 1秒内完成凸包问题的求解, 而没有并

行化处理的算法 1与文献 [19]算法相比效果略差,
文献 [19]算法虽然仍能够在 1秒内完成求解, 但是

与基于区域正交化分割的算法相比有一个数量级上

的差距.
为测试基于区域正交化分割的算法对于超大规

模点集的计算能力, 表 3给出了平面点集数据数量

级在 105 到 106 之间时, 该算法和文献 [19]算法处

理凸包问题的运行时间. 表 3中凸包数量对应的两

列数据左侧为文献 [19]的数据, 右侧为本文算法的

数据 . 在表 3 数据中 , 点集点数为 20 万、50 万、

100万、200万和 500万时, 该算法求解凸包问题花

费的时间均小于文献 [19] 算法花费的时间; 在点集

点数为 50万时, 文献 [19]的算法已经无法在 1秒
内完成, 而该算法只需要 0.1秒的时间; 在点数为

200万时, 文献 [19]需要花费 7秒的时间, 而该算法

只需要 0.4秒的时间; 在点数为 500万时, 文献 [19]
需要 18.5秒, 而本文算法可以在 1秒内完成.

为进一步验证正交化分割凸包算法的有效性,
将其应用到 CT肺图像的分割实验中. 在近几年的

研究中, 对于如何从 CT图像中准确分割出肺区域,
已有基于分形几何和最小凸包的肺区域分割方法[21],
该方法相较于传统方法更加准确且效率更高. 文
献 [21]方法的步骤是: 首先, 使用阈值法获得肺的

初始区域, 并依据 CT图像上下层结构相似的性质

以及肋骨和骨组织的位置关系移除其中的气管、支

气管、背景区域等非肺组织. 然后, 利用网格线将肺

区域分割成互不重叠的小区域块, 计算各个含边界

区块的分形维数并根据边界的全局和局部性质确定

分形维数阈值, 通过该阈值选定需要修复的边界区

块. 最后, 利用最小凸包方法修复肺边界.

 
表 1    点集不同层级分割的子集点数

Table 1    The number of points in the subset corresponding to different levels of segmentation

层级 5 000 1 万 5 万 10 万 20 万 50 万 100 万 200 万 500 万 800 万 1 000 万

1 438 873 4 543 8 893 17 782 44 541 88 532 178 749 449 484 715 181 885 358

2 65 123 644 1 213 2 404 6 120 11 861 24 559 61 273 97 727 120 068

3 0 16 88 155 302 730 1 398 3 054 7 967 12 473 15 307

4 0 0 12 22 44 85 175 403 1 032 1 630 2 053

5 0 0 1 4 5 11 25 55 146 229 282

 
表 2    各算法运行时间 (s)

Table 2    Runtime for different algorithms (s)

点集点数
算法运行时间

Graham Jarvis 文献 [19] 算法 1 本文算法

5 000 0.266 0.022 0.013 0.021 0.008

10 000 1.067 0.045 0.027 0.047 0.011

50 000 26.999 0.236 0.054 0.076 0.019

100 000 108.645 0.539 0.102 0.448 0.028

150 000 244.662 0.891 0.329 0.624 0.039

200 000 435.077 1.296 0.585 0.752 0.047
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在文献 [21]中, 对于由阈值选定的待修复的边

界区块, 使用 Jarvis步进算法作为最小凸包法来对

其进行肺边界的修复. 实验时对待修复的边界区块

图像进行双线性二次插值操作, 来增加区块中的肺

阴影的点数, 并使用提出的算法作为最小凸包法修

复肺边界, 而其余的操作均与文献 [21]的操作相同.

图 7(a)展示了一幅肺的原始 CT图像, 图 7(b)是

使用最小凸包法修复肺边界操作前的预处理图, 此

时已经移除了非肺组织并对图像进行了二值化操

作, 图中肺内部的空洞区域是预处理过程中图像形

 
表 3    不同数量级点集的运行时间 (s)

Table 3    Runtime comparison for different orders of magnitude point sets (s)

类别 20 万 50 万 100 万 200 万 500 万

0 0.586　　0.048 1.574　　0.102 3.315　　0.197 6.964　　0.384 18.509　　0.989

1 0.580　　0.046 1.575　　0.104 3.317　　0.194 6.962　　0.383 18.510　　0.965

2 0.589　　0.047 1.574　　0.103 3.312　　0.201 6.962　　0.386 18.506　　1.021

3 0.579　　0.047 1.568　　0.107 3.321　　0.200 6.960　　0.396 18.518　　0.949

4 0.581　　0.045 1.574　　0.106 3.312　　0.202 6.963　　0.392 18.509　　0.959

5 0.589　　0.048 1.579　　0.108 3.313　　0.190 6.958　　0.386 18.511　　0.962

6 0.585　　0.048 1.573　　0.105 3.317　　0.197 6.988　　0.390 18.513　　0.970

7 0.585　　0.046 1.570　　0.103 3.313　　0.199 6.966　　0.391 18.509　　0.957

8 0.591　　0.050 1.574　　0.105 3.315　　0.200 6.963　　0.405 18.518　　0.959

9 0.586　　0.047 1.582　　0.105 3.315　　0.198 6.968　　0.398 18.499　　0.961

10 0.584　　0.046 1.575　　0.105 3.313　　0.196 6.962　　0.385 18.510　　1.019

 

(a) 肺的原始 CT 图像
(a) Original CT image of the lung

(b) 预处理后的图像
(b) Preprocessed image

(c) 文献 [21] 恢复的图像
(c) Image recovered from reference [21]

(d) 本文算法恢复的图像
(d) Image recovered by this algorithm 

图 7    肺图像的修复

Fig. 7    Restoration of lung image
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态学腐蚀膨胀的结果. 图 7(c)是由文献 [21]修复得

到的图像, 图 7(d)是提出的算法修复得到的图像.
通过比较可以发现, 在肺图像的两侧外轮廓上 2种
方法修复的结果没有明显的区别, 但是在肺图像中

间部位的边界上, 由文献 [21]算法得到左侧肺图像

仍有部分凹陷处未能修复, 在右侧肺的图像中甚至

有一个严重的人工伪影, 图 7(c)中深入到肺内部的

一个细长的空白区域. 而使用基于区域正交化分割

的算法设计的方法修复的肺图像并没有严重的人工

痕迹, 而且肺的轮廓表现得更加光滑流畅. 在时间

花费上, 虽然实验过程中对待修复的边界区块加入

了插值处理, 但是花费时间仍然小于使用 Jarvis步
进算法作为最小凸包法的文献 [21]所花费的时间. 

4    结束语

对于大规模平面点集凸包问题的求解, 本文提

出了基于点集所在区域正交化分割的凸包极点生成

算法. 算法前期对点集数据所在区域进行正交化分

割, 可以避免数据冗余和无效计算, 后期凸包极点

生成的过程中, 通过不断地剔除掉点集中的非凸包

极点, 可以提高程序的运行效率. 当点集数据的规

模在 500万时该算法仍然可以在 1秒内完成凸包问

题的求解, 这对于工程应用有着重要的意义. 由大

量实验得到的正交化分割层级设置的结论, 也为该

算法在实际问题中的应用提供了重要的参考. 一系

列的数值实验结果表明, 该算法准确、高效、实用性

强, 并且正交化分割的层级参数设置具备很高的鲁

棒性.
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