
 

 

一种基于概率关联的局部高斯过程回归算法
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摘    要   在针对控制和机器人的机器学习任务中, 高斯过程回归是一种常用方法, 具有无参数学习技术的优点. 然而, 它
在面对大量训练数据时存在计算量大的缺点, 因此并不适用于实时更新模型的情况. 为了减少这种计算量, 使模型能够通过

实时产生的大量数据不断更新, 本文提出了一种基于概率关联的局部高斯过程回归算法. 与其他局部回归模型相比, 该算法

通过对多维局部空间模型边界的平滑处理, 使用紧凑支持的概率分布来划分局部模型中的数据, 得到了更好的预测精度. 另
外, 还对更新预测矢量的计算方法进行了改进, 并使用 k-d树最近邻搜索减少数据分配和预测的时间. 实验证明, 该算法在

保持全局高斯过程回归预测精度的同时, 显著提升了计算效率, 并且预测精度远高于其他局部高斯过程回归模型. 该模型能

够快速更新和预测, 满足工程中的在线学习的需求.
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Abstract   Gaussian regression is a common method in machine learning tasks for control and robotics, with the ad-
vantage of being a parametric learning technique. However, it has the disadvantage of being computationally intens-
ive when faced with a large amount of training data, and thus is not suitable for the case of updating the model in
real time. In order to reduce this amount of computation and realize the continuous updating of the model using a
large amount of data generated in real time, this paper proposes a local regression algorithm based on probability
correlation. Compared with other local regression models, the algorithm uses the tightly supported probability dis-
tribution to divide the data in the local model by smoothing the boundary of the multi-dimensional local space
model and obtains better prediction accuracy. In addition, the calculation method of updating the prediction vector
is improved, and the k-d tree nearest neighbor search is used to reduce the time of data allocation and prediction.
Experiments show that the proposed algorithm improves the computational efficiency while maintaining the global
regression prediction accuracy, and the prediction accuracy is much higher than other local regression models.
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高斯过程回归 (Gaussian process regression,

GPR)广泛应用于机器人、控制系统和航空航天飞

行器等领域, 如机器人的逆动力学模型估计[1−3]. 它
是仅利用简单的线性代数处理非线性模型的有效工

具, 提供了一种简单但有效的方法来表示数据的先

验分布, 其特点是使用较少的参数得到准确的学习

结果[1]. 作为应用范围广泛的非参数回归, 它在样本

外预测测试中脱颖而出, 已成为机器学习的重要手

n

O(n3)

段 [4]. 然而, 随着现实世界中训练集和测试集的增

长, 高斯过程回归模型在面对大数据量时暴露了缺

点. 当数据量  很大时, 标准高斯过程模型的立方

复杂度  会导致不可接受的计算量, 使其不适

用于高维系统或在线学习[5].

降低这种复杂度的解决方案主要分为两种类

型, 其中一种方法是稀疏高斯过程回归和高斯回归

混合模型[6−7]. 另一种是将数据分割并使用多个局部

模型代替全局高斯过程模型, 这种方法称为局部高

斯过程回归 (Local GPR, LGPR). 在稀疏高斯过程

中, 按照设定的规则减少输入点的数量, 以降低计

算复杂度[8]. 局部高斯过程回归用多个局部子模型

替换整体高斯过程模型, 由于每个局部模型具有较

少数量的数据点并且被单独训练和更新, 因此总体
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计算成本降低[4]. 对于局部高斯过程回归, 最关键的

是如何划分数据并将其分配给不同的模型.
根据最近的文献, 夏嘉欣等[9] 提出一种基于噪

声输入的稀疏高斯算法, 并将其应用于解决人体姿

态估计问题. 乔少杰等[10] 利用高斯过程回归预测移

动对象最可能运动轨迹. 王传云等[11] 对图像局部区

域建立高斯混合模型解决图像的背景模型构建问

题. Da等[12] 研究了一种基于单任务聚合方案的局

部高斯过程回归模型. Liu等[13] 提出了一种基于流

形学习方法的局部高斯过程相似度维持算法 .
Binois等[14]使用基于似然的高斯过程回归方法, 将
异方差性问题表征为单目标函数, 使用完整的闭合

形式导数, 实现了基于库的优化. 任志刚等[15] 利用

加权的优秀样本预估高斯均值改进了传统高斯分布

估计算法. Sarkar等[16] 使用高斯过程回归构建了一

种鲁棒算法, 能够处理不确定性和数据中的噪声,
并验证了相比经典谐波分析方法的优势. 文献 [17]
中的工作通过测量距离来选择合适的局部模型并最

终计算加权预测, 但该方法在每次预测时仍然考虑

所有模型, 因此不完全遵循局部支持的概念.
为了进一步降低计算量, 本文拟提出一种基于

边界平滑过渡的局部高斯过程回归模型, 即训练集

中的数据不是确定性地插入到单个局部模型中, 而
是按概率分布分配给若干相邻的局部模型. 这意味

着数据点属于某一模型的概率分布在特定区域内是

连续的, 而在超出该区域的概率分布则为零. 这种

分布将每个模型限制在一个定义清晰的区域, 通过

仅考虑实际相关且可能对所考虑的数据点有贡献的

模型来提高计算效率方面的性能, 也就是说对于特

定的数据点只需要考虑少量数据点所属范围内的局

部模型. 另外, 模型更新过程中使用矩阵块的求逆

方法进行矩阵求逆, 大大减少了计算量. 为了实现

更新与预测阶段局部模型的快速检索, 本文还引入

并利用了来自计算几何领域的 k-d树最近邻搜索算

法[18]. 

1    局部高斯过程回归模型
 

1.1    高斯过程回归

n

O(n3)

n {X, y}
x y

f(x) ϵ

高斯过程回归是机器人和控制理论领域中用于

监督机器学习的常用技术, 它的优点是通过少量的

超参数实现高预测精度. 但是, 当数据点的总数 

过大时, 高计算复杂度  将带来严重问题. 对于

由  个数据点组成的数据集 , 每个数据点由

d维输入数据  和一维输出数据  构成. 高斯过程

回归假设输出数据由函数  和附加噪声  组成

yi = f(xi) + ϵi, i ∈ {1, 2, · · · , n} (1)

yi y i xi X

i ϵi σ2
n

n

其中,   是输出集  中的第  点,   是输入集  中

的第  点,   是均值为零、方差为  的正态分布噪

声,   是数据点的数量. 输出集满足下面的正态分

布[19]

y ∼ N(0, K(X, X) + σ2
nI) (2)

K(X, X)

I y

x∗ f(x∗)

其中,   是通过所有训练点计算得到的协方

差矩阵,   表示单位矩阵. 输出训练集  和对问询点

 的预测输出  的联合分布由下式给出[
y

f(x∗)

]
∼ N

(
0,

[
K(X, X) + σ2

nI

KT(X, x∗)

K(X, x∗)

k(x∗, x∗)

])
(3)

f(x∗)  的条件分布服从一个新的正态分布

f(x∗|y, X) ∼ N(µ(x∗), σ(x∗)) (4)

f(x∗)其中,   的均值和方差的表达式为

µ(x∗) = K(x∗, X)
(
K(X, X) + σ2

nI
)−1

y (5)

σ(x∗) = K(x∗, x∗)−K(x∗, X)×(
K(X, X) + σ2

nI
)−1

K(X, x∗) (6)(
K(X, X) + σ2

nI
)−1

y

α

其中,    项可用称为预测矢量

的  表示.
x∗因此, 对问询点  的预测值可以通过下面表达

式计算

y∗ = K(x∗, X)α (7)

k(xp, xq)对于内核函数  的选择, 本文采用充分

灵活的平方指数协方差函数, 其定义为

k(xp, xq) = σ2
fexp

[
− 1

2

d∑
i=1

(
xp, i − xq, i

l

)2]
(8)

σ2
f ∈ R+ l

σn θ =

[σn, σf , l]

平方指数协方差函数只有两个自由参数, 即信

号方差  和长度标度 . 加上前文提到的噪声

的方差  , 这些参数称为高斯过程的超参数  

. 本文通过最大化对数边际似然的方法来求

得合适的超参数. 边际似然可由以下积分表示为

p(y|X) =

∫
p(y|f , X)p(f |X)df (9)

使用文献 [20]中提出的共轭梯度算法最大化

对数边际似然

log p(y|X, θ) = −1

2
yTC−1y−

1

2
log det(C)− N

2
log 2π (10)

C = K(X, X) + σ2
nI其中,  . 由以下对数边际似然导

数的表达式可以推导出对数边际似然取最大值时的
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超参数为

∂

∂θ
log p(y|X, θ) = −1

2
yTC−1 ∂C

∂θ
C−1y−

1

2
log det(C)− 1

2
tr
(
C−1 ∂C

∂θ

)
(11)

 

1.2    局部高斯过程回归

由于高斯过程回归在训练点数量大时表现不

佳, 为了在保持高斯过程回归的优势的同时降低计

算复杂度, 提出了局部高斯过程回归. 局部高斯过

程回归可以实现模型的快速更新, 因此更适合使用

在需要通过实时产生的数据不断更新模型的领域.
局部高斯过程回归方法背后的基本思想是引入多个

回归模型并减少每个模型的数据点数量, 从而降低

计算复杂度. 该方法将数据点分配到多个局部模型

并单独训练[1]. 对应于平方指数协方差函数, 点与模

型中心之间的距离通过如下距离测量来计算, 以将

数据点分配给最近的局部模型

wi = exp
(
−1

2

(x− ci)
T(x− ci)

l2

)
(12)

ci i wi i

x

M M

其中,   表示的是第  个模型的中心,   是模型  和

给定  之间的距离. 因此, 为了正确分配新数据点,
这个方法必须为每个数据点计算  次距离, 其中 

是局部模型的总数. 基于此度量, 选择具有最小距

离的模型, 并且将点添加到该最近的模型. 一旦选

择了模型, 该方法后续步骤与第 1.1节中的常规高

斯过程回归完全相同. 如果没有足够接近新数据点

的模型, 则会创建一个仅包含此新点的新模型. 亦
即如果新点到所有中心的距离大于某个阈值, 则创

建一个新模型, 其中心是新数据点.

i y∗i

式 (12) 中的距离度量也用于加权预测. 使用

式 (7)对第  个局部模型的预测值  进行计算, 然
后通过对这些模型的加权预测求和来获得全局预

测值

y∗ =

M∑
i=1

wiy
∗
i

M∑
i=1

wi

(13)

2d

由于每个局部模型中的数据点的数量比高斯过

程回归中的低, 用于更新模型的计算工作量得以减

少, 并且与高斯过程回归相比可以实现整体性能改

进. 在第 2.1节, 本文提出的算法对以上方法进行了

改进, 采用概率数据关联将数据点在其最近的  个

局部模型中进行分配. 

1.3    高效 k 近邻查询树

为了实现快速搜索算法, 本文使用 k-d树来存

储数据. 利用 k-d树进行局部模型检索, 可以有效

提高模型更新与对未知数据点预测的速度. k-d树

是二叉搜索树 (Binary search tree, BST)的多维形

式, 而二叉搜索树是用于快速可靠查询的合适方法[18].
文献 [21]中提出了这个 k-d树的优化版本. 

1.3.1    k-d 树的创建

i

i+ 1

对于树的第零层, 首先在第 1个维度分割数据,
并使用此维度中数据的中值作为分离的边界. 此步

骤将数据集分为两部分: 一部分是由小于或等于中

值的数据组成的树的左侧; 另一部分是剩余数据构

成的树的右侧. 在每个子树上重复此过程, 直到只

剩下包含一个点的节点, 将其作为树的子节点. 由
于在每个节点中重复划分并将剩余的边处理为新的

子树, 因此这是一个递归定义. 分割的维度是根据

树中当前节点的级别来决定的, 即在层级  上, 选择

维度  进行分割. 如果迭代遍历了所有维度, 则
在树的下一层过程将再次从第 1个维度开始分割,
直到只剩下具有一个数据点的子集表示树的子节点. 

1.3.2    k-d 树最近邻搜索

k

k

O(k × n× logn) k n

k-d树最近邻搜索是一种快速且可靠的搜索算

法, 其基于预定义的相似性或距离度量来判断距查

询点最近的  个局部模型. 对于如何找到最佳匹配

和  个最近邻项存在多种方法[22−23], 这项工作将搜

索算法制定为递归策略, 其中算法的输入是每次递

归对应的节点和其子节点. 首先, 包含所有数据的

根节点作为首次的输入传递到算法. 当前最近邻项

的候选项被存储在优先队列中, 其中查询点和近邻

项之间的相似性是判断的依据. 接下来会将每个节

点与优先队列中的条目进行比较, 如果该节点比队

列中的一个条目更接近查询点, 则相应地更新优先

队列使该节点成为新的候选项. 如果节点不是终

端, 即不是叶子节点, 则查询点所在的子树再次递

归地传递给算法. 如果节点是叶子节点, 则此子树

上的递归结束. k-d树最近邻搜索的计算复杂度是

, 其中  是数据的维度,   是数据点

的个数. 

2    基于概率关联进行模型选择的局部高

斯过程回归

本研究提出一种无硬边界局部模型概率关联方

法, 这种方法确保了在仅有局部支持的条件下实现

模型之间的平滑过渡. 模型建立阶段, 通过定义模

型相邻部分的概率分布, 数据点被根据其坐标分配
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到局部模型中. 对未知数据预测阶段, 由距离查询

点最近的若干模型计算加权平均值, 从而求和得到

全局预测值. 因此, 该算法包括 3个阶段: 1)初始模

型的建立; 2)局部模型的更新; 3)测试集的加权预

测. 第 2.1 节将讨论局部模型的概率型数据关联,
第 2.2节和第 2.3节描述了模型的建立和模型的更

新, 第 2.4节提出了对未知数据的预测方法. 

2.1    边界约束的局部高斯过程回归模型

紧致支持的边界约束局部模型是本在线学习模

型的基本组成部分, 本节介绍如何构建本地模型.

ϕ(ci|x)
x ci

2d x

f(c) d

x c = c1, · · · , ci, · · · , c2d ci

i

f(c)

(x, y)

根据文献 [1, 17]局部高斯过程回归方法通常

使用模型内数据点的平均值作为每个模型的中心.
因此, 对于每个新输入的数据点, 这些中心都需要

更新, 即局部模型需要持续地改变. 为了减少每次

更新造成的计算量, 本文提出一种固定的模型网络,
同时为了实现局部模型与数据之间的概率关联, 我
们提出了一种激活函数. 激活函数  表示数据

点  属于局部模型  的概率, 满足概率分布的条件.
距数据点最近的  个局部模型对  的激活函数可

以组成一个离散概率密度函数 , 其中,   是输

入数据点  的维度,  ,   是局

部模型  的中心, 本文以模型中心代指具体的模型.
最后, 根据  中的概率分布产生一个伪随机数,
以决定数据点  分配到哪个局部模型中.

w k

k

所有局部模型组成一个覆盖数据集空间的模型

网格, 在维度为一维时, 该网格由每个中心之间的

距离  定义. 当维度  增加时, 在所有维度中应用

这种设置来延伸网格, 从而生成由各局部模型组成

 维立方体.

0

ci

ϕ(ci|x) 1 0

相邻的局部模型在共享边界处做出不同的预

测, 导致边界处的预测是不连续的[24]. 实际上, 对于

几个模型的交汇处的点, 属于每个模型的概率可能

都大于 , 这意味着它不是绝对属于最近的模型. 然
而, 当局部模型被设计为具有硬边界时, 预测值仅

由最近的模型确定, 这可能导致大的误差. 为了实

现相邻局部模型之间的平滑过渡, 在创建局部高斯

过程回归模型时, 本文中使用紧凑支持的边界约束

来构建局部模型. 这里采用激活函数定义模型的边

界约束, 以表示某一坐标的数据点属于这个模型的

概率. 在模型中心位置, 定义只有这个模型是 “激
活”的 , 这意味着在这个位置模型   的激活函数

 等于 , 其余模型的激活函数等于 , 位于这

个位置的数据点只可能属于这个模型. 通过这样的

设置, 局部模型与其相邻的各模型共享边界区域.
由于本算法面向的是工程中在线更新的场景, 主要

0 1

处理的是多维数据, 因此激活函数应当尽可能考虑

对称的形式, 以避免多维空间中模型构造过于复杂.
基于通过简洁的结构实现更好的性能的理念, 将共

享区域的激活函数定义为范围从  到  的斜坡函数.
这样, 所有局部模型使用相同形式的激活函数. 如
图 1所示, 激活函数可表示为

ϕ(ci|x) = 1− |x− ci|
w

(14)

x ci

w

2w ci ci+1

x

其中,   是数据点在当前维度的值,   是局部模型

的中心在当前维度的坐标,   是相邻局部模型的间

距. 由图中可以看出, 每个局部模型在当前维度的

宽度为 . 对于处于相邻模型中心  和  之间

的 , 满足

ϕ(ci|x) + ϕ(ci+1|x) = 1 (15)

  
j(c|x)

w

c
i

c
i+1 c

i+2 c
i+3 c

i+4
x

 

图 1   一维局部模型激活函数示意图

Fig. 1    Schematic diagram of one-dimensional local
model activation function

 

由此该激活函数实现了数据点与邻近局部模型

的概率关联.

2d d

图 1为一维情况下局部模型的初始化示意图.
基于这种一维方法, 本文开发了具有更高维度的数

据的解决方案. 对于模型布局和激活功能, 基本原

理保持不变. 但是, 每个数据点可能被分配进的模

型最多为  个. 将一维网格布局自然延伸至  维,
得到多维模型网络.

c1 c2 c3 c4

c1 c2 c3 c4

A

c1 B

c1 c2 A

c1

B c1 c2 C

图 2 展通过在二维空间内构建  ,   ,   ,   
为中心的 4个局部模型, 展示了训练集数据为二维

时的局部模型布局和可能激活的模型的情况. 示意

图中的 ,  ,  ,   分别为 4个局部模型的中心.
图中的区域  由于不与其他局部模型相交, 此区域

内的点只可能属于模型 , 区域  与一维时的情况

相同, 最多只有两个模型处于激活状态, 而这些激

活中心  和  共享相同的第 2维分量. 对于区域 

中的点, 可能的激活局部模型仅是  模型; 对于区

域 , 可能的激活模型是  和  模型.   区域则有

4个可能激活的模型. 另外, 该图还显示了各局部模

型在二维立方体的等距网格中的位置.
对于多维数据, 使用输入数据点在每个维度上
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的最大值和最小值来计算各局部模型的中心. 局部

模型的数量和中心可表示为

numi = ceil

(
fmaxi − fmini

wdi

)
+ 1 (16)

ci, n = fmini + n× wdi
(17)

numi i fmaxi

fmini i

wdi i ci, n

i n i

fmini

C

其中,   是局部模型在维度  上的个数,   和

 分别是输入数据在维度  上的最大值和最小值,
 是相邻模型在维度  上的间距,   表示的是第

 维第  个模型中心的位置. 维度  上模型中心的最

小值设置为 , 以保证所有数据点在各维度属于

各局部模型的概率和始终为 1. 因此, 图 1中的最外

侧的两个局部模型均只利用了靠内的一半. 扩展到

图 2的情况, 数据点范围是集中在  区域中的, 其
他区域由于处在整个模型的边缘部分, 未加利用.
当模型网格扩大时, 始终未使用整个模型的边缘区

域. 计算出局部模型网络中所有模型中心的坐标后,
用这些坐标值建立 k-d树, 每个模型都用一个叶节

点表示. 通过这个数据结构, 可以使用文献 [22]中
的快速搜索算法来执行有效的最近邻居查询, 以便

后续更新模型和预测未知输出时搜索模型时使用.

w

w d

2d

2d d

ϕt(ci|x)

ϕ(ci|x) ci

初步确定模型的位置后, 根据式 (14)的激活函

数将训练集中的所有数据点分配到各个局部模型

中. 在每个维度上模型中心之间的距离都是 , 使
得局部模型的范围覆盖边长为  的  维立方体. 这
些立方体的中心即为局部模型的中心. 在整个模型

的非边缘区域, 每个位置均由  个立方体覆盖, 也
就是说可以有  个激活模型. 为了得到  维情况下

的概率分布, 首先使用式 (14)在每个维度上计算局

部模型对应的激活函数 , 它们仅取决于该特

定维度中的位置, 使得它们符合独立分布的概率.
然后通过这些一维值的乘积来计算整体激活函数

, 局部模型  的全局激活函数由其所有子概

率的乘积得到, 即

ϕ(ci|x) =
d∏

t=1

ϕt(ci|x) =
d∏

t=1

ϕd, i (18)

 

2.2    局部模型的初始化

本文提出的在线学习模型由初始化和更新阶段

两个阶段建立, 本节解释了如何使用训练集构建初

始局部模型.

ci

(x, y)

2d

ϕ(ci|x) 2d

f(c)

f(c) i

ci

α

为了初始化模型, 本研究使用了一种对训练集

数据点进行聚类从而创建局部模型的方法. 首先,
通过训练集中的数据计算各个局部模型中心的坐

标, 构建第 2.1节中所述的模型网络. 然后将所有数

据点分配到相应的局部模型中. 为了确定最终分配

数据点的模型 , 必须在具有非零概率的激活模型

中确定一个模型. 如果直接选择最有可能的模型,
会在模型相邻处形成硬边界, 导致预测在这个区域

的不连续性. 为了解决这个问题, 对于训练集中的

数据点 , 通过第 1.3.2节介绍的的 k-d树实现

k-最近邻搜索, 找到距离数据点最近的  个局部模

型的编号. 通过式 (18)计算数据点对应这些局部模

型的激活函数  的值, 可得到至多  个非零

概率, 构造由这些概率值组成的离散概率密度函数

, 其中的概率值分别对应一个局部模型. 根据各

模型对应的概率从  中抽取随机数 , 确定激活

的局部模型 , 将数据点分配到这个模型. 每个数

据点仅分配给一个模型, 但与其他局部高斯过程回

归方法不同, 这种关联是用概率方法完成的. 完成

训练集中所有数据点的分配后, 通过第 2.1节中的

方法计算每个局部模型的预测矢量 , 并创建相应

的 LGPR模型. 

2.3    局部模型的更新

(x, y)

K(x∗, X) x∗

α = (K(X, X)+

σ2
nI

)−1
y

本文提出的紧致支持的边界约束局部模型最突

出的特点是支持在线学习, 这意味着局部模型能够

通过实时数据不断进行更新. 模型的在线更新可以

应对一些现实世界的工程问题, 例如机械特性和机

器人交互随时间的变化[25]. 在更新阶段, 依据第 2.2
节中分配数据点的方法, 新输入点  分配到一

个局部模型, 需要对这个模型的参数进行更新, 供
预测阶段调用. 对未知点的预测是通过式 (7)计算

得到, 其中协方差函数  只能在查询点 

已知的情况下计算 , 而预测矢量  

 可以在模型更新阶段利用已知数据更新,

供预测阶段直接调用.
为了更新预测矢量, 首先, 将局部模型的数据

集更新为

 

模型间距 w

模型间距 w

c
1

c
2

c
3

c
4

A B

C

 

图 2    二维局部模型分布示意图

Fig. 2    Schematic diagram of two-dimensional local
model distribution
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Xn = [X, x], yn = [y, y] (19)

α

Kn(Xn, Xn) + σ2
nI

其次 ,  预测矢量   中更新后的协方差矩阵

 项可以表示为

Kn(Xn, Xn) + σ2
nI =[

K(X, X) + σ2
nI

K(x, X)

K(X, x)

k(x, x) + σ2
nI

]
(20)

K(X, X) + σ2
nI K(X,

x) X x K(x, x) + σ2
nI

x σ2
n

其中,   是更新前的协方差矩阵,  
 是由  和  的协方差组成的矢量,  

由  的自协方差和模型的超参数  相加得到. 使用

式 (20)对协方差矩阵求逆, 得到

(Kn(Xn, Xn) + σ2
nI))

−1 =[
K−1(I + bbTK−1 1

a )

−bTK−1 1
a

−K−1b 1
a

1
a

]
(21)

其中

a = K(x, x)+σ2
nI−KT(X, x)K−1−K(X, x) (22)

b = K(X, x) (23)

K−1 = (K(X, X) + σ2
nI)

−1 (24)

(Kn(Xn, Xn) + σ2
nI))

−1

yn

根据以上方法得到   和

 后, 可以通过下式计算更新的预测矢量, 即

αn = (Kn(Xn, Xn) + σ2
nI)

−1yn (25)

由式 (21)可知, 每次在计算新的协方差矩阵的

逆时, 都利用了它在更新前的值以减少计算量. 因
此, 在模型的更新阶段需要更新并储存数据集、协

方差矩阵的逆和预测矢量.

θ

α

如果在使用新数据点更新模型阶段检测到数据

点不在任何已有局部模型范围内, 即在储存局部模

型的 k-d树中没有搜索到足够接近数据点的模型,
则会创建一个仅包含此新点的新模型, 其中心是新

数据点, 并补齐模型网格的其余部分. 最后使用第

1.1节中的方法计算这个模型的超参数  和预测矢

量 , 并创建 LGPR模型, 计算新建模型的中心坐

标和间距参数. 

2.4    局部模型对未知数据的预测

x∗

2d ϕ(ci|x)

f(c) 2d

基于输入数据预测输出数据是本局部高斯过程

回归模型的一个重要功能. 在多个模型处于激活状

态的区域, 可以通过激活函数计算查询点属于各局

部模型的概率, 再通过各模型的预测结果计算加权

预测. 首先, 通过 k-d树搜索查找到距查询点  最

近的  个局部模型, 使用激活函数  算出各

模型对应的概率, 这些概率值组成离散概率密度函

数 . 基于这些概率值和这  个局部模型各自的

ci

预测值, 可以计算得到全局加权预测值. 如第 1.1节
所述, 局部模型  的预测遵循高斯分布, 其平均值为

y∗i = K(x∗, Xi)αi (26)

x∗ Xi ci

αi i

其中,   是输入的查询点,   是分配到模型  中

的输入数据点集,   是第  个局部模型的预测矢量.

x∗ y∗

ci P (ci|x) ϕ(ci|x)
y∗

通过每个局部模型对应的概率对其预测值进行

加权求和, 计算对查询点  的预测输出 . 如前所

述, 激活模型  的概率  通过激活函数 

表示, 可以导出  的期望值的表达式为

y∗ =

2d∑
i=1

ϕ(ci|x)y∗i (27)

因此, 最终的全局预测值表示为

y∗ =

2d∑
i=1

ϕ(ci|x)y∗i K(x∗, Xi)αi (28)

 

3    实验结果及分析

本节通过实验, 在更新时间、预测时间和误差

三个方面评估边界约束的局部高斯过程回归算法的

性能. 第 3.1节通过人工生成的低维数据, 将本文算

法与全局高斯过程回归方法和具有硬边界的局部高

斯回归过程方法进行比较, 验证了低维数据时本算

法的优势. 第 3.2节使用来自 F16飞机的真实多维

工程数据进行实验并将本算法应用于机械手臂上,
分析了本算法在多维数据和大数据量的场景下, 实
现在线学习的可行性. 

3.1    低维数据实验

为了验证该基于边界约束的局部高斯过程回归

算法的有效性, 本文通过模拟带有噪声的高斯过程

对该算法进行测试, 并与全局高斯过程回归方法和

具有硬边界的局部高斯回归过程方法进行比较[17, 19].
对于训练和测试, 数据集由正弦函数的组合产生,
超参数通过第 1.1节中的方法计算. 本算法的性能

取决于局部模型间距参数的选择, 本文首先评估它

们对预测结果的影响. 通过下面正弦函数组合生成

二维数据集

y(x) = − cos(0.05x1) sin(0.1x2 − 1)− 0.5 (29)

y σn = 0.1

0 40 6 400

80%

50

并为输出  附加  的噪声. 首先, 将各维度的

输入值都限定在  到  之间, 取  个数据点作

为总的数据集. 从中随机选取  作为训练集, 剩
余部分用于测试集. 使用这组数据重复模拟边界约

束的高斯局部模型  次, 得到了不同参数情况下的

平均预测误差与运行时间, 如图 3所示.
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图中展示了局部模型间距以 8为间隔由 4增加

到 44时, 用单个数据点更新模型和预测未知输出

所用时间及预测误差值的变化情况. 小的局部模型

宽度意味着总的模型数量多, 即每个局部模型分配

的数据点较少, 对应着较大的误差和较短的模型更

新和预测时间. 当局部模型宽度增加时, 每个局部

模型分配的数据点也随之增加, 使得预测结果更为

准确. 但同时由于求协方差逆矩阵的计算工作量随

着更多数据点而上升, 消耗的时间也随模型宽度增

加而延长. 因此, 模型设计过程中需要对预测精度

和计算时间做出权衡. 由图中可见, 当模型宽度增

加到 20以后, 模型预测的准确度变化不大, 但更新

和预测时间仍然随模型宽度增加而大幅增加, 因此

20是这个数据集范围内较好的局部模型宽度参数.
为了直观地比较 3种方法的预测结果, 本文使

用以下等式生成一维输入与输出数据集

y(x) = 0.5 sin(x− 1)2 + 3 sin(0.1x) + 1 (30)

图 4展示了 3种方法的预测情况, 其中本文提

出的算法的预测误差为 0.03292, 全局回归方法的

误差为 0.03239, 硬边界的局部回归方法的误差为

0.50499. 在这个数据集中, 本算法实现了与全局高

斯过程回归同一量级的精度, 比硬边界局部高斯过

程回归方法的精度高一个数量级.
为了进一步比较 3种算法的性能, 本文使用式

(24) 生成的二维数据, 将 3 种方法的模型各重复

50次, 分别得到它们的平均预测误差、单个数据点

的更新和预测时间, 如表 1所示. 其中, 边界约束的

局部高斯过程模型的模型宽度参数设置为 20.
从表中可以看出, 全局高斯过程回归方法的预

测精度最佳, 而本算法的预测误差与它处于同一数

量级, 硬边界局部模型方法的预测误差约为全局高

斯过程回归方法的 80倍. 考虑到全局高斯过程回

归使用全部数据构建单个模型, 本算法的精度稍低

于它是可以接受的. 本算法通过与硬边界局部模型

方法接近的局部模型数量 (各约 100个), 实现了更

好的预测精度. 比较更新模型的时间时, 全局高斯

过程回归方法的弊端显现出来, 其使用单个数据点

更新模型的时间为 132.753 ms, 是局部模型方法的

100倍以上. 当数据量继续增大时, 计算量将迅速增

大直至无法被接受, 而本算法和硬边界局部模型方

法的模型更新时间处于同一数量级. 另外, 3种方法

对单个数据点的预测时间为同一数量级, 其中本文

算法的预测时间最短, 为 1.342 ms. 综上可见, 本文

提出的算法在保证高精度预测的同时, 能大量减少

局部模型的更新时间. 

3.2    多维工程数据实验

在机器人控制和航空航天等工程领域, 输入数

据通常是多维的, 离线学习的数据集很难覆盖所有

情景. 即时能够使用大量数据集提前进行离线学习,
计算量也会是巨大的. 针对这些工程场景, 本文提

出的在线学习模型能够使用实时数据更新模型, 实
现预测功能.

为了分析该模型处理真实多维工程数据时的性

能, 本文采用葡萄牙波尔图大学公开的来自 F16型
号飞机升降电梯的数据集进行实验[26]. F16型号飞

机升降电梯的数据集共包括 9 517个数据点. 输入

数据有 6个属性: 爬升率、高度、转轮角速度、转轮

角度、爬升加速度和爬升加速度的变化率, 这 6个

 
表 1    3种方法的性能对比

Table 1    Performance comparison of three methods

全局 GPR 硬边界 LGPR 边界约束 LGPR

预测误差 1.281 × 10−4 97.775 × 10−4 1.953 × 10−4 

更新时间 (ms) 132.753 0.929 1.230

预测时间 (ms) 2.190 2.371 1.342
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图 3    局部模型参数对边界约束模型性能的影响

Fig. 3    Influence of local model parameters on
performance of boundary constraint model
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图 4    对一维测试集的预测结果

Fig. 4    Prediction results for one-dimensional test sets
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Se

属性的数值组成了 6维输入数据. 输出是控制信号

, 它是一个处于−0.014到 0.013间的值. 为了分

析在线学习过程中, 边界约束回归模型的性能是如

何随着数据量的增长变化的, 将 9 000个数据点作

为训练集, 以数据流的形式不断输入模型进行更新.
每增加 1 000个数据点, 记录当前数据量对应的更

新时间、预测时间和误差. 这 3项是判断模型是否

满足在线学习要求的关键指标, 下面对这 3项指标

进行分析.
Tu

Tu

首先, 用一个新数据点更新模型所需的时间 

是衡量在线学习模型性能的重要指标, 只有模型能

够随数据流快速更新, 才能实现在线学习. 图 5展
示了  随数据量增长的变化趋势.

N m

m

m = 3 Tu m = 5 Tu N =

1 000 N = 9 000 m = 7 Tu

m = 5 7

图 5中  是用于训练模型的数据点的数量,  
是每个维度的局部模型数量, 通过  和每个维度输

入数据的范围可以确定模型宽度. 可以看到, 当
 时,   增长的趋势过快, 而  时  由 

 到   只增加了 0.75 倍,    时  

仅小幅度波动. 因此  或  对于此数据集是更

为合适的参数.

Tp m =

5 7

m = 3

图 6展示了对一个未知数据点进行预测所需的

时间  随数据量增长的变化趋势. 同样显示了 

 或  时预测时间增长平缓, 分别只增加了 0.75倍
和 0.28倍, 相比  是更合适的参数.

图 7显示了平均预测误差随数据量增长的变化

趋势. 该图的趋势表明, 随着训练集中数据点的增

加, 模型的预测误差减少. 也就是说随着数据流的

输入, 在线学习模型能够越来越精确.
m = 5

m = 5 N = 9 000

N = 1 000

N = 1 000

综合图 5 ~ 7, 对于这一特定数据集  是最

合适的参数 . 在   时 , 数据点数量  

虽然是  时的 9倍, 但它的更新时间 0.541 ms
只是  时的 0.309 ms的 1.75倍, 能够实现

N = 1 000 N = 9 000

N = 1 000

N = 9 000

快速更新模型, 满足在线学习的要求. 预测时间由

 时的 2 ms增加到  时的 3.5 ms,

只增加了 0.75倍, 同样满足在线学习的实时性要求.

本模型的预测误差由  时的 0.0000026989

降低到  时的 0.0000020318, 随着数据量

的增加实现了更高的精度.

为了进一步验证本模型在机器人控制场景下的

可用性, 本文将模型应用到具有两个自由度的机器

人的机械手臂上进行实验, 测试其在机器人控制方

面应用的可行性. 该机器人手臂由文献 [27]中提出

的基于 PD反馈的计算扭矩控制方法进行控制. 我

们为机器人手臂设置期望的二维平面活动轨迹, 通

过模型的在线学习, 预测控制机械臂所需的关节扭

矩, 并以此控制机器人手臂使得它能按照期望的活

动轨迹运动. 本文通过下式为机器人手臂设定期望

的活动轨迹
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图 5    更新时间随数据量增长的变化趋势

Fig. 5    The trend of update time as data increases
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图 6    预测时间随数据量增长的变化趋势

Fig. 6    The trend of prediction time as the
data increases
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图 7    预测误差随数据量增长的变化趋势

Fig. 7    The trend of prediction error as data increases
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θ1 = sin(t) (31)

θ2 = 3 cos(t) (32)

θ1 θ2

t θ1 θ2 t

ω1 ω2 θ1 θ2

ω1 ω2 x = [θ1 θ2 ω1 ω2]

其中,   和  分别是两段机器人手臂与水平线的夹

角,   是从 0开始计时的时间. 将  和  对  求导,
得到两段机器人手臂的角速度   和  . 由  ,   ,

 和   组成四维输入矢量  . 我们

的任务是使用这些输入数据通过本文模型预测机器

人手臂的关节扭矩, 并使用该关节扭矩控制机械臂,
使得机械臂能够跟随预设轨迹, 同时将四维输入数

据和对应的真实关节扭矩输入模型进行在线学习.
为了更清晰地展现控制效果, 本文截取了机械臂 10 s
内的运动轨迹参数, 共计 2 000 个预测点, 即每

0.005 s预测一次, 对模型有实时性要求.
图 8显示了预设和实际运动轨迹分别对应的参

数随时间的变化情况, 其中, 4条由星号绘制的粗曲

线分别对应的是实际运动轨迹的角度和角速度, 4
条虚线分别对应的是预设运动轨迹的角度和角速

度. 从图中可以看出, 在开始阶段, 实际运动轨迹和

预设运动轨迹的曲线相差较大, 但随着模型的运行,
两者的曲线趋于重合.

||xr − x||

为了更直观地展示图 8中预设和实际运动轨迹

间的误差变化情况 ,  使用轨迹误差矢量的范数

 表示实际运动轨迹和预设运动轨迹之间的

误差

error = [(θr, 1 − θ1)
2 + (θr, 2 − θ2)

2+

(ωr, 1 − ω1)
2 + (ωr, 2 − ω2)

2]
1
2 (33)

θr, 1 θr, 2 ωr, 1 ωr, 2

θ1 θ2 ω1 ω2

其中,  ,  ,  ,   是实际运动轨迹的参数,
,  ,  ,   是预设运动轨迹的参数. 由此得到图 9,

它显示了运动轨迹误差随着时间振荡下降的趋势.
图 8和图 9验证了本文模型在高实时性要求的场景

下的可用性.
以上各实验从不同角度验证了本文模型能够适

用于工程中的大数据量场景, 并且满足在线学习的

实时性需求. 

4    结束语

为了在保持全局高斯过程回归预测精度高等优

点的情况下, 减小其立方复杂度带来的过大的计算

量, 本文提出了一种基于边界约束的概率相关局部

高斯过程回归模型. 本文在该模型中使用一种基于

贝叶斯原理的数据关联方法, 定义了用于数据点的

分配和预测的激活函数. 同时, 本文将局部模型放

置在空间网格中, 实现空间重叠的局部模型设置,
提高了模型的精度. 在算法方面, 利用对计算过程

的优化和 k-d树最近邻搜索, 以及更新模型预测矢

量时采用已储存数据求矩阵的逆, 降低了模型更新

阶段的计算量. 评估结果表明, 与其他局部高斯过

程回归方法相比, 本文方法可以显著缩短计算时间,
同时实现与全局高斯过程回归方法相似的预测精

度, 能够更好地处理大量且持续更新的数据. 在真

实工程场景下, 能够很好地完成在线学习功能. 该
模型具有能够快速更新和预测的特点, 满足在线学

习的需求, 对于机器人控制、航空航天等实时产生

大量多维数据的领域, 具有一定的工程意义.
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