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摘    要   针对通信延时环境下的异质车辆队列控制问题, 本文提出了一种基于三阶模型的分布式非线性车辆队列纵向控

制器. 首先, 基于三阶动力学模型描述了车辆的异质特性. 考虑车辆跟驰行为以及异质通信延时, 提出一种通信延时环境下

的异质车辆队列非线性控制器. 所提控制器不仅可以在通信延时以及车辆异质特性的影响下实现队列中车辆的位置、速度

以及加速度的一致性, 而且可以有效避免负的车辆间距和不合理的加/减速度, 保证车辆的运动行为符合交通流理论. 然后,
利用 Lyapunov-Krasovskii定理对车辆队列的稳定性进行分析, 得出车辆队列的稳定性条件和通信延时上界. 最后, 所提控

制器的有效性和稳定性通过数值仿真得到验证.
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Abstract   This paper proposes a distributed nonlinear longitudinal controller for the connected vehicle platoon in
the presence of communication delay based on the third-order model. Firstly, the third-order based dynamic model
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道路交通运输是国民经济的血脉, 但现有道路

基础设施难以扩展, 由于道路通行能力不足和汽车

保有量迅速增加而引起的交通拥堵、尾气污染等问

题使交管部门面临严峻的挑战. 随着自动驾驶技术

和 V2V (Vehicle-to-vehicle)通信技术的迅猛发展,
传统的自适应巡航控制 ACC (Adaptive cruise
control, ACC)逐渐发展成为协同自适应巡航控制 (Co-
operative adaptive cruise control, CACC). 它利

用 V2V通信技术共享车辆状态 (位置、速度、加速

度)信息, 提升了车辆队列的稳定性并降低了反应

延迟[1]. 研究表明, 车辆以队列模式行驶可有效提高

道路通行效率、车辆燃油经济性和行驶安全性[2−3].
因此, 从改善车辆行驶模式的角度研究车辆队列系

 
 

收稿日期 2019-06-06    录用日期 2019-10-28
Manuscript received June 6, 2019; accepted October 28, 2019
国家自然科学基金 (61773082),  重庆市重点研发项目基金

(cstc2018jszxcyzdX0064), 重庆市重点基金 (cstc2017jcyjBX0018),
国家重点研发计划 (2016YFB0100906, 2018YFB1600500), 重庆邮
电大学重点专项基金 (A2018-02)资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(61773082), Key Project of Chongqing (cstc2018jszxcyzdX0064),
Key Natural Science Foundation of Chongqing (cstc2017jcyjBX
0018), National Key Research and Development Program of
China (2016YFB0100906, 2018YFB1600500), and Key Project of Chong-
qing University of Posts and Telecommunications (A2018-02)
本文责任编委 吕宜生
Recommended by Associate Editor LV Yi-Sheng
1. 重庆邮电大学自动化学院智能空地协同控制重庆市高校重点

实验室 重庆 400065
1. Key Laboratory of Intelligent Air-Ground Cooperative Con-

trol for Universities in Chongqing, College of Automation,
Chongqing University of Posts and Telecommunications,
Chongqing 400065

第 47 卷   第 12 期 自   动   化   学   报 Vol. 47, No. 12

2021 年 12 月 ACTA AUTOMATICA SINICA December, 2021



统的控制方法, 以提高道路通行效率和车辆燃油利

用率, 具有巨大的应用价值和研究意义.
车辆队列控制的目标是使队列中车辆保持等间

距匀速行驶, 且要求相邻两车不能发生碰撞[4]. 然而

通信拓扑结构的改变以及通信延时或丢包的存在可

能导致队列中车辆速度振荡, 从而引起队列不稳定.
诸多学者针对这一问题开展了广泛研究[5−12]. 文献 [5]
针对 Ad-hoc型车辆网络的容量限制和 Bernoulli
随机丢包问题, 提出了一种车辆编队算法, 解决了

网络冲突并保证了车辆队列的弦稳定性. 考虑输入

延时和前车间距, 文献 [6]提出一种仅依靠车载传

感器感知信息的车辆队列控制器, 并得出了延时边

界和弦稳定性条件. 利用矩阵特征值分析方法, 文
献 [7]针对多种通信拓扑结构对车辆队列稳定性和

扩展性进行分析, 得到了其稳定条件. 针对通信拓

扑切换问题, 文献 [8]提出一种考虑有限时间稳定

的非线性车辆队列控制器, 实现了固定通信拓扑和

切换通信拓扑下的车辆队列控制. 通过引入Markov
模型描述网络的随机接入过程, 文献 [9]提出一种

适应信道衰落条件下的车辆队列控制算法. 文献 [10]
充分讨论了通信延时对几种主要车辆队列控制方法

的影响, 结论表明领导车辆与跟随车辆状态信息的

传递结构决定了车辆队列的弦稳定性, 而与车辆动

力学和控制器设计无关. 文献 [11]考虑动力传动系

统延时并引入事件驱动机制提出一种适用于 Ad-
hoc网联车辆队列的反馈控制器. 考虑 IEEE 802.
11P协议真实环境下的通信延时, 文献 [12]基于一

致性协议提出一种车辆队列控制方法, 其分析和实

验结果表明领导车辆信息的全局可达对于车辆队列

的稳定性至关重要. 文献 [13]考虑领导车辆的加速

度扰动和风阻, 提出基于一种分层混合模型的鲁棒

延时车辆队列控制器, 并保证了车辆队列的弦稳定

性. 然而, 由于未考虑行车安全, 基于上述研究的车

辆队列控制可能导致相邻车辆间出现碰撞问题.
从车辆队列的匀质/异质性角度来看, 许多与

车辆队列控制有关的研究均假设车辆队列为匀质队

列. 针对匀质车辆队列的协同控制问题, 文献 [14]
利用网联环境下队列中的一致性和队列间的群一致

性, 提出一种新的匀质车辆多队列协同控制器. 文
献 [15]基于分层模糊逻辑, 提出了一种融合滑模控

制和模糊控制的双层变结构控制方法. 事实上匀质

车辆队列的假设过于理想化, 因为真实交通场景中

车辆通常是异质的, 因此部分学者对异质车辆队列

展开了研究. 考虑车辆动力学因素, 文献 [16] 提出

一种三阶异质车辆队列协同控制器, 并引入了基于

代数黎卡提方程的综合分析方法, 得到了控制增益

的稳定性区域. 针对智能车辆传感器失效和采样周

期影响的问题, 文献 [17]提出一种适应切换延时系

统的异质车辆队列控制方法, 保证了队列行驶的一

致性. 文献 [18]基于事件驱动机制提出满足通信资

源有效性和弦稳定性的异质车辆队列控制方法. 针
对参数不确定性问题, 文献 [19]基于反步法提出一

种车辆队列控制策略, 同时满足队列的内部稳定和

弦稳定. 利用车辆的异质特性使队列控制更加符合

实际, 但交通流中车辆间的非线性相互作用的影响

并未在控制器中考虑.
随着车辆队列控制理论的逐步发展, 车辆碰撞

风险的研究引起了学者的关注[20−22]. 文献 [20]分析

得出避免发生碰撞时车辆队列控制器设计应满足的

四个条件, 并具体给出了几种控制因素影响下的控

制器设计方法. 考虑车辆制动场景, 文献 [21]提出

一种积分滑模控制器, 保证车辆队列行驶过程中避

免发生碰撞. 文献 [22]基于二阶积分模型, 提出一

种非线性车辆队列控制器, 避免了车辆间的碰撞.
然而, 上述文献并未对车辆动力学的异质特性和交

通流中车辆跟驰行为对车辆队列控制的影响进行全

面地描述.
本文旨在研究通信延时环境下的车辆队列协同

控制方法. 考虑通信延时和车辆异质特性, 基于车

辆动力学模型, 提出一种新的车辆队列非线性控制

器, 并深入分析通信延时对车辆队列稳定性的影响.
本文的主要创新点包括: 1)与现有文献 [6−7, 9−14,
16−20]中设计的车辆队列线性控制器不同, 本文提

出一种基于车辆三阶动力学模型的非线性队列控制

器; 2)本文所设计的队列控制器, 考虑了车辆间的

跟驰作用关系, 避免出现负的车辆间距和不合理的

加/减速度, 提高行车安全和舒适度, 保证车辆的运

动行为符合交通流理论; 3)考虑了异质通信延时和

异质车辆特性对车辆队列控制的影响, 并利用 Lya-
punov-Krasovskii定理分析得出了通信延时上界,
保证了队列行驶的稳定性.

本文结构如下: 第 1节为问题描述及模型建立,
描述了车辆队列控制问题和通信拓扑结构表征并建

立了车辆动力学模型; 第 2节设计了考虑异质通信

延时的非线性异质车辆队列协同控制器, 并进行了

稳定性和通信延时上界分析; 第 3节进行了不同通

信拓扑结构和有/无通信延时情形下的对比数值仿

真验证和分析; 第 4节进行总结. 

1    问题描述及模型建立
 

1.1    问题描述

如图 1所示交通场景, 考虑 N + 1辆车组成的

异质车辆队列, 领导车辆编号 i = 0, 跟随车辆编号
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· · · ,

G(V, E ,A) V = {1, · · · , N}
G E ⊆ V × V G

A =

[aij ]N×N aij = 1

aij = 0

Ψ = [ρ10, · · · , ρN0]
T

ρi0 = 1 ρi0 = 0

i = 1,2,  N, 车身长度用 l表示. 通过 V2V通信

技术, 队列中的车辆能够相互交换状态信息 (位置

p, 速度 v, 加速度 a), 也可以通过激光雷达等距离传感

器获取与前车的间距 d. 车辆的通信拓扑结构采用

代数图论进行描述. 将队列中跟随车间的通信拓扑

抽象为一个连通图  , 其中 

为图   中节点的集合 ,     表示图   中两

两节点的边集 ,  即跟随车辆间的通信连接 .    

 为连接矩阵,    表示车辆 i 与车辆 j

有通信连接,   表表示车辆 i与车辆 j未建立

通信连接.    为跟随者车辆与领

导车辆的连接矩阵 ,  即与领导车辆的通信连接 ,
 表示 i车与领导车辆建立通信连接,  

表示 i车与领导车辆未建立通信连接. 典型的前车−
领导跟随式 (Predecessor-leader following type,
PLF)和双前车跟随式 (Two-predecessor follwing
type, TPF)通信拓扑结构如图 2所示.

  

Vehicle N Vehicle 3 Vehicle 2 Vehicle 1 Vehicle 0Vehicle N−1

(a) 前车−领导者跟随式
(a) Predecessor-leader following type (PLF)

Vehicle N Vehicle 3 Vehicle 2 Vehicle 1 Vehicle 0Vehicle N−1

(b) 双前车跟随式
 (b) Two-predecessor following type (TPF) 

图 2   通信拓扑结构

Fig. 2    Communication topology
  

1.2    车辆模型建立

根据文献 [23], 可建立车辆动力学模型


ṗi(t) = vi(t) = Ririωi

v̇i(t) = ai(t) = Ririω̇i =

Riri[Ti − ciR
3
i r

3
i ω

2
i −RiriFf,i]

Ji
(1)

ri Ri ωi

Ti ci Ff,i

Ji

其中,   是轮胎半径,   是齿轮比,   是引擎转速,
 为引擎转矩,   为空气阻尼系数,   表示摩擦

阻力,   为引擎转动惯量.
考虑车辆传动系统的迟滞特性, 建立一阶模型

τT,iṪi + Ti = Tdes,i (2)

τT,i Tdes,i式中,   为车辆动力传动系统的时间常数,  
为期望输出力矩.

为了简化计算, 设计线性反馈控制律

Tdes,i = ciR
3
i r

3
i ωi(ωi + 2τT,iω̇i) +

RiriFf,i +
Ji
Riri

ui (3)

ui式中,   为车辆的控制输入.
由上述反馈线性化策略, 可得到三阶车辆动力

学模型
ṗi(t) = vi(t),

v̇i(t) = ai(t), ∀i ∈ {0} ∪ V

τT,iȧi(t) + ai(t) = ui(t),

(4)

pi(t), vi(t), ai(t)

ui(t) τT,i

式中,   分别表示车辆 i的位置, 速度

和加速度.   表示车辆 i的控制输入,   刻画

了动力传动系统的惯性时间, 不同类型的车辆具有

不同的惯性时间, 其刻画了车辆动力学的异质特性. 

1.3    预备知识

引理 1[24]. 设三阶系统的特征多项式为

f(s) = s3 + (Re(z1) + jIm(z1))s
2 + (Re(z2) +

jIm(z2))s+ (Re(z3) + jIm(z3)) (5)

 

State
information

State
information

State
information

State
information

State
information

V2V communication

CN

pN lN
pi li hvi

gs

ddes

di−1, i

hv1
gs

ddes

d0, 1

pi−1 li−1
p1 l1

p0 pl0

aN, vN, pN ai, vi, pi

f (t)

ai−1, vi−1, pi−1 a1, v1, p1 a0, v0, p0

Ci Ci−1 C1 C0

aN ai ai−1 a1 a0

. . . .

Sensor Sensor Sensor Sensor

Vehicle N Vehicle i Vehicle i−1 Vehicle 1 Vehicle 0
 

图 1    车辆队列

Fig. 1    Vehicle platoon
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z1, z2, z3

D1, D2, D3

其中,   为复数, 则系统矩阵 Hurwitz稳定的

必要条件为特征多项式 (5)各项系数构成的主行列

式的各阶主子式  为正.
C([a, b],Rn) [a, b]

Rn ϕ ∈ C([a, b],

Rn)) ∥·∥c :

定义 1. 集合   是一个将区间  
映射到  的连续函数集合, 对于函数 

 , 定义连续范数 

∥ϕ∥c = max
a≤θ≤b

∥ϕ(θ)∥ (6)

∥·∥ ∥·∥2其中, 向量范数  代表  范数.

C([−δ, 0],Rn) [−δ, 0]

ϕ ∈ C([−δ, 0],Rn) ∥ϕ∥c =
max−δ≤θ≤0 ∥ϕ(θ)∥ .

令  为定义在  上的连续函数

的 Banach空间,   , 那么有 

考虑如下延时微分方程{
ẋ(t) = f(t, xt), t ≥ t0

xt0(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−δ, 0]
(7)

δ > 0 ϕ t ≥
t0 xt(·) [t− δ, t] [−δ, 0]

xt(θ) = x(t+ θ), ∀θ ∈ [−δ, 0]

其中,   ,   是初始条件的泛函, 对于给定的 

 ,   表示将区间    映射到   , 也就

是  .

f : R× C([−δ, 0],Rn) → Rn

R× C Rn

u(s), v(s), w(s) s ̸= 0

u(s) v(s) u(0) = v(0) = 0

V : R× C → R,

引理 2[25]. 假设  是一

个  (  中的有界集)到  中有界集的映射, 并且

 是连续非减非负函数, 此外对于  ,

 和  取正值, 且  . 如果存在连

续可微泛函 

u(∥ϕ(0)∥) ≤ V (t, ϕ) ≤ v(∥ϕ∥c) (8)

且

V̇ (t, ϕ)= lim
∆t→0

sup
1

∆t
[V (t+∆t, xt+∆t(t0, ϕ))−

V (t, ϕ)] ≤ −w(∥ϕ(0)∥)

x = 0那么解   是一致稳定的.
s > 0 w(s) > 0此外, 如果对于  ,   , 那么系统是一

致渐近稳定的. 如果

lim
s→∞

u(s) = +∞ (9)

那么系统是全局一致渐近稳定的. 

1.4    控制目标

车辆队列控制旨在使队列中所有车辆保持相同

的速度和期望间距行驶, 可以表示为

pi(t) → p0(t) + hi0v0 −
i∑

n=1

(ln + gs)

vi(t) → v0(t)

ai(t) → a0(t) (10)

gs式中, l表示车身长度,   是相邻两车的安全距离.

假设领导车辆匀速运动 (领导车辆的加速度视

为扰动), 由此, 可定义车辆位置、速度、加速度误差为
p̄i = pi(t)− p0(t)− hi0v0 +

i∑
n=1

(ln + gs)

v̄i = vi(t)− v0(t)

āi = ai(t)− a0(t)

(11)

根据式 (11), 车辆队列控制目标可改写为

lim
t→∞

∥p̄i(t)∥ = 0

lim
t→∞

∥v̄i(t)∥ = 0

lim
t→∞

∥āi(t)∥ = 0 (12)

p̄i(t), v̄i(t), āi(t)式中,   分别表示车辆 i的位置、速

度、加速度误差. 

2    控制器设计与稳定性分析
 

2.1    控制器设计

针对上述车辆队列控制问题, 考虑车身长度的

异质性、车辆位置一致性、速度一致性以及车辆跟

驰行为特性, 设计分布式控制器:

ui(t) = −(σi(t) + γi(t) + δi(t) + ki(t) + λi(t)) (13)

σi(t) =
∑N

j=1 aijki,w

(vi(t)− Vi(∆pij(t)))

∆pij(t)

γi(t) =
∑N

j=1 aijki,v(vi(t)− vj(t− τij(t)))

δi(t) =
∑N

j=1 aijki,p(pi(t)−
pj(t− τij(t))− v0(t− τi0(t))τi0(t)− hijv0 +

∑i
n=j+1

(ln + gs))

v0(t− τi0(t))τi0(t) κi(t) = ρi0k0,v

(vi(t)− v0(t− τi0(t)))

λi(t) = ρi,0k0,p(pi(t)− p0(t− τi0(t))−
v0(t− τi0(t))τi0(t)− hi0v0+

∑i
n=1 (ln + gs))

v0 ( t− τi0(t) ) τi0(t)

注 1. 在控制器 (13) 中,   

 表示车辆 i 与车辆 j 间的非线

性作用关系, 即车辆跟驰作用,   是其平均间

距;     表示车

辆 i与车辆 j的速度差,  

 表示通信延时情况下车辆 i与车辆 j的位

置差,    是间距补偿  

  表示车辆 i与领导车辆 (i =
0) 的速度差,   

   表示通

信延时情况下车辆 i和领导车辆 (i = 0)的位置差,
   是间距补偿.

ki,w > 0, ki,p > 0, ki,v > 0, k0,p > 0,

k0,v > 0 aij ∈ {0, 1} ρi0 ∈ {0, 1}

hij hi0

ln

n (n = 1, · · · , i) gs

τij(t) τi0(t)

在式 (13)中,  
 是反馈控制增益.   和 

分别是跟随车辆 i与车辆 j, 跟随车辆 i与领导车辆

之间的通信连接.   和  分别是跟随车辆 i与车

辆 j, 跟随车辆 i与领导车辆之间的间距常数.   是

第    辆车的长度.   是相邻车辆的安

全距离.   与  分别为跟随车辆 i与车辆 j,
跟随车辆 i与领导车辆之间的通信延时. 车辆跟驰

行为采用最优速度进行刻画[26]:
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Vi(∆pij(t)) = V1 + V2 tanh(C1∆pij(t)− C2) (14)

V1, V2, C1, C2其中,   是描述车辆跟驰行为的正值参数.
∆pij(t) = (pj(t−τij(t))−pi(t)−

∑i
n=1(ln+

gs)), i ̸= j

定 义  

 为车辆跟驰行为影响车辆行驶的平均间距. 

2.2    稳定性分析

hi0 − hj0 = hij = −hji

针对通过 V2X通信获取其他车辆状态信息存

在通信延时的情况, 本文设计了考虑存在通信延时

的控制器 (13). 可将该车辆队列系统视为一个延时

系统, 其稳定性可采用引理 2 (Lyapunov-Kra-
sovskii定理)描述的延时系统稳定性证明方法, 构
造 Lyapunov-Krasovskii泛函加以证明, 其详细证

明过程如下. 首先根据状态方程 (4) 和误差定义

(11), 跟随车辆与领导车辆间的距离时间常数关系

 , 可得误差状态方程:

˙̄pi = v̄i

˙̄vi = āi

τT,i ˙̄ai + āi = −
N∑
j=1

aij [ki,w(v̄i(t) + v0(t) −

Vi(∆pij(t))) + ki,v(v̄i(t) + v0(t)−

v̄j(t− τij(t)) − v0(t− τij(t))) + ki,p(p̄i(t)+

p0(t)− p0(t− τij(t)) − p̄j(t− τij(t))−

v0(t− τi0(t))τij(t))]− ρi0[k0,v(v̄i(t) + v0(t)−

v0(t− τi0(t))) + k0,p(p̄i(t)− p0(t− τi0(t)) +

p0(t)− v0(t− τi0(t))τi0(t))]
(15)

v0(t) = v0(t−
τij(t)) p0(t)− p0(t− τij(t)) = v0(t− τi0(t))τij(t) p0

(t)− p0(t− τi0(t)) = v0(t− τi0(t))τi0(t)

由于领导车辆匀速运动, 因此,  
 ,   ,  

   ,

˙̄pi = v̄i

˙̄vi = āi

τT,i ˙̄ai + āi = −
N∑
j=1

aij [ki,w
(
v̄i(t) + Vi(∆p∗ij(t))−

Vi(∆pij(t))) + ki,v (v̄i(t)− v̄j(t− τij(t)))+

ki,p (p̄i(t)− p̄j(t− τij(t)))]−
ρi0 [k0,v v̄i(t) +k0,pp̄i(t)]

(16)

∆p∗ij(t) = −(v0τij + hijv0)/(i − j), Vi(∆p∗ij
(t)) = v0(t).

式中,     

基于式 (14), 利用泰勒公式线性化可得

Vi(∆pij(t)) = Vi(∆p∗ij(t)) +

V ′
i (∆p∗ij(t))(∆pij(t)−∆p∗ij(t)) (17)

∆pij(t) = (pj(t− τij(t))− pi(t)−
∑i

n=1(ln

+gs)), i ̸= j

由于  

 , 因此式 (17)可以改写为误差形式

Vi(∆pij(t)) = Vi(∆p∗ij(t)) +

V ′
i (∆p∗ij(t))

p̄j(t− τij(t))− p̄i(t)

i− j
(18)

ξij = V ′
i (∆p∗ij(t))/(i− j)令  , 则式 (16)可以改

写为

˙̄pi = v̄i

˙̄vi = āi

˙̄ai = − 1

τT,i

N∑
j=1

aij [(ki,w + ki,v)v̄i(t) −

ki,v v̄j(t− τij(t)) + (ki,p + ki,wξij) (p̄i(t) −

p̄j(t− τij(t)))]−
1

τT,i
ρi0 [k0,v v̄i(t) +

k0,pp̄i(t)]−
1

τT,i
āi

(19)
注 2. 此部分内容主要为误差状态方程的线性

化. 由于考虑车辆跟驰行为特性, 在控制器中引入

了非线性项 (14), 为此, 根据误差定义 (11)变换状

态方程 (4)为误差状态方程 (15), 并采用泰勒公式

获得线性化的误差状态方程 (19), 从而简化后续稳

定性分析过程.

p̄ = [p̄1, · · · , p̄i, · · · , p̄N ]T,

v̄ = [v̄1, · · · , v̄i, · · · , v̄N ]T, ā = [ā1, · · · , āi, · · · , āN ]T.

x̄(t) = [r̄T(t), v̄T(t), āT(t)]T,

τn(t), n = 1, 2, · · · ,m (m ≤ N(N−
1)), (τij(t), i ̸= j, i = 1, · · · , N,

j = 1, · · · , N)

m = N(N − 1)

为了简洁地描述车辆的状态误差, 定义位置、

速度和加速度误差向量:  
    

综合上述误差定义   进一

步定义通信延时  

  表示所有通信延时   
 中与之对应的延时. 当所有延时均不

相等时  .
根据上述定义, 车辆队列系统的误差状态空间

表达式可以用以下延时微分方程表示为

˙̄x(t) = B0x̄(t) +

m∑
n=1

Bnx̄(t− τn(t)) (20)

其中,

B0 =

 0N×N IN×N 0N×N

0N×N 0N×N IN×N

−ΥKp −ΥKv −Υ

 (21)

Bn =

 0N×N 0N×N 0N×N

0N×N 0N×N 0N×N

ΥKn,p ΥKn,v 0N×N

 (22)

且
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Υ = diag
{ 1

τT,1
,

1

τT,2
, · · · , 1

τT,N

}
Kp = diag

{
k̃11,p, k̃22,p, · · · , k̃NN,p

}
Kv = diag

{
k̃11,v, k̃22,v, · · · , k̃NN,v

}
k̃ii,p =

N∑
j=1

aij(ki,p + ki,wξij) + ρi0k0,p,

i = 1, 2, · · · , N

k̃ii,v =

N∑
j=1

aij(ki,w + ki,v) + ρi0k0,v

Kn,p = [k̃ij,np]N×N ,Kn,v = [k̃ij,nv]N×N

其中,

k̃ij,np =


aij(ki,p + ki,wξij), j ̸= i, τn(·) = τij(·)

0, j ̸= i, τn(·) ̸= τij(·)
0, j = i

k̃ij,nv =


aijki,v, j ̸= i, τn(·) = τij(·)

0, j ̸= i, τn(·) ̸= τij(·)
0, j = i

根据牛顿−莱布尼兹公式可得

x̄(t− τn(t)) = x̄(t)−
∫ 0

−τn(t)

˙̄x(t+ s)ds (23)

因此, 将式 (20)代入式 (23), 可得

x̄(t− τn(t)) =

x̄(t)−
∫ 0

−τn(t)

m∑
q=0

Bqx̄(t+ s− τq(t+ s))ds (24)

B0, · · · , Bm

τ0(t) ≡ 0.

式中 ,     由式 (21) 和式 (22) 表示 ,  且
  

将式 (24)代入时变系统 (20)可以得到

˙̄x(t) = B0x̄(t) +

m∑
n=1

Bnx̄(t) −

m∑
n=1

m∑
q=0

BnBq

∫ 0

−τn(t)

x̄(t+ s− τq(t+ s))ds

(25)

BnBq = 0, n =

1, · · · ,m, q = 1, · · · ,m(q ̸= 0).

根据式 (21)和式 (22), 可以得到 

     因此系统 (19)可以

定义为

˙̄x(t) = Sx̄(t)−
m∑

n=1

Hn

∫ 0

−τn(t)

x̄(t+ s)ds (26)

式中,

Hn = BnB0 =

 0N×N 0N×N 0N×N

0N×N 0N×N 0N×N

0N×N ΥKn,p ΥKn,v

 (27)

S = B0 +

m∑
n=1

Bn =

 0N×N IN×N 0N×N

0N×N 0N×N IN×N

−ΥK∗
p −ΥK∗

v −Υ


(28)

K∗
p = −

∑m
n=1 Kn,p +Kp K∗

v = −
∑m

n=1 Kn,v+

Kv

其中,   ,  

 .
注 3. 此部分内容主要为误差状态方程的积分

变换. 利用牛顿−莱布尼兹公式, 对误差状态方程

(20)做积分变换得到式 (26), 为利用 Hadamard不
等式缩放 Lyapunov-Krasovskii泛函, 分析系统稳

定性.

ki,w, ki,p ki,v τn(t) (n = 1, · · · ,m)

τn(t) ∈ [0, τmax] τ̇n(t) ∈ (−∞, rn] (∀t∀n)
rn ≤ 1. τ∗ > 0, τn(t) < τ∗,

∀n∀t

定理  1. 考虑延时系统 (26), 设置控制参数

 和  为正. 假设延时 

是有界的, 即  ,  
且    那么存在常数    对于   

 有

lim
t→∞

x̄(t) = 0 (29)

当且仅当矩阵 S是 Hurwitz稳定.
证明. (充分性): 考虑系统 (26)的 Lyapunov-

Krasovskii泛函:

V (x̄(t)) = x̄T(t)Px̄(t) +

m∑
n=1

∫ t

t−τn(t)

x̄T(η)Mnx̄(η)dη

(30)

P = P T > 0 Mn > 0 (n = 1, · · · ,
m)

其中 , 选取矩阵   且  

 , 并定义如下连续非减的正值函数:

g(x̄(t)) = x̄T(t)Px̄(t)

z(x̄(t− τ∗)) = x̄T(t)Px̄(t) +

m∑
p=1

∫ t

t−τ∗
x̄T(η)Mpx̄(η)dη (31)

τ∗其中,   是可能的最大延时.
根据式 (30)和式 (31), 引理 2的条件 (8)可以

满足, 即

g(x̄(t)) ≤ V (x̄(t)) ≤ z(x̄(t− τ∗)) (32)

对式 (30)求导可得
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V̇ (x̄(t)) = ˙̄xT(t)Px̄(t) + x̄T(t)P ˙̄x(t) +

m∑
n=1

(
x̄T(η)Mnx̄(η)

)
η̇
∣∣∣η=t
η=t−τp(t)

(33)

将式 (26)代入式 (33), 可得

V̇ (x̄(t)) = x̄T(t)

(
STP + PS +

m∑
n=1

Mn

)
x̄(t) −

2x̄T(t)P

m∑
n=1

Hn

∫ 0

−τn(t)

x̄(t+ s)ds −

m∑
n=1

(
x̄T(t− τp(t))Mnx̄(t− τp(t))

)
(1− τ̇p(t))

(34)

ki,w, ki,p ki,v,

S

STP + PS = −Q P = P T.

根据附录 A, 设置参数  和   使得矩

阵  是 Hurwitz稳定的. 且根据 Lyapunov理论, 令

 , 其中, P, Q是正定的,  
Ξ,对于任意的正定矩阵   有[27]

2αTc ≤ αTΞα+ cTΞ−1c (35)

αT = x̄TSHn, c = x̄(t+ s), Ξ = S−1,因此, 令          
那么

2x̄TPHnx̄(t+ s) ≤

x̄TPHnP
−1HT

nP
Tx̄+ x̄T(t+ s)Px̄(t+ s) (36)

根据式 (36), 式 (34)可以改写为

V̇ (x̄(t)) ≤ −x̄T(t)Qx̄(t) + x̄T(t)

m∑
n=1

Mnx̄(t) −

m∑
n=1

τn(t)x̄
T(t)PHnP

−1HT
nP

Tx̄(t) −

m∑
n=1

∫ 0

−τn(t)

x̄T(t+ s)Px̄(t+ s)ds −

m∑
n=1

(
x̄T(t− τn(t))Mnx̄(t− τn(t))

)
(1− τ̇n(t))

(37)

根据 Hadamard不等式[28], 有

f

(
α+ β

2

)
≤ 1

β − α

∫ β

α

f(x)dx ≤ f(α) + f(β)

2
(38)

可以将式 (37)的积分部分进一步缩放, 以及代

入延时边界可得

V̇ (x̄) < −x̄T(t)Qx̄(t) + x̄T(t)

m∑
n=1

Mnx̄(t) −

m∑
n=1

[
τ∗x̄T(t)PHnP

−1HT
nP

Tx̄(t) +

τ∗

2
(x̄T(t)Px̄(t) + x̄(t− τn(t))Px̄(t− τn(t)))

]
−

m∑
n=1

(
x̄T(t− τn(t))Mnx̄(t− τn(t))

)
(1− dn)

(39)

ε(t) = [x̄(t), x̄(t−
τ1), · · · , x̄(t− τm(t))]T

定义一个新的误差状态向量  

 , 将式 (39) 重写为一个更简

洁的形式

V̇ (t) < εT(t)Λε(t) (40)
式中,

Λ=


Λ1 0N×N · · · 0N×N

∗ Λ2 0N×N

...

∗ ∗
. . . 0N×N

∗ · · · ∗ Λm+1

 (41)

其中,

Λ1 = −Q+

m∑
n=1

Mn −
m∑

n=1

τ∗

2

[
2PHnP

−1HT
nP

T + P
]

Λ2 = −τ∗

2
P −M1(1− d1)

...

Λm+1 = −τ∗

2
P −Mm(1− dm) (42)

Λ rn ≤ 1, ∀n = 1, · · · ,m,

n = 2, · · · ,m Λn Λ1

Λ

根据引理 2可得, 保证延时系统一致渐近稳定

的充分条件为   负定. 由于  

因此  时  负定. 因此, 当  负定时,
 是负定的. 即

τ∗ <

||
m∑

n=1
Mn −Q||

||
m∑

n=1
[PHnP−1HT

nP
T + P/2]||

(43)

τn(t) < τ∗, n = 1, · · · ,
m. τn(t) = 0 (n = 1, · · · ,m) ˙̄x(t) = Sx̄(t)

S
limt→∞ ∥p̄i(t)∥ = 0, limt→∞ ∥v̄i(t)∥ = 0, limt→∞ ∥āi
(t)∥ = 0

(必要性): 对于任意延时 

  令   , 对于   是

渐近稳定的 (  是 Hurwitz稳定). 应用引理 1, 可得:

 .  □

注 4. 此部分内容主要为基于引理 2的系统稳

定性分析. 基于引理 2, 通过构造 Lyapunov-Kra-
sovskii泛函 (30), 且满足引理 1的条件 (8), 进一步

根据 Lyapunov理论和 Hadamard不等式得到系统
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的延时上界条件. 

2.3    弦稳定性分析

定义 2. 如果车辆队列系统中相邻两车的间距

误差有如下关系: ∥∥∥∥ Ei(s)

Ei−1(s)

∥∥∥∥
∞

≤ 1 (44)

Ei(s) i− 1其中,   是 i车与  车的间距误差, 则称车辆

队列系统满足弦稳定性 (String stability)[29].

τ∗

将车辆动力学模型 (4)和控制器 (13)进行拉

普拉斯变换, 同时考虑最差情形 (通信延时最大),
即选取  作为系统的通信延时, 经过分析可得

Ei(s) = Ti(s)Ei−1 +
Si(s)d

s
i−1,i

s
(45)

Ti(s) Si(s)

Ti(jω) < 1

其中,   和  的表达式及详细推导过程见附

录 B, 控制增益的选取满足  . 

3    仿真验证

N = 8

li = 4 + lr lr ∈ [0, 1]

p0(0) = 150 p(0) = [126, 105,

83, 64, 43, 22, 1]

本节将所提控制器 (13)与文献 [16]控制器分

别在 PLF和 TPF通信拓扑结构且考虑无通信延时

和存在最大 0.03 s延时情况下进行对比仿真实验,
验证了所提控制器的有效性和通信时延情况下的优

越性. 首先选取  辆车 (1辆领导车辆和 7辆跟

随车辆)作为实验对象. 车辆长度选取为一般的乘

用车长度    m, 其中,   . 在保证无

碰撞风险的情形下, 领导车辆的初始位置设定为

  m, 跟随车辆的初始位置 

  m. 领导车辆的速度如式 (46)所示:

v0(t) =



15 m/s, 0 s ≤ t < 10 s

15 +
7

1 + e−0.55t+17
m/s, 10 s ≤ t < 45 s

22 m/s, 45 s ≤ t < 48 s

15 +
7

1 + e0.55t−41
m/s, 其他

(46)

vi(0) =跟随车辆的初始速度和加速度分别为  

v0(0) ai(0) = 0 m/s2 i = 1, 2, · · · , N.

0 < τ(t) < τ∗ = 10.32× 10−2 s, τ∗
  m/s,   ,    时变延

时    其中,    大于典

型的 IEEE802.11p车联网通信延时[30]. 控制器参数

及车辆结构参数如表 1所示. 

3.1    PLF 通信拓扑结构下的仿真分析

v0,

v1, · · · , v7 Vehicle 0,Vehicle 1, · · · ,Vehicle 7.

领导车辆按照式 (46)所给速度行驶, 跟随车辆

初始时刻速度与领导车辆相同, 在无通信延时和最

大 0.03 s延时情况下, 文献 [16]的控制器和本文所

提控制器 (13) 作用下的位置、速度、加速度和间

距误差轨迹如图 3 ~ 6 所示, 所有仿真图中的  

 分别表示 

图 3 为车辆的位置轨迹. 由图 3(a) 以及图 3(b) ~
 3(d)得出, 在有/无通信延时和文献 [16]的控制器

及本文所提控制器 (13)的作用下, 队列内的所有车

辆能够保持稳定的间距行驶, 并在领导车辆加速和

减速后队列仍能保持稳定和期望的安全间距.
图 4是队列内所有车辆的速度图. 基于图 4, 领

导者具有时变速度, 可以分为 3个阶段: 加速、匀速

和减速. 在文献 [16] 的控制器及本文所提控制器

(13)作用下, 跟随车辆的速度最终可收敛到与领导

车辆速度一致. 图 4(b)和 4(d)表明存在通信延时

情况时, 文献 [16] 的控制器由于未考虑通信延时的

间距补偿, 故在速度收敛后仍产生波动, 且通信延

时越大, 产生的波动幅值也越大, 从而导致车辆队

列的不稳定行驶. 而本文所提控制器考虑了通信延时

的间距补偿, 缓解了由通信延时产生的车辆速度波动.

m/s2

m/s2

m/s2

图 5是加速度图. 由图 5(a)和 5(b)可知, 在加

速阶段, 文献 [16]的控制器作用下跟随车辆最大加

速度振幅为 1.7   , 且跟随车辆加速度更易受到

通信延时的影响, 最大通信延时 0.03 s的情形下,
加速度波动幅度最大约 0.5   . 而图 5(c)和 5(d)

表明本文所提控制器作用下跟随车辆最大加速度振

幅为 1.0   , 在最大通信延时 0.03 s的情形下,

跟随车辆加速度几乎不受影响. 因此所提控制器能
 

表 1    控制器参数

Table 1    Controller parameters

参数 值 单位 参数 值 单位

li l1 = 4.1 l2 = 4 l3 = 4.2 l4 = 4.5 l5 = 4.3 l6 = 4.8 l7 = 5  ,   ,   ,   ,   ,   ,  m gs 10 m

τT,i 
τT,1 = 0.4 τT,2 = 0.55 τT,3 = 0.32 τT,4 = 0.44

τT,5 = 0.38 τT,6 = 0.51 τT,7 = 0.29

  ,   ,   ,   ,
  ,  ,  s hij 0.8 s

ki,w 0.1 — V1 0.675 m/s

ki,v 0.9 — V2 7.91 m/s

ki,p 
k0,p = k1,p = 0.8 k2,p = 0.28 k3,p = 0.32

k4,p = 0.19 k5,p = 0.18 k6,p = 0.176 k7,p = 0.176

  ,   ,   ,
  ,   ,   ,  — C1 0.13 m−1

τ∗ 10.32 × 10−2 s C2 1.57 —
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图 3    PLF拓扑下车辆队列的位置图

Fig. 3    Position profile for a platoon under PLF topology
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图 4    PLF拓扑下车辆队列的速度图

Fig. 4    Velocity profile for a platoon under PLF topology
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图 5    PLF拓扑下车辆队列的加速度图

Fig. 5    Acceleration profile for a platoon under PLF topology
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图 6    PLF拓扑下车辆队列的间距误差图

Fig. 6    Spacing error profile for a platoon under PLF topology
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更好地保证车辆加速度的平稳性和抑制通信延时的

干扰.
图 6是间距误差图. 由图 6(a)和 6(b)可知, 跟

随车辆的位置间距误差最终收敛到一致, 表明在文

献 [16]的控制器作用下, 车辆能够以队列模式行驶,
但容易受到通信延时的影响, 从而导致车辆队列间

距的波动. 图 6(c)和 6(d)表明在本文所提控制器

作用下不仅间距误差能够收敛到一致, 而且能够很

好抑制通信延时的影响. 此外, 领导车辆减速过程

中间距误差始终为正, 且没有负的超调, 表明所提

控制器能够保证车辆队列行驶的安全性. 因为本文

在设计控制器时考虑了车辆跟驰作用.
 

3.2    TPF 通信拓扑结构下的仿真分析

考虑 TPF通信拓扑结构, 在无通信延时和最

大 0.03 s通信延时情况下, 文献 [16]的控制器和本

文所提控制器 (13)作用下的位置、速度、加速度和

间距误差轨迹如图 7 ~ 10所示. 图 7是位置图. 由
图 7(a)和 7(b) ~ 7(d)可知, 在 TPF通信拓扑结构

下, 文献 [16]的控制器和本文所提控制器仍能在无

通信延时和最大 0.03 s通信延时情形下, 使领导车

辆和跟随车辆保持相同间距行驶.

图 8给出了所有车辆的速度曲线. 根据图 8可

知, 领导车辆的运动状态可分为加速、匀速和减速

三个阶段, 最终跟随车辆的速度都收敛到与领导车

辆一致. 进一步由图 8(a)和 8(b)可知, 在文献 [16]
的控制器作用下通信延时使跟随车辆的速度产生波

动, 最大波动约为 0.2 m/s, 且相对于 PLF通信拓

扑结构下的波动更显著. 由图 8(c)和 8(d)可知, 本
文所提控制器由于考虑通信延时的间距补偿, 能够

很好适应通信延时带来的扰动, 且相对于 PLF通

信拓扑, 在领导车辆速度改变时跟随车辆速度有更

剧烈的变化.

m/s2

图 9是加速度图. 根据图 9可知, 跟随车辆的

加速度在领导车辆经过加速和减速阶段后仍能与领

导和车辆保持一致. 由图 9(a)和 9(b)可知, 在文

献 [16]的控制器作用下, 跟随车辆的加速度受通信

延时的影响较大, 最大波动约 0.6   , 且比 PLF

通信拓扑结构下更显著. 图 9(c)和 9(d)说明, 本文

所提控制器能够使跟随车辆的加速度在通信延时的

影响下仍保持平滑, 因此可保证更好的乘坐舒适性,
且相比 TPF通信拓扑, 跟随车辆加速度的幅值会

随着车辆编号的增大而略微增大, 这与文献 [10]中
描述的车辆队列的稳定性与领导车辆和跟随车辆的

通信连接关系紧密的结论相吻合.
图 10是间距误差图. 根据图 10可知, 跟随车
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图 7    TPF拓扑下车辆队列的位置轨迹图

Fig. 7    Position trajectory profile for a platoon under TPF topology
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图 8    TPF拓扑下车辆队列的速度图

Fig. 8    Velocity profile for a platoon under TPF topology
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图 9    TPF拓扑下车辆队列的加速度图

Fig. 9    Acceleration profile for a platoon under TPF topology
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辆能与领导车辆能够保持稳定的队列行驶. 图 10(a)
和 10(b)表明在文献 [16]的控制作用下通信延时会

造成跟随车辆间距误差的波动. 且在领导车辆速度

发生变化时, 跟随车辆的误差间距会产生超调, 因
此在与前车距离较近时可能导致碰撞风险. 而在本

文所提控制器的作用下通信延时对于误差间距的影

响较小, 且在领导车辆速度发生变化时, 跟随车辆

的间距误差没有产生超调, 可以避免碰撞风险. 

4    结论

本文考虑车辆间的非线性作用和通信延时的影

响基于车辆三阶动力学模型提出一种分布式异质车

辆队列非线性纵向控制器. 保证车辆在通信延时的

影响下仍能以队列模式行驶并且避免了负误差间距

的产生 ,  即满足车辆行驶的安全性 .  然后 ,  通过

Lyapunov-Krasovskii定理证明了所提控制器的稳

定性, 并得出通信延时上界. 最后, 考虑无通信延时

和最大 0.03 s通信延时两种场景, 通过数值仿真对

比验证了文献 [16]的控制器与本文所提控制器在

TPL和 PLF通信拓扑结构下的控制效果, 并得出

由于考虑间距补偿和车辆跟驰行为特性, 本文所提

控制器在两种通信拓扑结构下均能更好地抑制通信

延时带来的波动和避免碰撞风险. 

附录 A

S λ S矩阵  的 Hurwitz稳定条件分析: 令  为矩阵  的特

征根, 则有

det(sI3N×3N − S) =

det


 sIN×N −IN×N 0N×N

0N×N sIN×N −IN×N

ΥK∗
p ΥK∗

v sIN×N +Υ


 =

det
(
s3IN×N + s2IN×NΥ+ sIN×NΥK∗

v +ΥK∗
p

)
=

N∏
i=1

(
s3 + s2τ−1

T,i + sτ−1
T,iθi + τ−1

T,iµi

)
(A1)

D1, D2, D3根据引理 1, 其各阶主子式  为

D1 = τ−1
T,i

D2 = τ−1
T,i

(
Re(θi)− (Im(θi))

2 − Re(µi)
)

D3 = τ−1
T,iRe(µi) (Re(θi))2 + τ−1

T,iRe(θi)Im(θi)Im(µi) −

τ−1
T,i (Im(µi))

2 − 2Re(θi) (Re(µi))
2 −

3Re(µi)Im(θi)Im(µi)− Re(θi)Re(µi) (Im(θi))
2 −

Im(µi)(Im(θi))
3 + (Re(µi))

3 (A2)

θi K∗
v µi K∗

p

S

其中,   是  的第 i个特征值,   是  的第 i个特征值.

因此, 根据引理 1, 可得矩阵  是 Hurwitz 稳定的条件为
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图 10    TPF拓扑下车辆队列的间距误差图

Fig. 10    Spacing error profile for a platoon under TPF topology
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ki,w > 0, ki,p > 0 ki,v > 0 D1, D2, D3 ,   , 且    均为正. 

附录 B

根据车辆动力学模型 (4)可得
...
p i= −τ−1

T,i
ai(t) + τ−1

T,i
ui(t) (B1)

L(·)对式 (B1)进行 Laplace变换 

Xi(s) = Hi(s)Ui(s) +
xi(0)

s
(B2)

Xi(s) = L(pi), Ui(s) = L(ui), Hi(s)=
1

τT,is2(s+ τ−1
T,i )

xi(0)

其中,         ,

 为初始条件, 以 PLF通信拓扑为例, 证明车辆队列系

统的弦稳定性.

ui ds
i,0

=
∑i

n=1(ln + gs)

ui

利用式 (17)线性化控制器  , 且令    .

将控制器  做 Laplace变换.

i = 1当  时,

U1(s) = k0,pE1(s) + k0,vs(X0 −X1) (B3)

i = 2, · · · , N当  时,

Ui(s) = k0,p
(
X0e−sτ∗

−Xi +

sX0τ
∗ + shi0X0 −

ds
i,0

s

)
+ k0,vs(X0 −Xi) +

(ki,p − ξi,i−1ki,w)Ei + ki,ws(X0 −Xi) +

ki,vs(Xi−1e−sτ∗
−Xi) (B4)

其中,

Ei(s) = Xi−1e−sτ∗
−Xi + sX0τ

∗ + shi,i−1X0 −
ds
i,i−1

s
(B5)

将式 (B4)代入式 (B2)可得:

Xi(s) = Hik0,p
(
X0e−sτ∗

−Xi + sX0τ
∗ +

shi0X0 −
ds
i,0

s

)
+Hik0,vs(X0 −Xi) +

Hi(ki,p − ξijki,w)Ei +

ki,ws(X0 −Xi) +

Hiki,vs(Xi−1e−sτ∗
−Xi) +

xi(0)

s
(B6)

i = 1当  时,

X1(s) = H̄k0,pE1(s) + H̄k0,vsX0 +

1

(1 +H1sk0,v)s
x1(0) (B7)

其中,

H̄i =
Hik0,p

1 +Hisk0,v
(B8)

于是将式 (B7)代入式 (B5)可得:

E1(s) =
e−sτ∗

1 + H̄k0,p
X0 −

H̄k0,vs

1 + H̄k0,p
X0 +

sτ∗

1 + H̄k0,p
X0 +

sh1,0

1 + H̄k0,p
X0 −

1

1 + H̄k0,p

[
ds
1,0

s
+

1

(1 +H1sk0,v)s
x1(0)

]
(B9)

E1(s) = W1(s)X0(s) + S1(s)
ds
0,1

s
(B10)

x1(0) = ds1,0 = −ds0,1其中,   ,

W1(s) =
e−τ∗s − H̄k0,vs+ sτ∗ + sh1,0

H̄k0,p + 1
(B11)

S1(s) =
1

H̄k0,p + 1

(
1 +

1

s(1 +H1sk0,v)

)
(B12)

i = 2当  时,

X2(s) = H2k0,p
(
X0e−sτ∗

−X2 + sX0τ
∗ +

sh2,0X0 −
ds
2,0

s

)
+H2k0,vs(X0 −X2) +

H2(k2,p − ξ2,1k2,w)E2 + k2,ws(X0 −X2) +

H2k2,vs(X1e−sτ∗
−X2) +

x2(0)

s
(B13)

h2,0 = h2,1+

h1,0 ds2,0 = ds2,1 + ds1,0

假设车辆队列满足稳定性, 那么可以得到   

 ,   , 于是由式 (B13)可得

X2(s) = C2

(
E1 +X1 + sh2,1X0 −

ds2,1

s

)
+

H2k0,vs

B2
X0 +D2E2 +

k2,ws

B2
X0+

H2k2,vse−sτ∗

B2
X1 +

x2(0)

B2s
(B14)

B2 = 1 +H2k0,p +H2k0,vs+ k2,ws+H2 k2,vs, C2 =

H2
k0,p

B2
, D2 =

H2(k2,p − ξ2,1k2,w)

B2
.

其中,       

   

X1e−τ∗s,将式 (B14)两边同时减去  且根据式 (B5), 可

将式 (B14)改写为

(−1−D2)E2(s) = C2E1 + F2X0 +

[
C2 − e−τ∗s +

H2k2,vse−sτ∗

B2

]
X1 − C2

ds2,1

s
+

ds
2,1

s
+

x2(0)

B2s
(B15)

F2 = C2h2,1s+
H2k0,vs

B2
+

k2,ws

B2
− sτ∗− sh2,1.其中,      

X1 X0根据式 (B7)和式 (B9), 分别将  和  代入式 (B15)中

可得:
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E2(s) =
1

−1−D2

{[
C2 +

(
C2 − e−τ∗s +

H2k2,vse−sτ∗

B2

)
H̄k0,p

]
E1 +

[
F2 +

(
C2 −

e−τ∗s +
H2k2,vse−sτ∗

B2

)
H̄k0,vs

]
W−1

1 E1 −

[
F2 +

(
C2 − e−τ∗s +

H2k2,vse−sτ∗

B2

)
H̄k0,vs

]

W−1
1 S1

ds
0,1

s
+

[(
C2 − e−τ∗s +

H2k2,vse−sτ∗

B2

)

x1(0)

(1 +H1sk0,v)s
− C2

ds2,1

s
+

ds2,1

s
+

x2(0)

B2s

]}
(B16)

E2(s) = T2(s)E1 + S2(s)
ds1,2

s
(B17)

其中,

T2(s) =
1

−1−D2

[
C2 +

(
C2 − e−τ∗s +

H2k2,vse−sτ∗

B2

)
H̄2k0,p

]
+

1

−1−D2

[
F2 +

(
C2 − e−τ∗s +

H2k2,vse−sτ∗

B2

)
H̄2k0,vs

]
W−1

1

(B18)

S2(s) =
1

−1−D2

[
F2 +

(
C2 − e−τ∗s+

H2k2,vse−sτ∗

B2

)
H̄2k0,vs

]
W−1

1 S1 +
1

−1−D2[(
C2 − e−τ∗s +

H2k2,vse−sτ∗

B2

)
1

(1 +H1sk0,v)s
−

C2 + 1 +
2

B2s

]
(B19)

其中,

x1(0) = ds10, x2(0) = ds20 = 2ds21 = 2d10,

D2 =
H2(k2,p − ξ2,1k2,w)

B2
, C2 = H2

k0,p

B2
,

B2 = 1 +H2k0,p +H2k0,vs+ k2,ws+H2k2,vs,

H̄2 =
H2k0,p

1 +H2sk0,v
,

F2 = C2h2,1s+
H2k0,vs

B2
+

k2,ws

B2
− sτ∗ − sh2,1,

W1(s) =
e−τ∗s − H̄k0,vs+ sτ∗ + sh1,0

H̄k0,p + 1
.

同理推广可得:

Ei(s) = Ti(s)Ei−1 + Si(s)
dsi−1,i

s
(B20)

其中,

Ti(s) =
1

−1−Di

[
Ci +

(
Ci − e−τ∗s +

Hiki,vse−sτ∗

Bi

)
H̄ik0,p

]
+

1

−1−Di

[
Fi +

(
Ci − e−τ∗s +

Hiki,vse−sτ∗

Bi

)
H̄k0,vs

]
W−1

i−1 (B21)

Si(s) =
1

−1−Di

[
Fi +

(
Ci − e−τ∗s +

Hiki,vse−sτ∗

Bi

)
H̄k0,vs

]
W−1

i−1Si−1 +
1

−1−Di[(
Ci − e−τ∗s +

Hiki,vse−sτ∗

Bi

)
1

(1 +Hi−1sk0,v)s
−

Ci + 1 +
2

Bis

]
(B22)

其中,

Di =
Hi(ki,p − ξi,i−1ki,w)

Bi
, Ci = Hi

k0,p

Bi
,

Bi = 1 +Hik0,p +Hik0,vs+ ki,ws+Hiki,vs,

H̄i =
Hik0,p

1 +Hisk0,v
,

Fi = Cihi,i−1s+
Hik0,vs

Bi
+

ki,ws

Bi
− sτ∗ − shi,i−1,

Wi−1(s) =
e−τ∗s − H̄k0,vs+ sτ∗ + shi−1,0

H̄k0,p + 1
.
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