
 

 

集合约束下多智能体系统分布式固定时间优化控制

陈 刚 
1
    李志勇 
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摘    要   本文研究一类具有状态约束的多智能体系统优化控制问题, 提出了一种具有固定时间收敛特性的分布式优化控

制算法. 该控制算法由局部投影模块、一致性模块和梯度模块构成, 其中局部投影模块确保智能体的状态在固定时间内收敛

到局部约束集合, 基于时变增益的一致性模块实现所有智能体的状态在固定时间内收敛到一致值, 基于时变增益的梯度模

块实现智能体的状态在固定时间内收敛到最优解. 利用凸优化理论和固定时间李雅普诺夫理论, 分析了算法的固定时间收

敛特性. 算法收敛时间的上界值不依赖系统的初始条件, 因而可以根据任务需求来预先设计收敛时间. 最后通过数值仿真验

证了理论结果的有效性.
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Abstract   This paper studies a class of optimization problem with local constraints for multi-agent systems, and a
distributed optimization algorithm with fixed-time convergence is proposed. The proposed distributed controller
consists of local projection module, consensus module and gradient module. The local projection module is used to
ensure that the states converge to the local constraint set in the fixed time; the consensus module with time-vary-
ing gain guarantees the fixed-time state consensus; the gradient module with time-varying gain ensures the states
converge to the optimal solution in fixed-time. The fixed-time convergence of the proposed algorithm is analyzed by
using the convex optimization and the fixed-time Lyapunov theory. Since the upper bound of convergence time
for the proposed algorithm does not depend on the initial condition, it possible to predesign the convergence
time according to the task requirements. Finally, numerical simulations verify the effectiveness of the theoretical
results.
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分布式优化在多机器人系统、传感器网络、机

器学习等领域应用前景广阔, 因此成为了当前的一

个研究热点[1−2]. 基于多智能体系统框架的各种分布

式算法被相继提出并用于解决各类优化问题 [3−16].

文献 [3]利用离散时间一致性和次梯度法求解无约

束分布式优化问题. 文献 [4]采用分布式投影次梯

度法解决带集合约束的优化问题. 基于原始对偶最

优解的鞍点特征, 文献 [5]设计分布式原始对偶次

梯度算法, 求解带等式和不等式约束的优化问题.
文献 [6]采用一种近似梯度算法求解无精确梯度信

息的受约束分布式凸优化问题. 文献 [7]利用一种

基于投影梯度的分布式分层算法求解受集合约束的

大规模多簇优化问题. 文献 [8]应用一种分布式优

化最小化方法来解决拉普拉斯正则化问题. 利用连

续时间动力学系统分析工具[9−16], 分布式连续时间

算法也得到广泛的关注. 文献 [10]采用一种基于零

梯度和原理的分布式连续时间算法求解无约束优化

问题. 文献 [11]给出一种分布式连续时间算法, 使
得智能体状态量收敛到约束集合内的最优一致值.
基于拉格朗日乘子法和KKT (Karush-Kuhn-Tucker)
条件, 文献 [12]给出一种求解带局部不等式约束的

分布式连续时间优化算法. 文献 [13]采用基于神经

动力学的分布式计算方法求解带全局耦合约束的凸
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优化问题. 文献 [14]采用分布式比例积分协议求解

受约束最优化问题. 文献 [15]研究时变目标函数下

的分布式无约束优化问题.

收敛速率是评价算法性能的重要指标之一. 基

于线性协议的分布式优化算法[3−16] 仅实现渐近或指

数收敛, 理论上在时间趋于无穷时获得最优解, 这

导致实际应用中只能得到次优解. 然而, 一些实际

应用需要快速求取优化解, 例如燃料有限的宇宙飞

船交会对接问题, 能源系统的在线实时调度等问题.

为加速算法的收敛速度, 近年来分布式有限时间收

敛算法得到广泛关注[17−20]. 基于分布式零梯度和优

化算法[10] 和有限时间一致性方法, 文献 [17]给出一

种有限时间分布式一致性优化算法. 文献 [18]针对

时变目标函数优化问题, 提出一种基于二阶多智能

体系统的分布式有限时间算法. 文献 [19]利用梯度

符号信息, 提出一种分布式有限时间优化算法. 文

献 [17−19]仅考虑无约束优化问题. 文献 [20]提出

的分布式有限时间优化算法能处理非一致梯度增益

和集合约束. 虽然有限时间控制拥有收敛速率快、

干扰抑制性好、鲁棒性强等优点[21−23], 但其收敛时间

的上界取决于系统初始状态, 且随着初始值的增大

而增大. 当系统初始状态未知时, 收敛时间难以预

先估计.

为克服有限时间控制的不足, 文献 [24]提出了

固定时间稳定的概念, 固定时间控制使得收敛时间

的上界不依赖系统初始状态, 仅与控制参数相关.

分布式固定时间一致性算法已得到广泛研究[25−29].

对于带约束的优化问题, 分布式固定时间一致性算

法往往不能直接用于求解. 目前关于分布式固定时

间优化算法还未得到广泛研究. 对于无约束优化问

题, 文献 [30]的分布式算法能实现智能体状态量的

固定时间一致性, 而最优解为渐近收敛. 文献 [31]

利用分布式固定时间算法求解带等式约束的优化

问题.

受现有研究的启发, 本文利用时变增益法和固

定时间投影法, 提出一类新的分布式算法, 用于求

解集合约束下多智能体系统凸优化问题. 提出的固

定时间投影法既能处理智能体相同局部集合约束的

情况, 也易于处理智能体不同局部集合约束的情形.

不同于现有渐进收敛算法[3−16], 本文的算法能在固

定时间内收敛于最优解. 采用固定时间李雅普诺夫

函数法严格证明了算法的固定时间收敛特性. 在满

足全局目标函数强凸的条件下, 本算法允许局部目

标函数是非凸的. 

1    问题描述和预备知识

R R+ Rn

n yyy = [y1, · · · , yn]T ∈ Rn

zzz=[z1, · · · , zn]T∈Rn yyyzzz=[y1z1, · · · , ynzn]T ∈ Rn

sig(yyy)γ

sign(yyy)|yyy|γ sign(yyy) = [sign(y1), · · · , sign(yn)]T

|yyy|γ = [|y1|γ , · · · , |yn|γ ]T γ > 0 ∥yyy∥l yyy

l ∥yyy∥l = (
∑n

i=1 |yi|l)
1
l ∥yyy∥ll (∥yyy∥l)l =∑n

i=1 |yi|l ∇f(yyy) f(yyy) yyy 111n(000n)

n In n× n

⊗

本文中,  ,   和  分别表示实数、非负实数和

 维实空间. 对于两个实列向量 

和 ,  
表示它们对应的分量分别相乘 .  令   表示

, 其中,  ,
,  .   表示向量   的

 范数 (即  ), 且  表示 

.   表示函数  在  处的梯度.  

表示元素全为 1 (0) 的   维列向量,    表示  

维单位矩阵,   表示克罗内克乘积. 

1.1    问题描述

n考虑由  个智能体组成的多智能体系统, 每个

智能体的动力学模型由如下的连续时间单积分器

描述

ẋxxi = uuui (1)

xxxi ∈ Rm i uuui ∈ Rm

i

uuui

其中,   表示第  个智能体的状态,  
为第  个智能体的控制输入. 本文将设计控制输入

 使得多智能体系统在固定时间内求解如下带集合

约束的优化问题

min f(xxx) =
n∑

i=1

fi(xxx)

s.t. xxx ∈ Ω =

n∩
i=1

Ωi (2)

f(xxx)

fi(xxx) : Rm → R Ωi ⊂ Rm

i fi(xxx) Ωi i

其中, 全局目标函数  为每个智能体的局部目标

函数  之和;   为闭凸集合, 表
示第  个智能体的局部集合约束;   和  为第 

个智能体的局部信息. 优化问题 (2)等价于如下优

化问题

min f(xxx) =
n∑

i=1

fi(xxxi)

s.t. xxxi = xxxj ∈ Ω =

n∩
i=1

Ωi (3)

优化问题 (2) 和 (3) 有广阔的工程应用范围.
例如, 智能电网中储能系统的优化管理和电力负载

的最优分配[12, 30, 32], 传感器网络中未知参数的估计

和未知目标的定位[32−33], 机器学习中基于损失函数

最小化的模型拟合[1].

g(zzz) : Rn → R
zzz1, zzz2 0 < c < 1 g(czzz1 + (1− c)zzz2) ≤

cg(zzz1) + (1− c)g(zzz2) g(zzz)

在对目标函数进行描述前, 先介绍一些关于凸

函数的概念[34−35]. 对于实函数 , 如果对

任意的   和   ,  有  

, 则称   为凸函数; 此外, 若
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σ > 0 g(czzz1 + (1− c)zzz2) ≤ cg(zzz1)+

(1− c)g(zzz2)− 1
2σc(1− c)∥zzz1 − zzz2∥22 g(zzz)

σ g(zzz) g(zzz)

zzz1, zzz2 g(zzz1) ≥ g(zzz2) +∇g(zzz2)
T(zzz1−

zzz2) g(zzz) σ zzz1, zzz2

g(zzz1)− g(zzz2)−∇g(zzz2)
T(zzz1 − zzz2) ≥ σ

2 ∥zzz1 − zzz2∥22

存在常数  ,  使得  

 成立, 则称  

为  强凸函数. 当  连续可微时,   为凸函数当

且仅当对任意的 , 有 

;  为  强凸函数当且仅当对任意的 , 有
  .

为实现多智能体系统 (1)在固定时间内求解优

化问题 (3), 本文给出如下假设.
fi(xxx)

f(xxx)

假设 1. 局部目标函数  是连续可微的, 全
局目标函数  是强凸的.

Ωi

Ω ̸= ∅
假设 2. 所有局部闭凸集合  的交集是非空的,

即 .
注 1. 假设 1和假设 2意味着优化问题 (2)有

唯一最优解[35]. 全局目标函数的强凸性不要求所有

局部目标函数是强凸的 (或者凸), 这意味着本文的

假设允许某些局部目标函数是非凸的, 仿真实例将

进一步说明. 

1.2    代数图论

G = (V, E, A) V = {1, 2, · · · , n}
E ⊆ V × V

A = [aij ] ∈ Rn×n

(i, j) ∈ E i j

i Ni = {j ∈ V |(i,
j) ∈ E} (i, i1), (i1, i2), · · · , (ik, j)

i j i

j G (i, j) ∈ E

aij = aji = 1 aij = 0 L =

[lij ] ∈ Rn×n lii =
∑n

j=1 aij lij = −aij , ∀i ̸= j

111T
nyyy = 0, yyyTLyyy ≥

λ2(L)yyy
Tyyy λ2(L)

多智能体系统的双向通信拓扑用加权无向图

 来描述 . 其中 ,    表

示智能体的集合,   表示智能体间的通信

链路集合, 加权邻接矩阵  表示通信

权重. 一条边  意味着智能体  和  能相互

交换信息. 智能体  的通信邻居表示为 

.  若存在一组边  ,
则称智能体  和  是连通的. 当任意两个智能体  和

 都是连通的, 则称图  是连通的. 如果 ,
则 , 否则 . 定义拉普拉斯矩阵 

,  其中  , .

对于一个无向连通图 ,  如果   则    

, 其中   为拉普拉斯矩阵的最小非零

特征值. 

1.3    相关引理

h : (a, b) → R定义连续函数  的 Dini导数为

D+h(t) = lim
s→0+

sup
h(t+ s)− h(t)

s
(4)

如下引理可用于计算 Dini导数.
V (t, xxx) = maxi=1, ···, n Vi(t, xxx)

Vi(t, xxx) : R×Rn→ R i=1, · · · , n Γ(t) =

{i : V (t, xxx) = Vi(t, xxx)}

引理 1[9]. 令 , 其中

,  , 连续可微. 记 

, 则

D+V (t, xxx) = max
i∈Γ(t)

V̇i(t, xxx)

Θ ⊂ Rn yyy ∈ Rn PΘ(yyy)对于给定的闭凸集   和点 , 令 

yyy Θ |yyy|Θ = infzzz∈Θ ∥yyy − zzz∥2 yyy

Θ yyy ∈ Rn

PΘ(yyy) ∈ Θ |yyy|Θ = ∥yyy − PΘ(yyy)∥2

表示  在  上的投影;   表示  
和  之间的距离. 对于任意点  , 存在唯一的

投影点   使得   . 后续

的分析需要如下的引理.
Θ ⊂ Rn

yyy, zzz ∈ Rn

引理 2 [11 ]. 对于给定的闭凸集   和向量

, 存在以下关系

(yyy − PΘ(yyy))
T(zzz − yyy) ≤ |yyy|Θ(|zzz|Θ − |yyy|Θ) (5)

ζ1, ζ2, · · · , ζn ≥ 0引理 3[25]. 令 , 则有

n∑
i=1

ζbi ≥

(
n∑

i=1

ζi

)b

, 若 0 < b ≤ 1 (6)

n∑
i=1

ζbi ≥ n1−b

(
n∑

i=1

ζi

)b

, 若 1 < b < ∞ (7)

引理 4[24]. 考虑如下系统

ẋxx = f(t, xxx), xxx(0) = xxx0 (8)

x = [x1, x2, · · · , xn]
T ∈ Rn

f : R+ × Rn → Rn

V : Rn → R+

V (xxx) = 0 ⇔ xxx = 000n α, β, p,

q, k > 0 : pk < 1, qk > 1

其中,  . 如果非线性函数

 不连续, 则系统 (8)的解为 Filip-
pov意义下的解. 假设原点是系统 (8)的一个平衡

点. 如果存在一个径向无界函数  使得

满足: 1)   ; 2) 存在常数  

, 使得

D+V (xxx(t)) ≤ −(αV p(xxx(t)) + βV q(xxx(t)))k

T (xxx0)

则系统 (8)为全局固定时间稳定, 且收敛时间估计

值  满足

T (xxx0) ≤
1

αk(1− pk)
+

1

βk(qk − 1)
, ∀xxx0 ∈ Rn (9)

下面的引理推广文献 [29]中引理 1, 使得本文

的控制参数不依赖拉普拉斯矩阵的最小非零特

征值.

V (xxx) : Rn → R+ b > 0 k > 0

V (xxx) = 0 ⇔ xxx = 000n V̇ = −bV − 2
k
η̇
ηV

η

引理 5. 对于系统 (8), 如果存在径向无界连续

可微函数 , 以及常数   和  ,
使得: 1)  ; 2)  ,

其中,   为如下时变函数

η(t, T ) =


Th

(T + t0 − t)
h
, t0 ≤ t < T + t0

1, t ≥ T + t0

(10)

η且  的导数为

η̇(t, T ) =


h

T
η(1+

1
h ), t0 ≤ t < T + t0

0, t ≥ T + t0

(11)
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h > 2 η t0 + T η̇(t0 + T )

T

其中, 参数 ,   在  处的导数  采

用文献 [29]所定义的右导数. 则系统 (8)全局固定

时间稳定且收敛时间为固定值 .
t ∈ [t0, t0 + T )

η(t) η(t)−ι (ι>0) [t0, t0+T )

limt→(t0+T )− η(t)−ι = 0 V̇ = −bV−
2
k
η̇
ηV kη2

证明. 首先分析  时的情形. 根据

 的定义可知,    在   是单调递

减的, 且 . 在等式 

 的两边分别乘以 , 得到

kη2V̇ = −bkη2V − 2η̇ηV (12)

η2V k对  求导, 可得

d
(
η2V k

)
dt

= V k−1kη2V̇ + 2ηη̇V k (13)

将式 (12)代入式 (13), 可得

d
(
η2V k

)
dt

= −bkη2V k (14)

求解式 (14), 得到

V k = η−2e−bk(t−t0)V k(t0)

t ∈ [t0 + T, ∞)

t ≥ t0 + T V ≡ 0 t ≥ t0 +

T xxx(t) ≡ 000n □

当  时, 应用文献 [29]中引理 1类
似的分析得到, 当  时,  . 即 

 时,  .     

2    分布式固定时间优化控制算法

Ωi = Ωj = Ω

在本节, 首先解决智能体相同局部集合约束下

的优化问题 (2), 即  时的情形; 然后考

虑局部约束集合不同的情形. 

2.1    相同局部集合约束下的分布式优化

i Ωi = Ω

uuui

本小节将解决多智能体相同局部集合约束下的

优化问题 (2), 即任意智能体  的集合约束为 .
智能体的控制输入  设计为

uuui = ρ1
∑

j∈Ni

δδδij + ρ2

(
k3
∑

j∈Ni

βijsign (δδδij)− βββi

)
+

ρ2|k3
∑

j∈Ni

βijsign (δδδij)−βββi|sign (PΩ (xxxi)−xxxi)+

k4sig(PΩ (xxxi)− xxxi)
µ
+ k5sig(PΩ (xxxi)− xxxi)

ν

(15)

k3, k4, k5 0 < µ < 1, ν > 1

δδδij , βββi, βij xxxj − xxxi, ∇fi(xxxi), ∥βββi∥2 +

∥βββj∥2 ρ1 ρ2

其中,   为正的增益,   为控制

参数,   分别表示  
, 时变增益  和   设计为

ρ1 = k1 + c1
η̇ (t, T2)

η (t, T2)
(16)

ρ2 = k2 + c2
η̇ (t, T3)

η (t, T3)
(17)

k1, k2, c1, c2 T2, T3

T

T2, T3

其中,   为正的增益,   为设定的时

间参数. 由引理 5和后续的分析过程可知, 时变增

益的时间参数  直接影响控制器的收敛时间. 理论

上, 时间参数  可以设置为任意正常数以满足

任务需求; 而实际应用中, 时间参数会受物理设备

的约束. 因此, 该参数可在物理允许的范围内根据

期望的收敛时间值直接设置.

T1 t ≥ T1

xxxi = PΩ(xxxi) ∀i

引理 6. 当假设 1和假设 2成立, 在控制协议

(15)的作用下, 每个智能体的状态量在固定时间内

收敛到约束集合, 即存在一个固定时间 , 当 

时,  ,  .
证明. 选择如下李雅普诺夫函数

V1 = max
i=1, ···, n

V i (18)

V i = ∥xxxi − PΩ(xxxi)∥22其中,  .
I(t) t V1用  表示   时刻取最大值  的智能体集合.

根据引理 1可得

D+V1 = max
i∈I(t)

V̇ i (19)

V i对  求导并根据式 (15), 可得

V̇ i = 2(xxxi − PΩ(xxxi))
Tẋxxi =

2ρ1
∑
j∈Ni

(xxxi − PΩ(xxxi))
Tδδδij+

2ρ2(xxxi−PΩ(xxxi))
T

k3 ∑
j∈Ni

βijsign (δδδij)− βββi

−

2ρ2|xxxi − PΩ(xxxi)|T
∣∣∣∣∣∣k3

∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi

∣∣∣∣∣∣−
2k4 ∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+µ

1+µ − 2k5 ∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+ν
1+ν

(20)

注意到

2ρ2(xxxi − PΩ(xxxi))
T

k3
∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi

−

2ρ2
∣∣xxxi − PΩ(xxxi)|T

∣∣∣∣∣∣k3
∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi

∣∣∣∣∣∣ ≤ 0

因此, 式 (20)可化简为

V̇ i ≤ 2ρ1
∑
j∈Ni

(xxxi − PΩ(xxxi))
Tδδδij −

2k4∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+µ
1+µ − 2k5∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+ν

1+ν

(21)

对式 (21)右侧第 1项应用引理 2, 可得
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V̇ i ≤ 2ρ1
∑
j∈Ni

|xxxi|Ω (|xxxj |Ω − |xxxi|Ω)−

2k4∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+µ
1+µ − 2k5∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+ν

1+ν

(22)

V1根据  的定义, 有

D+V1 ≤ max
i∈I(t)

[
− 2k4∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+µ

1+µ−

2k5∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+ν
1+ν

]
(23)

对式 (23)右侧应用引理 3, 可得

D+V1 ≤ max
i∈I(t)

[
− 2k4∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+µ

2 −

2k5m
1−ν
2 ∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+ν

2

]
(24)

将式 (24)进一步写为

D+V1 ≤ max
i∈I(t)

[
− 2k4∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+µ

2 −

2k5m
1−ν
2 ∥PΩ(xxxi)− xxxi∥1+ν

2

]
=

− 2k4

[
max
i∈I(t)

∥PΩ(xxxi)− xxxi∥22
] 1+µ

2 −

2k5m
1−ν
2

[
max
i∈I(t)

∥PΩ(xxxi)− xxxi∥22
] 1+ν

2

=

− 2k4(V1)
1+µ
2 − 2k5m

1−ν
2 (V1)

1+ν
2 (25)

V1 T1 ≤
1

k4(1− µ)
+

1

k5m
1−ν
2 (ν − 1)

t ≥ T1

xxxi = PΩ(xxxi) ∀i
t ≥ T1 □

应用引理 4 可知 ,     在固定时间    

 内收敛到 0, 即当 

时, 有 ,  . 这表明每个智能体的状态在

 后始终满足约束.    

k3 ≥ 2n

T1 + T2

引理 7. 如果多智能体系统的无向通信拓扑是

连通的, 且假设 1和假设 2成立, 多智能体系统 (1)
在控制协议 (15)作用下, 且增益   时, 所有

智能体的状态量在固定时间  内实现一致.
t ≥ T1 xxxi = PΩ(xxxi)

t ≥ T1

证明. 由引理 6可知, 当   时, 有   .
因此当   时, 智能体的动态特性可描述为

ẋxxi = ρ1
∑
j∈Ni

δδδij + ρ2

k3
∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi


(26)

选择如下李雅普诺夫函数

V2 =
1

2

n∑
i=1

∥xxxi − x̄xx∥22 (27)

x̄xx = 1
n

∑n
j=1 xxxj V2 = 0

xxxi = x̄xx

其中 ,    .  显然 ,    ,  当且仅当

.
V2根据式 (26), 对  求导可得

V̇2 =

n∑
i=1

(xxxi − x̄xx)T

ẋxxi −
1

n

n∑
j=1

ẋxxj

 =

n∑
i=1

(xxxi − x̄xx)Tẋxxi =

ρ1

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxi − x̄xx)Tδδδij︸ ︷︷ ︸
ItemⅠ

+

ρ2k3

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxi − x̄xx)T(βijsign(δδδij))︸ ︷︷ ︸
ItemⅡ

−

ρ2

n∑
i=1

(xxxi − x̄xx)Tβββi︸ ︷︷ ︸
ItemⅢ

(28)

式 (28)中, 第 2个等式利用等式关系

n∑
i=1

(xxxi − x̄xx)T

 1

n

n∑
j=1

ẋxxj

=

(
n∑

i=1

xxxi−
n∑

i=1

x̄xx

)T

×

 1

n

n∑
j=1

ẋxxj

=

 n∑
i=1

xxxi−
n∑

j=1

xxxj

T 1

n

n∑
j=1

ẋxxj

 =

000T
m

 1

n

n∑
j=1

ẋxxj

 = 0

ItemⅠ G对式 (28)右侧的第  项, 考虑到通信图  是无

向且连通的, 可得

ItemⅠ =
ρ1
2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxi − x̄xx)Tδδδij+

ρ1
2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxj − x̄xx)Tδδδji =

ρ1
2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxi − x̄xx)Tδδδij−

ρ1
2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxj − x̄xx)Tδδδij =

− ρ1
2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxj − xxxi)
T(xxxj − xxxi) =

− ρ1
2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

∥(xxxj − x̄xx)− (xxxi − x̄xx)∥22 =

− ρ1X̃XX
T
(L⊗ Im)X̃XX (29)

X̃XX=[xxxT
1 − x̄xxT, xxxT

2 − x̄xxT, · · · , xxxT
n − x̄xxT]T (111T

n⊗
Im)X̃XX = 000m X̃XX

T
(L⊗ Im)X̃XX ≥ λ2(L) X̃XX

T
X̃XX

其中,  . 由于 

 成立, 则有   .

因此, 式 (29)可化简为
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ItemⅠ ≤− ρ1λ2(L)X̃XX
T
X̃XX =

− 2ρ1λ2(L)V2 (30)

将式 (16)代入式 (30), 可得

ItemⅠ ≤ −2k1λ2(L)V2 − 2c1λ2(L)
η̇(t, T2)

η(t, T2)
V2 (31)

ItemⅡ对式 (28)右侧的第  项, 有

ItemⅡ =
ρ2
2
k3

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxi − x̄xx)T (βijsign(δδδij))+

ρ2
2
k3

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxj − x̄xx)T (βjisign(δδδji)) =

ρ2
2
k3

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxi − x̄xx)T (βijsign(δδδij))−

ρ2
2
k3

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(xxxj − x̄xx)T (βijsign(δδδij)) =

− ρ2
2
k3

n∑
i=1

∑
j∈Ni

βij(xxxj − xxxi)
Tsign(δδδij) =

− ρ2
2
k3

n∑
i=1

∑
j∈Ni

βij∥xxxj − xxxi∥1
(32)

βij = ∥βββi∥2 + ∥βββj∥2注意到 , 式 (32)可进一步写为

ItemⅡ ≤ −ρ2
2
k3

n∑
i=1

∑
j∈Ni

∥βββi∥2∥xxxj − xxxi∥1 (33)

ItemⅢ对式 (28)右侧的第  项, 有

ItemⅢ ≤ ρ2

n∑
i=1

∥xxxi − x̄xx∥2∥βββi∥2 (34)

∥xxxi′(t)− xxxj′(t)∥2 = maxi, j∈V ∥xxxi(t)− xxxj(t)∥2
t

∥xxxi − x̄xx∥2 ≤ 1
n

∑n
j=1 ∥xxxi − xxxj∥2 ≤ ∥xxxi′(t)− xxxj′(t)∥2

G ∥xxxi′(t) −
xxxj′(t)∥2 ≤

∑n
i=1

∑
j∈Ni

∥xxxi − xxxj∥2

令  

表示   时刻两个智能体间的最大相对距离. 则有

.

由于通信图   是无向且连通的 ,  可得    

. 因此, 式 (34)可

进一步写为

ItemⅢ ≤ ρ2

n∑
i=1

 n∑
i=1

∑
j∈Ni

∥xxxi − xxxj∥2∥βββi∥2

 ≤

nρ2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

∥xxxi − xxxj∥2∥βββi∥2 ≤

nρ2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

∥xxxi − xxxj∥1∥βββi∥2 (35)

k3 ≥ 2n由于 , 结合式 (28), (31), (33), (35), 可得

V̇2 ≤ −2k1λ2(L)V2 − 2c1λ2(L)
η̇(t, T2)

η(t, T2)
V2 (36)

V2 T2

t ≥ T1 + T2 xxxi = x̄xx , ∀i
□

应用引理 5可知,   在固定时间  内收敛到

0, 即当  时, 有 . 这表明所有智

能体的状态在固定时间内实现一致.    

k3 ≥ 2n

定理 1. 如果多智能体系统的无向通信拓扑是

连通的, 且假设 1和假设 2成立, 多智能体系统 (1)
在控制协议 (15)作用下, 且增益   时, 智能

体状态量在固定时间内收敛于相同局部集合约束下

优化问题 (2)的解.
t ≥ T1 + T2证明. 由引理 7可知, 当 , 智能体的

动力学特性为

ẋxxi = −ρ2∇fi(x̄xx) (37)

选取如下李雅普诺夫函数

V3 = f(x̄xx)− f(xxx∗) =

n∑
i=1

[fi(x̄xx)− fi(xxx
∗)] (38)

xxx∗ f(xxx)

V3 = 0 x̄xx = xxx∗ V3 > 0

V3

其中,   表示问题 (2)的最优解. 因为  是强凸

的, 因此   当且仅当   , 否则   [35 ].
根据式 (37), 对  求导可得

V̇3 =

n∑
i=1

(∇fi(x̄xx))
T ˙̄xxx = ˙̄xxxT

n∑
i=1

∇fi(x̄xx) =

˙̄xxxT∇f(x̄xx) =

(
1

n

n∑
i=1

ẋxxi

)T

∇f(x̄xx) =

(
−ρ2

n

n∑
i=1

∇fi(x̄xx)

)T

∇f(x̄xx) =

− ρ2
n
∇f(x̄xx)T∇f(x̄xx) =

− ρ2
n
∥∇f(x̄xx)∥22 (39)

θ > 0由假设 1可知, 存在 , 使得[35]

f(xxx∗)− f(x̄xx) ≥ ∇f(x̄xx)T(xxx∗ − x̄xx) +
θ

2
∥xxx∗ − x̄xx∥22 (40)

xxx∗ − x̄xx

−∥∇f(x̄xx)∥22
2θ

式 (40)右侧是关于  的二次函数, 其最小值为

. 由式 (38)和式 (40), 有

V3 ≤ 1

2θ
∥∇f(x̄xx)∥22 (41)

结合式 (39), (41)和 (17), 可得

V̇3 ≤ −2θρ2
n

V3 = −2θk2
n

V3 −
2θc2
n

η̇(t, T3)

η(t, T3)
V3 (42)

V3 T3

t ≥ T1 + T2 + T3 xxxi = xxx∗ (∀i)

□

应用引理 5可知,   在固定时间  内收敛到

0, 即当  时, 有 , 这表明

智能体的状态量在固定时间内收敛到最优解. 因此

控制协议 (15)作用下的多智能体系统 (1)在固定时

间内求解相同局部集合约束下的优化问题 (2).     
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2.2    不同局部集合约束下的分布式优化

uuui

本小节进一步推广控制协议 (15)以处理不同

局部集合约束下的优化问题 (2). 此时, 控制协议 

设计为

uuui = ρ1
∑
j∈Ni

δδδij + ρ1
∣∣ ∑
j∈Ni

δδδij
∣∣sign(PΩi

(xxxi)− xxxi) +

ρ2

k3
∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi

+

ρ2

∣∣∣∣∣∣k3
∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)−βββi

∣∣∣∣∣∣ sign(PΩi
(xxxi)−xxxi)+

k4sig(PΩi
(xxxi)− xxxi)

µ + k5sig(PΩi
(xxxi)− xxxi)

ν

(43)

其中, 各个参数的定义与式 (15)一致. 不同于协议

(15)只能解决所有智能体具有相同局部集合约束下

的优化问题, 协议 (43)通过等式右侧第 2项来处理

不同局部约束投影的影响, 使得协议 (43)能解决不

同智能体具有不同局部集合约束下的优化问题. 因
此协议 (43)解决的问题比协议 (15)更广泛. 而从

另一方面看, 由于协议 (15)比协议 (43)少一项, 在
解决相同局部集合约束下的优化问题 (2)时, 协议

(15)有相对少的计算量.

T1 t ≥ T1

∀i xxxi = PΩi(xxxi)

引理 8. 当假设 1和假设 2成立, 在控制协议

(43)作用下, 每个智能体状态量在固定时间内收敛

到约束集合, 即存在一个固定时间 , 当   时,
,  .

证明. 选取如下李雅普诺夫函数

V4 = ∥xxxi − PΩi
(xxxi)∥22 (44)

V4根据式 (43), 对  求导, 可得

V̇4 = 2(xxxi − PΩi
(xxxi))

Tẋxxi =

2ρ1(xxxi − PΩi(xxxi))
T
∑
j∈Ni

δδδij−

2ρ1|xxxi − PΩi(xxxi)|T
∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Ni

δδδij

∣∣∣∣∣∣+
2ρ2(xxxi−PΩi

(xxxi))
T

k3 ∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)−βββi

−

2ρ2|xxxi − PΩi
(xxxi)|T

∣∣∣∣∣∣k3
∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi

∣∣∣∣∣∣−
2k4∥PΩi

(xxxi)− xxxi∥1+µ
1+µ − 2k5∥PΩi

(xxxi)− xxxi∥1+ν
1+ν

(45)

注意到

ρ1(xxxi − PΩi
(xxxi))

T
∑
j∈Ni

δδδij −

ρ1|xxxi − PΩi
(xxxi)|T|

∑
j∈Ni

δδδij | ≤ 0

且

ρ2(xxxi − PΩi(xxxi))
T

k3
∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi

−

ρ2|xxxi − PΩi(xxxi)|T
∣∣∣∣∣∣k3

∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi

∣∣∣∣∣∣ ≤ 0

因此, 式 (45)可化简为

V̇4 ≤ − 2k4∥PΩi
(xxxi)− xxxi∥1+µ

1+µ−

2k5∥PΩi(xxxi)− xxxi∥1+ν
1+ν ≤

− 2k4(V4)
1+µ
2 − 2k5m

1−ν
2 (V4)

1+ν
2 (46)

V4 T1 ≤
1

k4(1− µ)
+

1

k5m
1−ν
2 (ν − 1)

t ≥ T1

∀i xxxi = PΩi(xxxi)

t ≥ T1 □

应用引理 4 可知 ,     在固定时间    

 内收敛到 0, 即当 

时,  ,  , 这表明智能体的局部集合约

 后始终满足.    

k3 ≥ 2n

定理 2. 如果多智能体系统的无向通信拓扑是

连通的, 且假设 1和假设 2成立, 多智能体系统 (1)
在控制协议 (43)作用下, 且增益   时, 智能

体的状态量在固定时间内收敛于不同局部集合约束

下优化问题 (2)的解.
t ≥ T1证明. 由引理 8可知, 当  时, 智能体的动

态特性可描述为

ẋxxi = ρ1
∑
j∈Ni

δδδij + ρ2

k3
∑
j∈Ni

βijsign(δδδij)− βββi


(47)

T1 + T2 xxxi = x̄xx ∈ Ω

t ≥ T1 + T2

对式 (47)应用引理 7可知, 智能体的状态在固

定时间  内实现一致, 即  . 因此当

, 智能体的动力学特性为

ẋxxi = −ρ2∇fi(x̄xx) (48)

T1 + T2 + T3 xxxi =

xxx∗

最后, 采用与定理 1相同的分析可得, 在固定

时间   后, 所有智能体的状态满足  

. 因此控制协议 (43)下的多智能体系统 (1)在固定

时间求解不同局部集合约束下的优化问题 (2).  □

k3

注 2. 文献 [29]固定时间一致性协议的增益参

数依赖于拉普拉斯矩阵的最小非零特征值; 而本文

的控制协议放宽了该条件. 基于改进的引理 5, 控制

协议 (15)和 (43)的控制增益参数  只与智能体的
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1/n

个数有关. 如果智能体个数是未知的, 可以利用固

定时间一致性协议来估计. 例如, 每个智能体赋予

一个辅助变量, 令一个智能体的辅助变量初值为 1
且其余智能体的辅助变量初值为 0, 应用固定时间

平均一致性协议, 可得到平均值 , 从而获得智能

体的个数. 因此, 本文提出的算法能以全分布式的

方式实现.

V1, V2, V3, V4

注 3. 注意到本文证明过程中所选择的李雅普

诺夫函数   均不依赖通信拓扑. 因此,
这些函数能作为公共李雅普诺夫函数来分析固定时

间优化算法在时变拓扑下的稳定性.
注 4. 本文研究的分布式固定时间优化问题假

设通信拓扑是无向连通的, 该假设在现有分布式优

化问题的研究中是普遍的, 如文献 [7−20, 30−31]也
使用相同的假设. 我们未来将进一步考虑更一般的

通信拓扑情况, 如文献 [3−5]考虑的联合连通图、文

献 [6]考虑的强连通有向图.
η̇

η
[t0, t0 + T )

h

T
η

1
h

ρ1 ρ2

ρ1 η(t, T2)
1
h t → (t0+

T2)
− ∞ δδδij (t0+

T2)
−

ρ2 η(t, T3)
1
h t → (t0 + T3)

−

∞ ∇fi

η(t, T3)

T3 T ′
3 = T3 + ϵ (0 <

ϵ ≪ 1)

注 5. 时变增益  在  上为 , 该项

对增益参数  和  控制的一致性过程和梯度优化

过程实现固定时间控制中有着至关重要的作用. 注
意到基于李雅普诺夫理论估计的收敛时间是建立在

比较原理之上的, 即估计的收敛时间是保守的. 对
于  控制的一致性过程, 虽然   在 

 时趋于  , 但由于局部状态误差    在  

 前收敛到 0, 因此能保证控制输入是有界的.
详细的证明可参考文献 [29]的推导过程得到. 对于

 控制的梯度优化过程,    在 

时趋于 , 而  在最优点通常不为 0, 可能会导致

控制无界. 一个简单的处理办法是将  的时

间参数设置为比期望时间  稍大的  
, 即

η(t, T3) =


T ′

3
h

(T ′
3 + t0 − t)

h
, t0 ≤ t < T3 + t0

1, t ≥ T3 + t0
(49)

η(t, T3)
1
h t → (t0+

T3)
−

ρ2

k2

这样的处理方法能保证   在 

 时是有界的, 从而保证控制输入有界, 但付出

的代价是智能体的状态只能在固定时间内收敛到最

优点的一个可调节的邻域. 由于增益  中还有常数

项 , 该项保证智能体的状态以指数速率收敛到最

优点. 

3    数值仿真

本节首先用两个数值仿真例子来验证分布式固

定时间优化算法的有效性. 考虑由 4个智能体构成

µ = 0.5, ν = 2, k3 = 10, k4 = 10, k5 =

10, T2 = 0.5 s, T3 = 1.0 s
1 ↔ 2 ↔ 3 ↔ 4 ↔ 1

f1(xxx) =
1
3 sin(x1) +

1
5 cos(x2) f2(xxx) =

1
2 (x1+1)2+ 1

2x
2
2, f3(xxx)=10e0.1x1+(x2 + 1)2, f4(xxx) =

10
4 (0.3x1 + 1)4 + 10

4 (0.3x2 + 1)4

f1 f(xxx)

的多智能体系统来求解优化问题 (2). 仿真中, 控制参

数的值设置为  
, 智能体间的通信拓扑设置

为无向环图:  . 智能体的局部目

标函数分别为 ,  

      

. 注意到局部目标函

数  是非凸的, 但全局目标函数  是强凸的, 因
此优化问题 (2)有唯一最优解.

Ω = {xxx ∈ R2|5 ≤ x1 ≤ 13, 5 ≤ x2 ≤ 13}

[x1, x2] ≈ [5.00, 5.00]

首先进行相同局部集合约束下的优化仿真研

究. 仿真中, 所有智能体的局部集合约束均设置为

. 为说明分布

式算法的正确性, 通过MATLAB的 fmincon函数

求得最优解为   . 根据定理 1,
对任意初始状态, 控制协议 (15)在固定时间 1.9 s
内求解优化问题. 由图 1的仿真结果可见, 所提出

的分布式协议 (15)在 1.9 s内使得所有智能体的状

态到达集合约束内的最优点, 即在固定时间内求解

优化问题.

  

0

Ω

0.5
1.0

1.5
2.0

−20

0

20
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图 1   相同局部集合约束下优化问题 (2)的仿真结果

Fig. 1    Simulation results for optimization
problem (2) with a common constraint set

 

Ω1 = {xxx ∈ R2|0 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 8} Ω2 =

{xxx ∈ R2|− 4 ≤ x1 ≤ 12, 1 ≤ x2 ≤ 10} Ω3={xxx ∈ R2|2
≤ x1 ≤ 14, −4 ≤ x2 ≤ 12} Ω4 = {xxx ∈ R2|4 ≤ x1 ≤
16, 3 ≤ x2 ≤ 14}
[x1, x2] ≈ [4.00, 4.29]

接下来, 进行智能体局部集合约束不同情形下

的优化仿真研究. 4个智能体的局部集合约束分别

设置为  ,  
,  

,    

. 通过 fmincon函数求得最优解为

. 图 2给出控制协议 (43)下智

能体的状态轨迹. 由图可知, 所有智能体的状态在

1.9 s内收敛到公共约束集合内的最优点.
为展示本文提出的优化控制算法的优越性, 下

面进行本文算法与文献 [17, 30]算法的比较研究.
为方便, 文献 [17]提出的分布式有限时间零梯度和

优化算法与文献 [30]提出的基于固定时间一致性
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的分布式优化算法分别写为

ẋxxi = γ(∇2fi(xxxi))
−1
∑
j∈Ni

aijsig(xxxj − xxxi)
µ (50)

ẋxxi = ξ1
∑
j∈Ni

aij(xxxj − xxxi)
1− b

a +

ξ2
∑
j∈Ni

aij(xxxj − xxxi)
1+ b

a +

ξ3
∑
j∈Ni

aijsign(xxxj − xxxi)− ξ4∇fi(xxxi) (51)

正如引言中所述, 传统有限时间一致性算法

(如文献 [21−23, 25−29])通常无法直接解决优化问

题. 从式 (50)和式 (51)可知, 文献 [17]的算法是一

种基于时变权重的有限时间加权一致性优化算法,
文献 [30]的算法是一种结合固定时间一致性和梯

度法的渐近优化算法. 在这个仿真中, 采用前一个

案例研究的通信拓扑, 算法的增益参数设置为相同

值, 每个智能体的成本函数为

fi(xxx) = i(x1 + 2 · i)2 + 2 · i(x2 − i)2 (52)

∥XXX −XXX∗∥2 XXX = [xxxT
1,

xxxT
2, · · · , xxxT

n]
T XXX∗ = [xxx∗T, xxx∗T, · · · , xxx∗T]T

图 3展示了几种算法在不同初始条件下状态误

差范数  随时间的变化过程, 其中 

,   . 由图 3 可

知, 本文提出的分布式优化算法在设计的固定时间

内从任意初始点收敛到最优点; 文献 [17]的分布式

优化算法在有限时间内收敛到最优点, 但收敛时间

随初值的增长而增长; 文献 [30]的分布式优化算法

渐近的收敛到最优点. 因此, 固定时间优化比渐近

时间优化和有限时间优化有优势. 此外应注意两点:

一是文献 [17]和文献 [30]的算法仅解决无约束优

化问题, 而本文提出的算法解决带集合约束的优化

问题; 二是文献 [17]的算法需要每个局部目标函数
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图 2    不同局部集合约束下优化问题 (2)的仿真结果

Fig. 2    Simulation results for optimization problem (2)
with nonidentical local constraint sets
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∥XXX −XXX∗∥2
图 3    几种算法在不同初始条件下状态误差范数

  随时间的变化

∥XXX −XXX∗∥2
Fig. 3    The state errors norm of several algorithms

  with time for various
initial conditions
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是二次连续可微的强凸函数, 文献 [30]的算法需要

每个局部目标函数是类二次型的, 而本文提出的算

法仅需要连续可微的全局目标函数是强凸的, 允许

局部目标函数是非凸的. 

4    结束语

本文研究带集合约束优化问题的分布式快速求

解算法. 首先, 对于智能体相同局部集合约束下的

优化问题, 基于固定时间投影和时变增益技术, 提
出一个分布式固定时间优化算法. 接着, 该算法推

广到智能体不同局部集合约束情形. 所提出的分布

式算法使得多智能体系统在固定时间内解决带集合

约束的优化问题, 算法的收敛时间能根据任务需求

来预先设计. 在后续研究中, 我们将进一步考虑有

向通信拓扑和高阶动态系统下的分布式固定时间优

化问题.
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