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摘    要   在机器学习领域中, 梯度下降算法是求解最优化问题最重要、最基础的方法. 随着数据规模的不断扩大, 传统的梯

度下降算法已不能有效地解决大规模机器学习问题. 随机梯度下降算法在迭代过程中随机选择一个或几个样本的梯度来替

代总体梯度, 以达到降低计算复杂度的目的. 近年来, 随机梯度下降算法已成为机器学习特别是深度学习研究的焦点. 随着

对搜索方向和步长的不断探索, 涌现出随机梯度下降算法的众多改进版本, 本文对这些算法的主要研究进展进行了综述. 将
随机梯度下降算法的改进策略大致分为动量、方差缩减、增量梯度和自适应学习率等四种. 其中, 前三种主要是校正梯度或

搜索方向, 第四种对参数变量的不同分量自适应地设计步长. 着重介绍了各种策略下随机梯度下降算法的核心思想、原理,
探讨了不同算法之间的区别与联系. 将主要的随机梯度下降算法应用到逻辑回归和深度卷积神经网络等机器学习任务中,
并定量地比较了这些算法的实际性能. 文末总结了本文的主要研究工作, 并展望了随机梯度下降算法的未来发展方向.
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Abstract   In the field of machine learning, gradient descent algorithm is the most significant and fundamental
method to solve optimization problems. With the continuous expansion of the scale of data, the traditional gradi-
ent descent algorithms can not effectively solve the problems of large-scale machine learning. Stochastic gradient
descent algorithm selects one or several sample gradients randomly to represent the overall gradients in the itera-
tion process, so as to reduce the computational complexity. In recent years, stochastic gradient descent algorithm
has become the research focus of machine learning, especially deep learning. With the constant exploration of search
directions and step sizes, numerous improved versions of the stochastic gradient descent algorithm have emerged.
This paper reviews the main research advances of these improved versions. The improved strategies of stochastic
gradient descent algorithm are roughly divided into four categories, including momentum, variance reduction, incre-
mental gradient and adaptive learning rate. The first three categories mainly correct gradient or search direction
and the fourth designs adaptively step sizes for different components of parameter variables. For the stochastic
gradient descent algorithms under different strategies, the core ideas and principles are analyzed emphatically, and
the difference and connection between different algorithms are investigated. Several main stochastic gradient des-
cent algorithms are applied to machine learning tasks such as logistic regression and deep convolutional neural net-
works, and the actual performance of these algorithms is numerically compared. At the end of the paper, the main
research work of this paper is summarized, and the future development direction of the stochastic gradient descent
algorithms is prospected.
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作为人工智能目前最活跃的一个研究分支, 机

器学习根据经验数据来设计、开发算法, 其目的是
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探索数据的生成模式, 并用来发现模式和进行预

测[1−2]. 深度学习是一类更广的机器学习方法, 允许

由多个处理层组成的计算模型来学习具有多个抽象

级别的数据表示[3]. 伴随着深度学习的崛起, 机器学

习重新受到了学术界和工业界的广泛关注. 机器学

习技术已广泛地应用在计算机视觉、推荐系统、语

音识别和数据挖掘等领域中.
回归与分类等监督学习是机器学习中最常见的

一类学习问题, 它提供了包含输入数据和目标数据

的训练数据集. 为了探讨输入与目标之间的关系,
需要先建立含参数的表示模型, 再通过最小化所有

样本的平均损失函数来获得最优的参数, 此处的优化

模型通常为经验风险最小化 (Empirical risk minimi-
zation, ERM)[4]. 梯度下降法是求解 ERM模型最常

用的方法, 也是二阶方法和黎曼优化的重要基础.
传统的梯度下降法在计算目标函数的梯度时, 需计

算每个样本对应的梯度, 总计算复杂度线性地依赖

于样本数目. 随着数据规模的日益增大, 求解所有

样本的梯度需要相当大的计算量, 因而传统的梯度

下降算法在解决大规模机器学习问题时往往不再

奏效[5].
随机梯度下降算法 (Stochastic gradient des-

cent, SGD)源于 1951年 Robbins和Monro[6] 提出

的随机逼近, 最初应用于模式识别[7] 和神经网络[8].
这种方法在迭代过程中随机选择一个或几个样本的

梯度来替代总体梯度, 从而大大降低了计算复杂度.
1958年 Rosenblatt等研制出的感知机采用了随机

梯度下降法的思想, 即每轮随机选取一个误分类样

本, 求其对应损失函数的梯度, 再基于给定的步长

更新参数[9]. 1986年 Rumelhart等分析了多层神经

网络的误差反向传播算法, 该算法每次按顺序或随

机选取一个样本来更新参数, 它实际上是小批量梯

度下降法的一个特例[9]. 近年来, 随着深度学习的迅

速兴起, 随机梯度下降算法已成为求解大规模机

器学习优化问题的一类主流且非常有效的方法. 目
前, 随机梯度下降算法除了求解逻辑回归、岭回归、

Lasso、支持向量机[10] 和神经网络等传统的监督机

器学习任务外, 还成功地应用于深度神经网络[11−12]、

主成分分析[13−14]、奇异值分解[13, 15]、典型相关分析[16]、

矩阵分解与补全[17−18]、分组最小角回归[19−20]、稀疏学

习和编码[21−22]、相位恢复[23] 以及条件随机场[24] 等其

他机器学习任务.
随着大数据的不断普及和对优化算法的深入研

究, 衍生出随机梯度下降算法的许多不同版本. 这
些改进算法在传统的随机梯度下降算法的基础上引

入了许多新思想, 从多个方面不同程度地提升了算

法性能. 搜索方向的选取和步长的确定是梯度下降

算法研究的核心. 按照搜索方向和步长选取的方式

不同, 将随机梯度下降算法的改进策略大致分为动

量、方差缩减、增量梯度和自适应学习率等四种类

型. 其中, 前三类方法主要是校正梯度或搜索方向,
适用于逻辑回归、岭回归等凸优化问题; 第四类方

法针对参数变量的不同分量自适应地设置步长, 适
用于深度神经网络等非凸优化问题.

在传统梯度下降算法的基础上添加动量项可以

有效避免振荡, 加速逼近最优解. 采用动量更新策

略的方法主要包括经典动量算法 (Classical mo-
mentum, CM)[25] 和 Nesterov加速梯度算法 (Nes-
terov＇ s accelerated gradient, NAG)[26−27]. 简单版本

的随机梯度下降算法在随机取样的过程中产生了方

差并且随着迭代次数的增加而不断累加, 无法保证

达到线性收敛. 为此, 研究者们相继提出了一系列

基于方差缩减的随机梯度下降算法, 主要包括随机

方差缩减梯度算法 (Stochastic variance reduced
gradient, SVRG)[28]、近端随机方差缩减梯度算法

(Proximal stochastic variance reduction gradient,
Prox-SVRG)[29]、Katyusha[30] 和MiG[31] 等. 前述方

法没有充分利用历史梯度信息, 而增量梯度策略通

过 “以新梯度替代旧梯度”的方式, 充分考虑了历史

梯度且达到了减少梯度计算量的目的, 该类型的主

要算法包括随机平均梯度算法 (Stochastic aver-
age gradient, SAG)[32]、SAGA[33] 和 Point-SAGA[34].
Allen-Zhu[30] 根据算法在强凸条件下的复杂度将前

三类随机梯度下降算法分为三代, 复杂度随代数的

增加而降低. 在深度神经网络中, 自适应学习率的

随机梯度下降法通过使用反向传播所计算出的梯度

来更新参数[35]. 与前三类算法不同, 自适应算法在

训练过程中会根据历史梯度信息, 针对参数的不同

分量自动调整其对应的学习率. 这类算法主要包括

Adagrad [36]、Adadelta [37]、Adam (Adaptive mo-
ment estimation)[38] 和 Nadam (Nesterov-acceler-
ated adaptive moment estimation)[39] 等.

目前, 各种版本的随机梯度下降算法大多以黑

箱优化器的形式在 TensorFlow、PyTorch和 Mx-
Net等各大主流平台供用户调用, 但背后的算法原

理却鲜为人知. 2017年 Ruder在文献 [40]中介绍

了几种深度学习领域中的随机梯度下降算法, 但缺

乏一些最新的研究成果、算法之间的联系以及实际

数据集上的实验对比. 国内学者提出过一些随机梯

度下降算法的改进策略, 但尚未有人发表过此方向

的综述性论文. 因此, 本文的工作对于关注梯度下

降算法理论及其在深度学习中应用的研究者具有参
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考意义. 本文针对随机梯度下降算法展开研究, 讨
论了动量、方差缩减、增量梯度和自适应学习率等

四类更新策略下主要算法的核心思想、迭代公式以

及算法之间的区别与联系. 对于逻辑回归、岭回归、

Lasso和深度神经网络等机器学习任务, 设计了相

应的数值实验, 并对比了几种具有代表性的随机梯

度下降算法的性能. 文末对研究工作进行了总结,
并展望了随机梯度下降算法面临的挑战与未来的发

展方向. 

1    预备知识

本节先引入经验风险最小化模型, 再简要介绍

凸优化的基本知识, 最后给出了 3类梯度下降算法. 

1.1    经验风险最小化

n

{(x1, y1), · · · , (xn, yn)} xi ∈ Rr

i yi ∈ R i

i = 1, 2, · · · , n x

ŷ = q(x,θ) θ ∈ Rd

i θ

fi(·) : Rd → R fi(θ) q(xi,θ) yi

在监督学习中, 考虑  个独立同分布的样本构

成的训练集   ,  其中  

是第  个样本的输入特征向量,   是第  个样本

的标签 (或目标),   . 对于样本  , 可通

过决策函数来预测其标签  , 其中 

为可学习的模型参数. 记第  个样本关于  的损失

函数为  , 显然  是由  和 

构成的函数.

θ∗
通过最小化训练集的平均损失函数可学习到最

优的参数  , 即求解经验风险最小化 (ERM)

min
θ∈Rd

J(θ) =
1

n

n∑
i=1

fi(θ) (1)

Eξ[J(θ; ξ)]

(xTi , yi)
T r + 1 ξ i

J(θ) fi(θ) h(θ)

ℓ2 ℓ1

模型 (1) 对应的期望风险为   , 此处

将  视为  维随机变量  的第  组观测值.
为了避免过拟合、降低模型复杂度, 通常对平均损

失函数  或每个损失函数  添加正则函数  .
正则函数一般为简单的凸函数, 但可能是非光滑的,
例如  范数和  范数正则. 

1.2    凸优化基础知识[41]

S Rd

f : S→ R ∃σ > 0 ∀x1,x2 ∈ S

定义 1. 设  为实向量空间  中的非空凸集,
 为一可微函数. 若  , 对  , 有

f(x1) ≥ f(x2) + (∇f(x2))
T(x1 − x2) +

σ

2
∥x1 − x2∥22

(2)
f S σ− ∇f(x)

f x ∥ · ∥2 ℓ2 σ = 0

f S

则称  在  上是  强凸的, 其中,   表示函数

 在  处的梯度,   表示向量的  范数. 若 

时上式仍然成立, 称  在  上是凸的.
S ⊂ Rd f : S → R

x0 ∈ S ∀x ∈ S ∃g ∈ Rd

定义 2. 设  为非空凸集, 函数  .
给定  , 若对  ,   满足

f(x)− f(x0) ≥ gT(x− x0) (3)

g f x0

f x0 ∈ S

则称向量  为函数  在点  处的梯度 (或次梯度).
特别地, 如果  是凸函数, 则其在任意  处的

梯度 (或次梯度)总是存在的.
L > 0 ∀x1,x2 ∈ Rd定义 3. 若存在一个常数  , 对 

都有

∥∇f(x1)−∇f(x2)∥2 ≤ L∥x1 − x2∥2 (4)

f L ∇f L

L

则称函数  是  −光滑的或  是  −Lipschitz连续

的, 其中  为 Lipschitz常数.
f L σ

f L σ f

κ κ = L/σ.

定义 4. 若函数  是  −光滑且  −强凸的, 则称

 的 Lipschitz常数  与强凸系数  的比值为  的

条件数  , 即  

1.3    梯度下降算法

求解模型 (1)的梯度下降算法包括全梯度下降

(Full gradient descent, FGD)[42]、随机梯度下降

(SGD)[43] 和小批量梯度下降 (Mini-batch gradient
descent, Mini-batch)[44−45].

FGD以目标函数的全梯度 (即全部子成分函

数梯度的平均值)迭代求解, 参数更新式为

θt+1 = θt −
αt

n

n∑
i=1

∇fi(θt) (5)

αt t

J

O(1/t) J

O(ρt) ρ ∈ (0, 1) ρ J

κ

n

其中,   为第  轮迭代的学习率, 用于调整参数更

新的幅度. 为防止学习率过大而错过最优解, 常将

其设置为一个较小的常量或递减的序列. 当目标函

数   为凸函数时 ,  FGD 可取得次线性收敛速度

 ; 当  为强凸函数时, FGD可取得线性收敛

速度  , 其中常数  .   的值取决于  的

条件数  , 且条件数越小收敛速度越快[46], 如图 1所
示. FGD具有较快的收敛速度, 但其迭代成本线性

地依赖于样本总数  . 在求解大规模机器学习问题

时, FGD运行时间长, 优化效率低.
SGD在每轮更新参数时, 仅随机抽取一个样本

或子成分函数计算其梯度, 并以此梯度为全局梯度

的估计值. SGD的参数更新式为

θt+1 = θt − αt∇fit(θt) (6)

it ∈ {1, 2, · · · , n} t

n

J

O(1/
√
t) O(1/t)

其中,   表示第  轮迭代中按均匀分

布随机抽取的序号. SGD的参数更新过程简单、高

效, 且迭代成本独立于  . 但由于实际数据存在噪

声, 使用 SGD常难以沿着最佳的更新方向逼近最

优参数. 当目标函数  分别为凸函数和强凸函数时,
SGD可取得次线性收敛速度  和  . 对
于 FGD和 SGD, 图 2展示了目标参数由初始点向

最优参数逐渐逼近的轨迹, 可以看出: 在每次迭代

时, FGD都能改善目标函数, 而 SGD却振荡地收

敛至最优解.
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n

作为 FGD和 SGD的折中方案, Mini-batch在
一定程度上兼顾了两种算法的优点. Mini-batch在
每轮迭代中随机抽取若干个样本, 以这些样本的梯

度平均值作为本轮全局梯度的估计值. 称所抽取样

本的数目为批容量 (batch-size), 若 batch-size = 1,
则Mini-batch变成了 SGD; 若 batch-size =   , 则
变成了 FGD. Mini-batch的参数更新式为

θt+1 = θt −
αt

Bt

Bt∑
k=1

∇fik(θt) (7)

Bt t

10 ∼ 100

J

O(1/
√
Btt+ 1/t)

其中,   表示第  轮更新所选样本的批容量. 在实

际操作中, 通常将全体训练样本随机分成数目大致

相等的若干组, 一般每组含  个样本. 在每

轮迭代时, 依次抽取其中一组样本用于更新目标

参数; 待所有分组样本使用完毕后, 再对全体训

练样本重新随机分组, 继续下一轮更新[47]. 当  为

凸函数时 , Mini-batch 可实现次线性收敛速度

 [45]. 

2    基于动量的随机梯度下降算法

SGD所生成的梯度方向常与目标函数的峡谷

长轴垂直, 并沿其短轴来回振荡, 因此目标参数在

长轴上缓慢移动, 无法快速到达目标函数的谷底.
物理学中的 “动量”可以有效地避免峡谷中的振荡,

从而加快在长轴上的位移. Qian[25] 证明了结合动量

的梯度下降算法与保守力场中的牛顿粒子运动具有

统一性, 从而得出了在梯度下降算法基础上添加动

量项可以提升优化效率的结论. 

2.1    随机经典动量算法

∆θt = θt+1 − θt
∆θt = −αt∇fit(θt)

随机经典动量算法 (CM)在 SGD的基础上添

加了动量项, 综合了历史参数改变量, 以加快优化

进程[25, 48]. 在 SGD的更新式中, 令  ,
则有  . CM的动量更新式为

∆θt = −αt∇fit(θt) + ρ∆θt−1 (8)

ρ其中,   为动量系数 (一般取 0.9).

vt = −∆θt

关于添加动量项的有效性, 一些学者认为可以

将梯度看作施加在粒子上的力, 将  看作

速度, 通过力改变速度, 从而改变位置[40]. 结合式 (8), 有

vt = αt∇fit(θt) + ρvt−1 (9)

ρ vt−1 vt−1其中,    为动量项,    为历史累积梯度. 因
此, CM的更新式亦可写为

θt+1 = θt − vt (10)
 

2.2    Nesterov 加速梯度算法

CM存在这样一个问题: 不断累积速度, 无限

加速, 可能会错过最优解. Nesterov加速梯度算法

 

θ0 θ0

θ* θ*

(a) 较小的 κ
(a) Small κ

(b) 较大的 κ  
(b)  Large κ 

图 1    条件数对收敛速度的影响

Fig. 1    Effect of conditional number on convergence speed
 

 

(a) FGD (b) SGD

θ0

θ*

θ0

θ*

 

图 2    FGD和 SGD的优化轨迹示意图

Fig. 2    Schematic diagram of optimization process of FGD and SGD
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(NAG)在计算梯度时考虑了历史梯度, 亦可看作

向 CM添加了一个校正因子[26], 参数更新式为

vt = αt∇fit(θt − ρvt−1) + ρvt−1 (11)

θt+1 = θt − vt (12)

θt − ρvt−1NAG 通过计算   来粗略估计下一次

的位置, 以至于在坡度再次上升前能及时减速, 这
种动量形式被称为 Nesterov动量[27].

t θt

αt θ
(SGD)
t+1

t θt
ρ,

θ
(CM)
t+1 t θt

ρ, ϕt; ϕt

αt, θ
(NAG)
t+1

ϕt

−αt∇fit(θt − ρvt−1)

t+ 1 ϕt+1

−αt+1×
∇fit+1(θt+1 − ρvt)

图 3直观地展示了 SGD、CM和 NAG的参数

更新过程. 在 SGD 的第   轮迭代中, 参数   沿负

梯度方向移动步长  , 即可得到更新参数  .

在 CM的第  轮迭代中,   在 SGD的更新基础上

又沿历史累积梯度的负方向移动步长   得到更新

参数  . 在 NAG的第  轮迭代中,   先沿历史

累积梯度的负方向移动步长  得到点   再沿 

处的负梯度方向移动步长   得到更新参数  .

在 NAG的这一轮更新过程中,    的梯度方向与

历史累积梯度方向的夹角为锐角, 亦可看作是向前

“试探” 一步后并未发现前方梯度出现逆转 , 故
 项起到了加强更新的效果. 而

在 NAG 的第   轮迭代中, 点   的梯度方向

与历史累积梯度方向的夹角为钝角 ,  故  

 项起到了减弱更新的效果. 上述

现象直观地解释了 “NAG在坡度再次上升前能及

时减速”这一结论.
  

−αt fit(θt) −αt fit(ϕt)

−αt+1 fit+1(ϕt+1)
−vt

−ρvt−1
−ρvt

−ρvt−1

θt

ϕt
ϕt+1

θt+1

−vt+1

(SG)

θt+1(CM)

θt+1(NAG)

θt+2(NAG) 

图 3   SGD、CM和 NAG的参数更新示意图

Fig. 3    Schematic diagram of parameters update of
SGD, CM and NAG

 

t ρvt−1

t− 1 v̄t−1

CM与 NAG都是基于动量的随机梯度下降算

法, 二者的区别在于: CM只在更新参数时添加了

动量项, 而 NAG在更新参数和计算梯度时都应用

了动量技巧. 表 1 比较了 CM 和 NAG 的更新式.
为了统一 CM与 NAG中的梯度计算公式, 表 1也
给出了 NAG的第 2种写法[39]. NAG的写法 2在计

算第  轮梯度时不再需要上一轮动量  , 这是因

为在第  轮更新参数时已经借助中间变量 

向目标参数施加了动量技巧. 

3    基于方差缩减的随机梯度下降算法

在 SGD中, 单个样本的梯度是全体样本平均

梯度的无偏估计, 但梯度方差往往随着迭代次数的

增加而不断累加, 这使得 SGD无法保证能够达到

线性收敛[49]. “方差缩减” 策略通过构造特殊的梯度

估计量, 使得每轮梯度的方差有一个不断缩减的上

界, 从而取得较快的收敛速度. 

3.1    随机方差缩减梯度算法

θ

θ̃.

θ0 s θs θ̃ = θs

s = n s = 2n θ̃

µ̃ =
1

n

∑n
i=1 ∇fi(θ̃) E[∇fi(θ̃)− µ̃] = 0

∇̃t = ∇fit(θt)− ∇fit(θ̃) + µ̃ t

随机方差缩减梯度算法 (SVRG)提出了方差

缩减算法的一般框架[28], 后续相继涌现的方差缩减

算法大多在此版本上进行改进. 参数  每经过若干

次更新就为它保留一个 “快照”, 记为   例如, 初始

化参数  经过  次随机迭代更新得到  , 则令 

(一般设置  或  ). 计算  处全体样本的平

均梯度  , 则有  .

将     作为第   轮迭代中

的梯度估计量, 可得 SVRG的参数更新式为

θt+1 = θt − α∇̃t (13)

Johnson等[28] 证明了 SVRG梯度近似算子产

生的方差随着迭代次数的增加不断缩减, 且小于 SGD
对应的方差, 即

E

∥∥∥∥∥∇̃t −
1

n

n∑
i=1

∇fi(θt)

∥∥∥∥∥
2

2

 <

E

∥∥∥∥∥∇fit(θt)−
1

n

n∑
i=1

∇fi(θt)

∥∥∥∥∥
2

2

 (14)

此外, 随机梯度下降算法通常使用递减的学习

率, 而 SVRG在固定学习率下便可取得较快的收敛

速度. 

3.2    近端随机方差缩减梯度算法

SVRG能够加快收敛速度, 但只适用于光滑的

目标函数. 对于添加了非光滑正则项的目标函数,
虽然可以通过计算次梯度来近似替代梯度, 但收敛

速度较慢, 实际意义较小. 随机近端梯度下降算法

(Stochastic proximal gradient descent, SPGD)通

 
表 1    CM与 NAG的更新公式比较

Table 1    Comparison of update formulas between
CM and NAG

CM NAG (写法1) NAG (写法2)

梯度 gt = ∇fit (θt) gt = ∇fit (θt − ρvt−1)
 

gt = ∇fit (θt) 

动量 vt = αtgt + ρvt−1 vt = αtgt + ρvt−1 vt = αtgt + ρvt−1

v̄t = αtgt + ρvt

 

 
参数

迭代
θt+1 = θt − vt θt+1 = θt − vt θt+1 = θt − vt 
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过计算投影算子间接地估计目标参数, 从而巧妙地

避开了正则项不光滑的问题[50−51]. 近端随机方差缩

减梯度算法 (Prox-SVRG)将 SVRG与 SPGD相

结合, 为含非光滑正则项的目标函数使用方差缩减

技巧提供了解决方案[29]. 考虑模型 (1)的正则化版本

min
θ∈Rd

J(θ) =
1

n

n∑
i=1

fi(θ) + h(θ) (15)

Prox-SVRG的目标参数更新式为

θt+1 = proxhαt

(
θt − αt∇̃t

)
(16)

proxhαt
h αt其中,   为函数  关于超参数  的近端投影算

子, 其计算式为

proxhαt
(y) = arg min

θ∈Rd

(
h(θ) +

1

2αt
∥θ − y∥22

)
(17)

t ∇̃t;

θ̂t+1 = θt − αt∇̃t;

proxhαt
(θ̂t+1) θt+1

θ̂t+1 h

Prox-SVRG 的算法思路可归结为以下三步.
首先, 暂不考虑正则项, 沿用 SVRG的方差缩减技

巧计算第  轮梯度的估计量   其次, 计算目标参

数的近似点   最后, 计算投影算子

 . 近端投影算子在保证目标参数  

与近似估计点  距离很近的前提下, 尽可能使 

达到最小. 

3.3    Katyusha 算法

经典动量和 Nesterov动量的作用都是使目标

参数获得更大程度地更新, 以加速逼近最优解. 但
对于噪声较多的数据, 计算的梯度常常不准确, 故
使用这两种动量算法有时会造成更大的偏差, 从而

影响收敛速度. Allen-Zhu [ 30 ] 提出了一种消极动

量−Katyusha动量, 并将其与 SVRG结合形成了

Katyusha算法. 该算法的主要参数更新式为

qt = θt −
1

3L
∇̃t (18)

zt = zt−1 − α∇̃t (19)

θt+1 = τ1zt + τ2θ̃ + (1− τ1 − τ2)qt (20)

L α=1/(3τ1L)

τ1, τ2 ∈ [0, 1] τ1 = min{
√
nσ/L,

0.5}, τ2 = 0.5, σ

θ θ̃ zt, qt

θ̃

τ2

θ̃ τ1 = τ2 = 0,

其中,   为 Lipschitz常数,   为固定步长,
  为动量系数. 建议设置 

     此处  为强凸系数. 在这种动量形

式下, 目标参数  是  和中间变量     三者的凸

组合. 在每轮更新参数时, “快照”   像 “磁铁” 一样

将目标参数以  的权重吸附在它周围, 以至于更新

参数不会离  太远. 若令   则 Katyusha
变为了 SVRG. 故可将式 (20)看作在 SVRG更新

参数后, 进一步对目标参数进行修正, 将其限制在

一个合理的范围内. 

3.4    MiG 算法

Katyusha算法有效地提高了 SVRG的收敛速

度, 但由于在迭代过程中添加了两个中间变量, 因
此算法结构比较复杂. 对于这类结构复杂的算法,
很难根据各种实际问题对其进行改进 (例如, 异步

版本和稀疏版本), 且在多线程并发计算时难以保证

收敛速度. MiG算法是 SVRG的另一个改进算法,
它仅引入一个中间变量, 其迭代过程简单明晰[31]. MiG
的参数更新式为

bt = ζθt + (1− ζ)θ̃ (21)

∇̃t = ∇fit(bt)−∇fit(θ̃) + µ̃ (22)

θt+1 = θt − αt∇̃t (23)

bt θt θ̃

∇̃t ζ

其中, 中间变量  是目标参数  与 “快照”   的凸

组合, 用于计算梯度估计量  ; 参数  可按照以下

规则进行设置:

ζ =


√

n

3κ
,

n

κ
≤ 3

4

1

2
,

n

κ
>

3

4

(24)

O(1/t2)

ζ τ2

MiG算法结构精简且收敛速度快, 即使在非强

凸条件下仍可实现   的收敛速度. 文献 [31]
进一步提出了 MiG的稀疏改进算法和异步稀疏改

进算法. 由于  与 Katyusha动量形式中的  作用

相似, 因此 MiG亦可看作是在 SVRG的基础上添

加了 Katyusha动量. Nitanda[52] 提出的 Acc-Prox-
SVRG则是通过添加 Nesterov动量来提升 Prox-
SVRG的算法性能. 将方差缩减技术与动量形式结

合是目前提升随机梯度下降算法收敛速度的有效方

法之一, 表 2列出了几种方差缩减算法及使用的动

量类型.
  

表 2    几种方差缩减算法的动量类型

Table 2    Momentum types of several variance
reduced algorithms

算法 动量类型

SVRG[28], Prox-SVRG[29] 无

Katyusha[30] Nesterov动量, Katyusha动量

MiG[31] Katyusha动量

Acc-Prox-SVRG[52] Nesterov动量

 

Shamir[13] 将方差缩减技术应用在主成分分析

中, 并提出了方差缩减主成分分析 (Variance redu-
ced principal component analysis, VR-PCA).
Shang等[53] 通过调整 SVRG的关键点设置, 提出

了适用于大步长的方差缩减随机梯度下降算法 (Vari-
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ance reduced SGD, VR-SGD). 此外, 包含方差缩

减思想的随机梯度下降算法还有随机对偶坐标上

升 (Stochastic dual coordinate ascent, SDCA)[54]

以及随机原对偶坐标 (Stochastic primal-dual co-
ordinate, SPDC)[55] 等. 

4    基于增量梯度的随机梯度下降算法

“增量梯度” 策略源于增量聚合梯度算法 (Incre-
mental aggregated gradient, IAG)[56], 该算法为每

个样本保留一个相应的梯度值, 在迭代过程中, 依
次抽取样本并用新梯度替代旧梯度. 

4.1    随机平均梯度算法

n

θ1, · · · ,θn dn =
∑n

i=1 ∇fi(θi)

t > n

随机平均梯度算法 (SAG)[32] 是 IAG的随机版

本. SAG每轮随机抽取一个样本并计算梯度, 其他

样本的梯度维持上一轮的值, 使用全体样本的平均

梯度来更新目标参数. 分别对每个样本使用一次简

单的梯度下降法或其他方法, 生成  个初始化参数

 . 初始化聚合梯度   (注

意: 此处的样本序号和参数下标是对应的). 当迭代

次数  时, SAG的参数更新式为

θt+1 = θt −
αt

n
dt (25)

dt+1 = dt −∇fit(θt) +∇fit(θt+1) (26)

dt/n

SAG的更新过程可看作先将聚合梯度中某个

样本的旧梯度替换为新梯度, 再使用全局梯度估计

量  更新目标参数[57]. SAG的迭代成本与 SGD
相当, 但收敛速度却与 FGD相同. 

4.2    SAGA

θ0; ψi, ψi
0 = θ0,

i = 1, · · · , n.

SAGA融合了 SAG中 “以新梯度替换旧梯度”
的思想和 SVRG中的方差缩减技巧[33]. 它先使用一

次简单的梯度下降法或其他方法, 生成初始化参

数   再引入中间变量   并初始化   其
中   SAGA的参数更新式为

ψit
t+1 = θt

(27)

wt+1 = θt − αt

(
∇fit

(
ψit

t+1

)
−∇fit

(
ψit

t

)
+

1

n

n∑
i=1

∇fi
(
ψi

t

))
(28)

θt+1 = proxhαt
(wt+1) (29)

wt+1

对于添加了非光滑正则项的目标函数, 可按照

式 (17)计算  的投算影子来更新目标参数.

θ̃

ψit
t ,

虽然 SAGA和 SAG均采用了增量梯度的更新

策略, 但二者仍有区别: SAG先将聚合梯度中的某

个样本的旧梯度替换为新梯度, 再将聚合梯度求平

均; 而 SAGA则是在聚合梯度求平均的基础上对某

个样本的梯度进行更新. 显然, 计算单个样本梯度

对 SAGA的参数更新影响更大. 此外, SAGA可看

作 SVRG的简化版本, 它将 SVRG中的 “快照”  
替换为所选样本上一轮的中间变量   从而减少

了计算量[58]. SAGA在强凸条件下实现了较 SAG和

SVRG更快的线性收敛速度. 

4.3    Point-SAGA

i

gi gi0 = ∇fi(θ0) i = 1, · · · , n.

Defazio将近端点算法[59] 融入到 SAGA中, 提
出了一种新的增量算法 Point-SAGA[34]. 与大多数

随机梯度下降算法不同, Point-SAGA不再根据梯

度估计值来更新目标参数, 而是通过构造一个特殊

的投影算子来完成参数更新. 它为第  个样本保留

梯度  , 并初始化  , 其中,  
Point-SAGA的参数更新式为

zitt = θt + αt

(
gitt − 1

n

n∑
i=1

git

)
(30)

θt+1 = proxfitat

(
zitt
)

(31)

git+1 =


zitt − θt+1

αt
, i = it

git, i ̸= it

(32)

zitt θt+1 = zitt −
αt∇fit(θt+1), θt+1

其中,    为中间变量. 由式 (31) 知,   

  它是关于  的隐式方程.
θt+1

θt+1

在更新  之前, Point-SAGA就通过构造投

影算子计算出随机样本在  处的近似梯度. 这一

更新技巧使 Point-SAGA在强凸条件下取得了比

SAGA更快的收敛速度, 且在非光滑条件下依然适

用. 在不考虑添加正则项的情况下, 可将 SVRG、SAG、
SAGA以及 Point-SAGA的参数更新式进行统一

处理[33], 如表 3所示.

 
表 3    SVRG与增量算法参数更新公式对比

Table 3    Comparison of parameters updating
formulas among SVRG and incremental algorithms

算法名称 参数更新公式

SVRG θt+1=θt−αt

(
∇fit

(θt)−∇fit
(θ̃)+ 1

n

∑n
i=1 ∇fi(θ̃)

)
 

SAG θt+1=θt−
αt
n

(
∇fit

(θt)−∇fit

(
ψ

it
t

)
+

∑n
i=1 ∇fi

(
ψi

t

))
 

SAGA θt+1=θt−αt

(
∇fit

(θt)−∇fit

(
ψ

it
t

)
+ 1

n

∑n
i=1 ∇fi

(
ψi

t

))
 

Point-
SAGA θt+1=θt−αt

(
∇fit (θt+1)−∇fit

(
ψ

it
t

)
+ 1

n

∑n
i=1 ∇fi

(
ψi

t

))
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n < κ

ε−
ρ ∈ (0, 1) T = t/n

对于前述几种非自适应学习率的随机梯度下降

算法, Allen-Zhu[30] 根据各算法在强凸条件下的复

杂度将其分为 3代. 第 1代算法包括 SGD和 NAG
等; 第 2代包括 SVRG和 Prox-SVRG等; 第 3代
包括 Katyusha和 Point-SAGA等. 其中, 第 1代算

法的复杂度最高. 在多数情形下, 第 3代算法的复

杂度优于第 2代算法的复杂度, 当  时优势尤

其显著. 对于动量、方差缩减和增量梯度策略下的随

机梯度下降算法, 表 4比较了各算法取得  近似解

的复杂度和收敛速度, 其中, 常数   ,  
表示全局迭代次数. 

5    自适应调节学习率的随机梯度下降算法

在大规模机器学习中, 为了减少振荡、提高优

化效率, 每经过数轮迭代就需要更换一个较小的学

习率. 手动调节学习率工作量较大且很难快速找到

当前模型环境下的最佳值. 若设置的学习率过小,
会使得优化进程缓慢; 若学习率过大, 会导致振荡

且难以逼近最优解甚至逐渐远离最优解, 如图 4所
示. 为了解决此问题, 一些学者提出了以下几种自

适应调节学习率的随机梯度下降算法, 这些算法在

深度神经网络中表现出了极佳性能. 

5.1    Adagrad

θ

对于数据特征不平衡的问题, 若使用 SGD, 则
稀疏特征对应的梯度分量的绝对值很小甚至为零,
这使得目标参数难以逼近最优解. Adagrad[35] 是一

种自适应调节学习率的随机梯度下降算法, 它将目

标参数  的分量进行拆分, 对每个分量使用不同的

学习率进行更新. 对稀疏特征相应的参数分量使用

较大的学习率进行更新, 进而识别出那些非常具有

预测价值但易被忽略的特征.
θt,k t为了描述方便, 引入以下符号:   表示第  轮

θ k k ∈ {1, 2, · · · , d};
gt ∈ Rd t gt = ∇fit(θt)

gt,k θt,k gt,k = ∇fit(θt,k)

迭代时  的第  个参数分量, 其中 

 表示第  轮迭代时的梯度, 即  ;
 表示   对应的梯度分量, 即   .

Adagrad的参数分量更新式为

θt+1,k = θt,k − α√
ĝt,k + ε

gt,k (33)

ĝt,k =
∑t

q=1 g
2
q,k t k

α ε

10−8

α/
√

ĝt,k + ε

其中,   表示对前  轮的第  个梯度

分量进行平方和累加;   是全局学习率;   是一个很

小的正数 (一般取  ), 其作用是避免分母为 0;
可将  看作自适应调节的学习率.

Adagrad对不同的参数分量使用不同的学习

率. 对于数据稀疏程度较弱的特征, 分母中历史梯

度的累积值较大, 从而学习率较小; 对于数据稀疏

程度较强的特征, 分母中历史梯度的累积值较小,
故学习率较大, 这种方法在处理稀疏数据时起到了

捕捉罕见特征的作用 . 将单个元素向量化 , Ad-
agrad的参数更新式可写为

θt+1 = θt −
α√
G+ ε

⊙ gt (34)

G=(ĝt,1, · · · , ĝt,d)T, 1/
√
G+ε =(1/

√
ĝt,1+ε, · · · ,

1/
√
ĝt,d + ε)T, ⊙

其中,  

     表示向量的对应元素相乘. 图 5

绘出了 Adagrad在 Abalone数据集上训练 Lasso
模型时, 目标参数的 8个分量对应的学习率的变化

曲线. 从此图可以看出, 虽然学习率整体呈缓慢下

降趋势, 但各分量的变化程度不同.
Dean等[60] 发现 Adagrad能显著提高 SGD的

鲁棒性, 并将其用于谷歌的大型神经网络训练; Pen-
nington等[61] 在训练词嵌入技术时使用了 Adagrad,
这是因为不常用的词比常用的词需要更大的更新.
Chen等[62] 提出了 SAdagrad, 它将 Adagrad看作一

个子程序并周期性调用, 在强凸条件下具有更好的

收敛速度. Adagrad的提出使人们摆脱了手动调节

 
表 4    随机梯度下降算法的复杂度与收敛速度

Table 4    Complexity and convergence speed of stochastic gradient descent algorithms

算法名称 复杂度 (强凸) 复杂度 (凸) 收敛速度 (强凸) 收敛速度 (凸)

第1代
SGD[43] O

(
(κ/ε) log 1

ε

)
 O

(
1/ε2

)
 O(1/T ) O(1/

√
T ) 

NAG[26] O
(
n
√
κ log 1

ε

)
 — O

(
ρT

)
 O

(
1/T 2

)
 

第2代

SVRG[28] O
(
(n + κ) log 1

ε

)
 — O

(
ρT

)
 —

Prox-SVRG[29] O
(
(n + κ) log 1

ε

)
 — O

(
ρT

)
 —

SAG[32] O
(
(n + κ) log 1

ε

)
 — O

(
ρT

)
 O(1/T ) 

SAGA[33] O
(
(n + κ) log 1

ε

)
 O(n/ε) O

(
ρT

)
 O(1/T ) 

第3代

Katyusha[30] O
(
(n +

√
nκ) log 1

ε

)
 O(n +

√
n/ε) O

(
ρT

)
 O

(
1/T 2

)
 

Point-SAGA[34] O
(
(n +

√
nκ) log 1

ε

)
 — O

(
ρT

)
 —

MiG[31] O
(
(n +

√
nκ) log 1

ε

)
 O(n +

√
n/ε) O

(
ρT

)
 O

(
1/T 2

)
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学习率的困扰, 但仍存在以下缺点: 1)历史梯度无

节制地累加导致了学习率不断衰减至一个极小的

数, 这使得训练后期优化效率很低; 2)需要预先设

置全局学习率; 3)保留梯度的内存成本过大. 

5.2    Adadelta

Adadelta[37] 是 Adagrad的改进版本, 它不再低

效率地存储历史梯度的平方和, 而是通过引入一个

新的统计量 “衰减平均”递归地计算平方梯度的指

数加权滑动平均, 从而大大降低了存储成本. 每轮

平方梯度的衰减平均只与上一轮平方梯度的衰减平

均和本轮平方梯度有关, 计算式为

E
[
g2
]
t
= γE

[
g2
]
t−1

+ (1− γ)g2t (35)

g2t = gt ⊙ gt, E[g2]t t

E[g2]0 d γ ∈ (0, 1)

其中,        表示第   轮平方梯度的

衰减期望值 (  可初始化为  维零向量),  
为衰减常数 (一般取 0.9), 与动量方法中的动量系

数类似.
G将 Adagrad参数更新式中的  替换为平方梯

E[g2]t度的衰减期望值   , 可得

∆θt = − α√
E [g2]t + ε

⊙ gt (36)

式 (36)亦为 Rmsprop[63] 的参数更新式. 将式

(36) 中的分母用梯度的均方根误差 (Root mean
square error, RMSE)近似代替, 则有

∆θt = − α

RMSE[g]t
⊙ gt (37)

RMSE[∆θ]t−1 =
√
E[(∆θ)2]t−1 + ε α

Zeiler等 [37] 认为此更新式中分子与分母的单

位不一致 ,  故可使用上一轮参数的均方根误差

 来替换   . 于是

Adadelta的参数更新式为

θt+1 = θt −
RMSE[∆θ]t−1

RMSE[g]t
⊙ gt (38)

RMSE[∆θ]t−1/RMSE[g]t其中,    可看作自适应调

节的学习率, “/” 表示向量的对应元素之商.

γ

Adadelta针对 Adagrad的三个缺点进行了改

进. 1)更新式 (38)中的分母不再是一个无限累加的

数, 衰减常数  通过调整历史梯度与当前梯度的比

例, 使学习率的分母保持在一定的范围内; 2)此方

法无需事先设置全局学习率; 3)无需存储历史梯度,
故大大节省了内存成本. 

5.3    Adam

∆θ

α |∆θt,k| <≈ α <≈
θt,k ∆θt k

α

α |∆θt,k|
α

gt mt ut

Adam结合了矩估计思想, 通过计算并修正每

轮梯度的一阶矩和二阶矩来动态调节学习率[38]. 在
使用 Adam时, 参数改变量  近似受到全局学习

率  的限制且  , 其中,    表示小于或

约等于,   是  第  个分量. 在实际应用中, 根
据  的数量级可以大致推测出参数逼近最优解所需

的更新次数; 也可以将  看作  的置信区间的

上限, 当某一轮参数变化量远大于  时, 可以判断

该样本为噪声点或此轮更新不具有价值[64]. 分别计

算  的一阶矩和二阶矩的估计量  和 

mt = β1mt−1 + (1− β1)gt (39)

ut = β2ut−1 + (1− β2)g
2
t (40)

β1, β2 ∈ [0, 1) β1 = 0.9

β2 = 0.999 m0 u0 d

mt ut

其中,   是衰减常数. 建议设置为  ,
 , 初始化  和  均为  维零向量. 分别

对  和  的偏差进行修正

m̂t =
mt

1− βt
1

, ût =
ut

1− βt
2

(41)

Adam的参数更新式为

θt+1 = θt −
α√
ût + ε

⊙ m̂t (42)

Adam的迭代式与 Adadelta中的式 (36)的形

 

极大的学习率

较小的学习率

较大的学习率

适当的学习率

损
失

函
数
值

迭代次数 

图 4    学习率对优化过程的影响

Fig. 4    Effect of learning rates on optimization process
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全局迭代次数
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图 5    Adagrad的学习率变化示意图

Fig. 5    Schematic diagram of learning rate
changes for adagrad
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m̂t/
√
ût

∆θt,k

式相似, 即将式 (36)中的梯度改为修正后的一阶

矩, 平方梯度的衰减平均值改为修正后的二阶矩.
称  为信噪比 (Signal-noise ratio, SNR), 随
着 SNR不断减小,   不断接近于 0, 这个性质

亦是一种自动退火形式[65]. Adam结合了 Adagrad
善于处理稀疏梯度和 Rmsprop善于处理非平稳目

标的优点, 适用于大数据集和高维空间. 

5.4    AdaMax

t
√
ût + ϵ

≈ (β2ut−1 + (1− β2)g
2
t )

1/2

g(t) = (gT1 , · · · , gTt )T ℓ2

|∆θt,k| ∥g(t)∥2
ℓ2 ℓ∞

α ∆θ

|∆θt,k| ≤ α

在Adam的参数更新式中, 当  较大时,  
 可近似看作由历史梯度

组成的向量   的缩放   范数, 故
参数改变量   与   近似成反比. AdaM-
ax将 Adam中的  范数拓展到了  范数, 使得全

局学习率  对参数改变量  的限制范围更加清晰,
即  [38].

ℓ2 ℓp先将  范数拓展到  范数, 重新定义滑动均值

ut = βp
2ut−1 + (1− βp

2) |gt|p =

(1− βp
2)

t∑
i=1

β
p(t−i)
2 × |gi|p (43)

βp
2 |gt|p = (|gt,1|p, · · · , |gt,d|p)T

ℓp ℓ∞

其中,   为衰减常数,   .
再将  范数拓展到  范数, 得

Ut = lim
p→∞

(ut)
1
p =

lim
p→∞

(1− βp
2)

1
p

(
t∑

i=1

β
p(t−i)
2 × |gi|p

) 1
p

=

lim
p→∞

(
t∑

i=1

(
β
(t−i)
2 × |gi|

)p) 1
p

=

max
{
βt−1
2 |g1|, βt−2

2 |g2|, · · · , |gt|
}

(44)

式 (44)等价于一个简单的递归公式

Ut = max{β2Ut−1, |gt|} (45)

U0 d Ut√
ût + ϵ

可初始化  为  维零向量. 用  替换 Adam
参数更新式中的  , 得到 AdaMax的参数更

新式

θt+1 = θt −
η

Ut
⊙mt (46)

η

α η = α/(1− βt
1)

mt

其中,   为全局学习率, 建议与 Adam中的全局学

习率  按照关系  进行设置[66]. 值得注

意的是, AdaMax无需对梯度的一阶矩  进行修正. 

5.5    Nadam

Nadam将 Nesterov动量加入到 Adam中, 以
提升 Adam的算法性能, 亦可看作是 Adam和 NAG

v̄

的结合[39]. 从表 1可以看出: 要将 CM转化为 NAG,
需要添加中间变量  . 只要统一 Adam与 CM的更

新形式, 便可使用这种修改技巧实现从 Adam 向

Nadam的转换.
暂不考虑偏差修正, Adam的更新式可写为

θt+1 = θt −
α

√
ut + ε

⊙mt (47)

β2 ≈ 1, ut ≈ ut−1因为   所以  .
将式 (39)和式 (40)代入式 (47), 得到

θt+1 = θt −

(
α(1− β1)√

β2ut−1 + (1− β2)g2t + ε
⊙ gt+

αβ1√
β2ut−1 + (1− β2)g2t + ε

⊙mt−1

)
≈

θt −

(
α(1− β1)√

β2ut−1 + (1− β2)g2t + ε
⊙ gt+

αβ1√
ut−1 + ε

⊙mt−1

)
(48)

αβ1/(
√
ut−1 + ϵ)

m̃t = β1mt + (1− β1)gt

式 (48)与 CM的更新形式相同, 括号中的第 2
项可看作动量项, 其中   为动量系

数. 对 Adam 使用表 1 中的动量转换技巧, 通过

引入中间变量     , 得到参数

更新式

θt+1 = θt −
α

√
ut + ε

⊙ m̃t (49)

mt ut

m̂t ût

gt ĝt = gt/(1− βt
1)

根据 Adam的式 (41), 分别对  和  进行偏

差修正得到  与  . 鉴于梯度与动量的作用对象

不同步, 对   进行偏差修正得到   .
最终 Nadam的参数更新式为

θt+1 = θt −
α√
ût + ε

⊙mt (50)

m̄t = β1m̂t + (1− β1)ĝt其中,   .
随着深度学习网络模型越来越复杂, 自适应算

法面临着泛化性能差、学习率逐渐极端化等问题.
在最近的几个自然语言处理和计算机视觉项目中,
自适应算法仅在训练初期的优化效率较高, 而在训

练后期和测试集上常常出现停滞不前的情况, 且整

体效果不及 SGD与 NAG[67−68]. Reddi等[69] 认为可

以通过对过去梯度的 “长期记忆” 来解决自适应算法收

敛性差的问题, 并提出Adam的改进算法AmSGDrad,
此算法有效地提升了收敛速度. Luo等[70] 提出的自

适应算法 Adabound为学习率设置了一个动态上

界, 且初始化学习率上界为无穷大, 随着迭代次数

的增加, 学习率最终平稳地递减至一个恒定的值.
Adabound在训练初期的优化速度与 Adam相当,
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在训练后期性能稳定且泛化能力较强, 能够在复杂

的深层网络中发挥良好的性能. 

6    数值实验

先使用动量、方差缩减和增量梯度 3种策略下

的随机梯度下降算法解决逻辑回归等机器学习任

务, 再将自适应学习率的随机梯度下降算法应用到

深度卷积神经网络中. 

6.1    非自适应学习率算法的性能对比

本节实验对非自适应学习率的随机梯度下降算

法在机器学习模型中的性能进行对比. 采用MAT-
LAB与 C语言混合编程, 涉及的算法程序均在 4核
AMD A10-7300 Radeon R6处理器上运行. 实验所

用的 Adult等 4个数据集均来自于 UCI机器学习

库 (http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html). 表 5
给出了这些数据集的详细信息.

  
表 5    数据集描述

Table 5    Description of datasets

数据集 样本总数 样本特征 占用内存

Adult 32 562 123 734 KB

Covtype 581 012 54 52 MB

Abalone 4 177 8 71 KB

MNIST 60 000 784 12 MB

 

ℓ2 ℓ2

∥ · ∥1 ℓ1 λ1 λ2

建立  逻辑回归 (  -Logistic regression)、岭
回归 (Ridge regression)和 Lasso等 3种经典机器

学习模型. 表 6列出了 3种优化模型的公式, 其中

 为向量的  范数,   和  为取正值的正则化

系数. 显然, 前两种是光滑且强凸的优化模型, 第 3
种是非光滑凸的优化模型. 表 7列出了 4个实验数

据集对应的优化模型及正则参数设置. 选取 SGD、
NAG、SVRG、SAGA、Katyusha以及MiG共 6种
具有代表性的方法进行实验, 通过研究 6种算法的

迭代效率和时间效率, 对比、分析算法的实际性能.
为公平起见, 初始化目标参数为零向量, 每种方法

的超参数和学习率均先按照理论最优值进行设置,
再结合具体实验进行微调, 以使算法的实际性能达

到最佳.
图 6 比较了 6 种随机梯度下降算法的迭代效

率, 其中, 横坐标表示全局迭代次数, 纵坐标表示当

前目标函数值与最优目标函数值之差. 从图 6可以

看出, 第 1代随机梯度下降算法 SGD和 NAG的迭

代效率较低, 难以在较少的迭代次数内逼近最优解,
这可能是因为梯度的方差不断累积且实际数据集存

在噪声. 作为简单版本的随机梯度下降算法, SGD

迭代效率最低; NAG添加了 Nesterov动量, 尽管

在一定程度上提升了 SGD的优化效率, 但效果并

不显著. 第 2代随机梯度下降算法的迭代效率在第

1代的基础上产生了质的飞跃. SVRG和 SAGA分

别通过采用方差缩减与增量梯度的策略构造相应的

梯度估计量, 有效限制了方差的累积, 极大地提升

了算法性能, 且能够在较少的迭代次数内逼近最优

解. 第 3代随机梯度下降算法 Katyusha和MiG在

方差缩减技术的基础上添加了消极动量, 因此在目

标参数的优化过程中更加稳健、精准、高效, 能够在

极少的迭代次数内逼近最优解.
图 7 对比了 6 种随机梯度下降算法的时间效

率, 其中: 横坐标表示运行时间, 纵坐标表示当前目

标函数值与最优目标函数值之差. 从图 7可以看出:
第 2代和第 3代随机梯度下降算法的时间效率明显

强于第 1代, 这与图 6中迭代效率的对比情况相似.
此外, 第 3代算法的整体时间效率虽然稍强于第 2
代算法, 但其优势并不像迭代效率那样显著. 第 3
代算法虽然在复杂度和收敛速度上都有明显优势,
但由于自身结构相对复杂, 故在实际应用中单次迭

代的计算量较大、运行时间较长. 

6.2    自适应学习率算法的性能对比

本节实验对自适应学习率的随机梯度下降算法

在深度学习中的性能进行对比. 实验环境为MxNet-
gluon 1.0, 工作站配置了 10核 Intel Xeon E5-2640v4
处理器和两块 GTX 1080ti 11 GB显卡. 使用的 CI-
FAR-10数据集 (http://www.cs.toronto.edu/~kriz/
cifar.html)包含 60 000幅 32 × 32 × 3的彩色图

 
表 6    3种机器学习任务的优化模型

Table 6    Optimization models for 3 machine
learning tasks

模型名称 模型公式

ℓ2  逻辑

回归
min
θ∈Rd

J(θ) = 1
n

∑n
i=1 log

(
1 + exp

(
−yix

T
iθ

))
+

λ2
2 ∥θ∥2

2 

岭回归 min
θ∈Rd

J(θ) = 1
2n

∑n
i=1

(
xT

iθ − yi

)2
+

λ2
2 ∥θ∥2

2 

Lasso min
θ∈Rd

J(θ) = 1
2n

∑n
i=1

(
xT

iθ − yi

)2
+ λ1∥θ∥1 

 
表 7    数据集对应的优化模型与正则参数

Table 7    Optimization model and regularization
parameter for each dataset

编号 数据集 优化模型 正则参数

(a) Adult ℓ2   逻辑回归 λ2 = 10−5 

(b) Covtype ℓ2   逻辑回归 λ2 = 10−6 

(c) Abalone Lasso λ1 = 10−4 

(d) MNIST 岭回归 λ2 = 10−5 
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像. 根据图像内容可将其分为 “飞机”、 “鸟” 和 “猫”
等 10个类别, 其中每个类别均包含6 000幅图像.
从每类图像中随机选取 5 000幅作为训练样本, 剩
余的 1 000幅作为测试样本, 并在实验过程中采取

数据增广策略.

10−3

在 ResNet-18卷积神经网络模型[71] 下, 对 Ad-
agrad、Rmsprop、Adadelta以及 Adam的实际性能

进行比较. 此外, 实验还考虑了 SGD和 CM两种非

自适应算法. ResNet-18网络模型的权重参数按均

值为 0、标准差为 0.01的正态分布随机初始化. 训
练时采用交叉熵损失函数, 批容量为 32, 除 Adad-
elta外, 其余算法全局学习率的初始值均为  ,
且每隔 30代衰减至之前的 1/10, 共训练 90代.

图 8展示了实验中训练集损失函数值、训练集

精度以及测试集精度的变化情况. 从此图可以看出,
4种自适应学习率的梯度下降算法在实验中的性能

整体优于 SGD. Adagrad 的性能最差, 仅略优于

SGD, 这可能是因为 Adagrad生成的自适应学习率

无节制减小, 从而导致后期学习率微小, 以至于无

法突破局部最优点. Rmsprop与 Adadelta的性能

比较接近, 且优于 Adagrad. Adam在训练集与测

试集中的优化效率都是最高的, 这说明矩估计思想

和自动退火形式在随机梯度下降算法中起到了提升

算法性能的作用. 此外, CM在训练集中的表现与

Rmsprop相当, 在测试集中的性能甚至略优于 Rm-
sprop. 

7    总结与展望

本文对近年来随机梯度下降算法的研究进展及

主要研究成果进行了综述. 根据算法的更新策略,
将几种具有代表性的随机梯度下降算法分为四类,
包括基于动量的算法、基于方差缩减的算法、基于

增量梯度的算法以及自适应学习率的算法. 本文介

绍了这些算法的原理、核心思想以及相互之间的区

别与联系, 并通过数值实验对算法的实际性能进行

了对比. 实验结果表明: 在逻辑回归等经典机器学

习任务中, Katyusha和MiG等第 3代算法普遍具

有较好的性能, 而 SGD和 NAG等第 1代算法的实

验性能最差; 在深度卷积神经网络中, Adam的实

验性能最好. 当前, 国内外提出的随机梯度下降算

法种类繁多, 但理论不完善且评价标准尚未统一.
因此, 随机梯度下降算法仍将是未来的研究热点.
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图 6    随机梯度下降算法的迭代效率对比

Fig. 6    Comparison of iterative efficiency of stochastic gradient descent algorithms
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下面几个方向在今后的研究中值得关注.

!

1)与二阶算法相比, 随机梯度下降算法的收敛

速度相对较慢, 且需要更多的迭代次数. 第 2代和

第 3代改进算法虽然有效地提升了收敛速度, 但耗

费了较大的时间成本和内存成本. 随着数据规模的

扩大和模型复杂度的提升, 单线程下的随机梯度下

降算法已经不能满足大规模机器学习应用的需

求[72−73]. Zinkevich等[74] 提出了首个并行式随机梯度

下降算法 SimuParallelSGD, 这种方法适合于大规

模学习范式和 MapReduce框架. 文献 [75]提出了

Hogwild   算法, 它对稀疏数据采用无锁异步更新

策略, 从而有效地减少了特征更新时的冲突. 陈振

宏等[76] 提出了一种基于差异合并的分布式随机梯

度下降算法 DA-DSGD, 从性能的加权合并、模型

规范化两方面提高了算法性能. 目前, 研究者们已

经实现了 SVRG、SAGA和 MiG等改进算法的分

布式和并行化版本, 但收敛速度却有待进一步提

升[31, 77−78]. 如何根据算法特点、数据对象和应用平台,
设计并实现不同改进策略下的随机梯度下降算法的

分布式与并行化版本, 使其在实际应用中发挥出较

高的性能水平, 这是未来值得探索的问题.

αt = c1/(t
v + c2)

c1 c2 v

2)学习率是随机梯度下降算法中一个非常重

要的超参数, 直接影响算法在实际应用中的性能.
一些学者按照  的形式对每轮学习

率进行设置, 但这种形式在实际应用中收敛速度较

慢, 且  ,   和  的取值仍难以确定[79]. 另一些学者

则认为应先在固定步长下快速寻找最优解的邻域,
再考虑更为精确的优化方案[80]. 目前, 寻找最优学

习率在理论和实践上仍是一个巨大的挑战.
3)随机梯度下降算法在每轮迭代过程中计算

复杂度较低, 但只利用了一阶梯度, 忽略了目标函

数的二阶信息及曲率, 从而限制了实际性能和收敛

速度[81]. 如何结合一阶与二阶方法各自的长处，进一

步设计迭代效率俱佳的随机梯度下降算法，是未来

值得研究的问题.
4)近年来, 研究者们将目光投向非凸的 ERM

模型, 并且提出了一些行之有效的解决方案[82−85], 其
中具有代表性的策略包括添加动量跳出局部最优

解[86]、使用方差缩技术减少梯度方差[87] 和添加梯度

噪声逃离鞍点[88] 等. 然而, 对于更为一般的非凸、非

光滑的优化问题却并未取得太大的突破, 目前仅有

Prox-SAGA[89]、Prox-SVRG+[90] 等算法, 但性能并
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图 7    随机梯度下降算法的时间效率对比

Fig. 7    Comparison of time efficiency of stochastic gradient descent algorithms
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不理想. 随机梯度下降算法在非凸、非光滑条件下

的策略研究, 不仅是当前面临的困局, 也是未来最

具有应用价值的研究方向.
5)对于非凸的优化问题, 梯度下降法通常存在

两个缺陷: 易于陷入局部最优、无法逃离鞍点. 而演

化计算/智能计算无需计算梯度和确定步长, 且往

往具有较好的全局收敛性. 如何将随机梯度下降算

法与演化计算/智能计算方法相结合, 将是一个非

常值得关注的研究方向.
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