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复杂无向网络连通性的一种高效判定算法

王 卓 1, 2 秦博东 3 徐 雍 4 鲁仁全 4 魏庆来 5

摘 要 通信网络的拓扑结构连通性是多智能体系统一致性控制或编队控制等的理论前提. 以往, 各种多智能体系统一致性

控制或编队控制方面的文献仅侧重于控制协议、智能体动力学模型和控制律设计, 而缺乏对多智能体通信网络拓扑结构的连

通性研究. 网络连通性高效判定算法不仅是大规模多智能体系统一致性控制或编队控制的保证, 而且在图论、现代移动通信、

计算机与交通等各种网络中有着重要和广泛的应用. 针对复杂无向网络的连通性问题, 本文给出了一种新的高效判定算法、以

及该算法的时间复杂度和空间复杂度的上界. 该算法具有非常低的时间复杂度和空间复杂度, 且便于计算机实现, 因而具有重

要的理论意义和广泛的实用价值.
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An Efficient Algorithm for Determining the Connectivity of

Complex Undirected Networks
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Abstract The topological connectivity of communication network is the theoretical premise of consistency control or

formation control of multi-agent systems. The past literature on consistency control or formation control of multi-agent

systems focused only on control protocol, agent dynamics model and control law design, lacking the research on the topo-

logical connectivity of multi-agent communication network. The efficient determination algorithm of network connectivity

is not only the guarantee of consistency control or formation control for the large-scale multi-agent systems, but also

has important and extensive applications in graph theory and various networks such as modern mobile communication

networks, computer networks and transportation networks. This paper presents a new efficient determination algorithm

with the upper bounds of the time complexity and space complexity of the algorithm, for the connectivity problem of

complex undirected networks. The algorithm has very low time complexity and space complexity, and can be realized

easily with computer programs, which makes it have important theoretical significance and wide practicability.
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通[18] 等各种网络中有着重要和广泛的应用.
在多智能体系统一致性控制或编队控制中, 如

果两个智能体在规定的时间 (通常为一个采样周期)
内至少有一次数据交换, 则认为这两个智能体在通
信方面是连通的. 如此, 进行数据交换的多个智能体
构成了一个移动通信网络. 若所有智能体构成的这
个移动通信网络在规定的时间内是连通的, 则称该
网络的拓扑结构是连通的. 这种多智能体通信网络
常被建模为复杂无向网络 (含自环和多重边), 而其
拓扑结构的连通性检测和判定问题就可转化为复杂

无向网络的连通性检测和判定问题.
迄今为止, 判定网络连通性的算法主要有两类:

基于深度优先搜索技术的算法, 如 Tarjan 算法[19]

和 Gabow 算法[20] 等; 基于可达矩阵的算法和基于
关系传递闭包的Warshall 算法[21] 等. Tarjan 算法
和 Gabow 算法是一类面向网络的直接搜索算法, 其
优点是算法复杂度低 (均为 O(n + m), 其中 n 为

节点数, m 为边数), 缺点是仅适合简单网络 (无自
环或多重边) 且不易编程 (需使用堆栈和标号技术).
Warshall 算法的优点是结构异常简洁且可采用效率
更高的位运算方法, 缺点是算法复杂度高 (O(2n3))
且同样仅适用于简单网络. 基于可达矩阵的连通性
判定算法虽可用于复杂无向网络, 但由于其算法复
杂度太高 (O(n4)) 而很难适用于大规模移动通信网
络或计算机互联网络的连通性判定.
针对具有 n 个节点的复杂无向网络, 本文给出

了一种新的连通性判定算法, 该算法的时间复杂度
和空间复杂度分别为 O(3n2) 和 O(n2 + n). 与基于
可达矩阵的连通性判定算法和基于关系传递闭包的

Warshall 算法相比, 本文所给算法在时间复杂度上
具有显著优势, 因而更适合大规模移动通信网络或
计算机互联网络的连通性检测与判定.

1 问题描述

给定一个无向网络 G, 我们用 vi (i = 1, 2, · · · )
与 ej (j = 1, 2, · · · ) 分别表示 G 中的节点和边, 用
V (G) = {v1, v2, · · · } 与 E(G) = {e1, e2, · · · } 分别
表示 G 中所有节点和所有边的集合, 则网络 G 可用

一个偶对 (V, E) 表示, 记作 G = (V, E).
若用 n = |V (G)| 表示 V (G) 中节点的个数,

m = |E(G)| 表示 E(G) 中边的个数, 则网络 G 可

另记为 G = (n,m). n 称为网络 G 的阶数, 一个具
有 n 个节点的网络称为 n 阶网络. n 和 m 均为有

限值的无向网络 G 称为有限无向网络.
除特别声明外, 本文所讨论的网络均指有限复

杂无向网络, 原因在于大规模移动通信网络和计算
机互联网络常被建模为复杂无向网络, 且复杂无向
网络较简单无向网络具有更大的普适性.

定义 1. 给定 n 阶无向网络 G 和网络的节点集

V (G) = {v1, v2, · · · , vn}, 称 A = A(aij) ∈ Rn×n

为 G 的邻接矩阵, 其中

aij =

{
mij, vi 与 vj 之间有mij 条边邻接

0, vi 与 vj 不邻接
(1)

定义 1 中, mij ≥ 1 为整数. 当 G 为简单无向

网络时, mij = 1; 当 G 为复杂无向网络时, 则至少
存在一个 mij > 1. 因本文仅考虑 G 的连通性, 所
以将mij 视为 1 并不影响 G 的连通性.

定义 2. 给定 n 阶无向网络 G 和网络的节点集

V (G) = {v1, v2, · · · , vn}, 设

aij =

{
1, 若 vi 与 vj 邻接,或 i = j

0, 若 vi 与 vj 不邻接
(2)

则称: 1) 由元素 aij (i, j = 1, 2, · · · , n) 构成的
n 阶矩阵为网络 G 的邻居矩阵, 记作 A(G), 或简记
为 A; 2) A 的第 i 行为网络 G 的第 i 个邻居集, 记
作 Ai(G), 或简记为 Ai.
我们以图 1 和图 2 所示无向网络为例来具体说

明定义 2 中所涉及的概念.

图 1 G1

Fig. 1 G1

图 2 G2

Fig. 2 G2

图 1 和图 2 所示的无向网络各有 8 个节点, 它
们的邻居矩阵分别是
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A(G1) =




1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1




A(G2) =




1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1




邻居集 Ai(Gj) (i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2) 表示
节点 vi 与其邻接节点的关系, 其中取值为 1 的元
素所对应的节点就是包含 vi 在内的一个邻居组, 如
A1(G1) 中包含 v1 在内的邻居组是 {v1, v2, v3}. 我
们用 |Ai| 表示 Ai 中取值为 1 的元素个数、即邻居
集 Ai 中邻居的个数, 如 |A1(G1)| = 3. 显然, 每个
邻居组中的节点及与它们相邻接的边一起构成网络

G 的一个连通子网络. 此外, 我们称元素全为 0 的
邻居集为零邻居集 (对应空网络), 元素全为 1 的邻
居集为全邻居集 (对应连通网络).
给定一个无向网络, 由定义 2 和图论中邻接矩

阵的定义可知, 复杂无向网络邻居矩阵与简单无向
网络邻接矩阵的差别仅是对角线元素的取值有所不

同, 邻居矩阵的对角线元素全为 1, 而邻接矩阵的对
角线元素全为 0.

2 算法理论基础与算法设计

2.1 算法理论基础

由定义 2 可知, n (n ≥ 2) 阶无向网络 G 的邻

居集 Ai(G) 具有如下特点: 1) 邻居集中只有 2 种元
素 1 和 0, 且至少有一个 1; 2) 各邻居集中元素的个
数彼此相等; 3) 每个邻居集对应一个邻居组, 每个
邻居组彼此邻接且对应网络 G 的一个连通子网络.

定义 2 是一个新定义, 也是本文所给算法的基
础. 在具体给出基于邻居矩阵的网络连通性判定算
法 (下面简称本文所给算法) 之前, 我们需先给出邻
居集的相关运算规则.

定义 3. 给定 n (n ≥ 2) 阶无向网络 G 及相应

的邻居集 Ai (i = 1, 2, · · · , n), 邻居集的交与并的运
算规则如下:

1) Ai ∩ Aj = {zk = xk ∩ yk|xk ∈ Ai, yk ∈
Aj, k = 1, 2, · · · , n};

2) Ai ∪ Aj = {zk = xk ∪ yk|xk ∈ Ai, yk ∈
Aj, k = 1, 2, · · · , n}.

上式中各元素之间的运算 (∩ 和 ∪) 均为布尔运
算, 可采用效率更高的位运算方法实现. 上述运算规
则用于邻居集时具有明确意义:

1) 若两邻居集 Ai、Aj (i 6= j) 的交集 Ai ∩ Aj

为零邻居集, 则由 Ai、Aj 决定的两个邻居组没有公

共邻居, 反之则有公共邻居;
2) 没有公共邻居的两个邻居集的并集不构成新

的邻居组, 即不构成 G 的新的连通子网络;
3) 有公共邻居的两个邻居集的并集 Ai ∪ Aj 是

一个新的邻居集, 该邻居集对应 G 的一个新的连通

子网络; 新连通子网络是 Ai、Aj 所对应的连通子网

络的并, 且显然有 |Ai ∪Aj| ≥ max(|Ai, Aj|).
本文所给算法主要涉及 2 种运算: 1) 求两个邻

居集 Ai、Aj (i 6= j) 的交集, 以验证它们是否有公
共邻居, 若无则不求 Ai ∪ Aj; 2) 若有公共邻居, 则
求 Ai ∪Aj.
两个邻居集 Ai、Aj (i 6= j) 的交并运算可按如

下简便方法一次完成:
1) 求 Ai ∩ Aj, 对于 k = 1, 2, · · · , n, 依次检查

xk ∩ yk 的取值, 当首次出现 xk ∩ yk = 1 时, 停止本
次求交运算;

2) 求 Ai ∪ Aj = {zk = xk ∪ yk|xk ∈ Ai, yk ∈
Aj, k = 1, 2, · · · , n}.

本文所给算法的主要思路是: 1)给定 n (n ≥ 2)
阶无向网络, 生成邻居矩阵 A(aij) ∈ Rn×n 和相应

的邻居集 Ai (i = 1, 2, · · · , n); 2) 求 A1 ∩ Ai (i =
2, 3, · · · , n) 以确定两个邻居集之间是否具有公共邻
居; 若无, 令 i = i + 1, 继续进行求交运算; 若有, 求
A1 ∪ Ai 并将运算结果赋予 A1; 上述求并与赋值运
算结束后, 令 i = i + 1, 继续进行这种求交和求并运
算; 3) 若上述运算进行到最后一步后, |A1| < n 或

A1 与所有剩余的邻居集之间没有相同的邻居, 则可
判定所给网络不连通, 否则, 可判定所给网络连通.

2.2 算法设计

给定 n (n ≥ 2) 阶无向网络 G, 设: G 的邻

居矩阵 A(aij) ∈ Rn×n 和相应的邻居集 Ai (i =
1, 2, · · · , n) 已经生成; i 为 A(aij) 的行循环变量, j

与 k 为 A(aij) 的列循环变量 (i, j, k = 1, 2, · · · , n);
H = {h1, h2, · · · , hn} 为标号集, hi = 1 表示 A1

与 Ai 进行过求并运算, hi = 0 表示 A1 与 Ai 未进
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行过求并运算. 下面我们具体给出复杂无向网络 G

的连通性判定算法.
基于邻居矩阵的复杂无向网络连通性判定算法

1) 赋初值: i = j = k = 0, H = {hi = 0|i = 1,
2, · · · , n};

2) j = j + 1;
3) 如果 a1j = 0 且 j < n, 转到 2); 如果 a1j =

0 且 j = n, 转到 13); 如果 a1j = 1, i = 1, 转到 4);
4) i = i + 1;
5) 如果 hi = 1 且 i < n, 转到 4); 如果 hi = 1

且 i = n, 转到 11); 如果 hi = 0, 转到 6);
6) 如果 aij = 0 且 i < n, 转到 4); 如果 aij = 0

且 i = n, 转到 11); 如果 aij = 1, k = 1, 转到 7);
7) k = k + 1;
8)如果 aik = 0且 k < n,转到 7); 如果 aik = 0

且 k = n, 转到 10); 如果 aik = 1, a1k =: aik, 转到
9);

9) 如果 k < n, 转到 7); 如果 k = n, 转到 10);
10) hi =: 1; 如果 i < n, 转到 4); 如果 i = n,

转到 11);
11) 如果 j < n, 转到 2); 如果 j = n, |A1| =∑n

j=1 a1j, 转到 12);
12) 如果 |A1| = n, 输出结果: 图 G 连通, 算法

结束; 如果 |A1| < n, 转到 13);
13) 输出结果: 图 G 不连通; 算法结束.
步骤 8) 和 10) 中的符号 “ =: ” 表示赋值运算.
定理 1. 任给 n (n ≥ 2) 阶复杂无向网络 G, 使

用基于邻居矩阵的判定算法时, 网络 G 连通的充分

必要条件是算法结束后 |A1| = n.
证明. 由本文所给算法可知, 当有公共邻居时,

每进行一次求并运算, A1 中所包含的邻居数 (取值
为 1 的元素数) 或者保持不变或者增加. 当保持不
变且 A1 包含网络 G 的全部节点, 即 |A1| = n 时,
网络 G 连通; 当邻居数增加并最终导致 |A1| = n

时, 网络 G 也连通.
反之, 设 |A1| < n 时, 网络 G 连通. |A1| < n

有两种情况: 1) |A1| = 1, 这表明节点 v1 是悬挂点,
没有邻接边, 所以网络 G 不连通; 2) 至少存在一个
Ai (i ∈ {2, 3, · · · , n}), 它在算法结束后与 A1 没有

相同的邻居, 即 Ai 对应的子网络与 A1 对应的子网

络没有公共节点, 这便导致 |A1| < n, 网络 G 不连

通. 上述两种情况都与假设矛盾, 则若要网络 G 连

通, 必须要 |A1| = n. ¤
图 3 是本文所给算法的框图.

2.3 算法应用举例

我们以图 G1 和图 G2 所示无向网络为例来说
明本文所给算法的具体应用.

例 1. 图 G1 所示无向网络有 8 个节点, 其邻
居矩阵 A(G1) ∈ R8×8. 算法运行前, |A1(G1)| = 3,
算法运行后: j = 1, |A1(G1)| = 4; j = 2,
|A1(G1)| = 4; j = 3, |A1(G1)| = 6; j = 4,
|A1(G1)| = 8; j = 5, 6, 7, 8 时, |A1(G1)| = 8. 因
此, 可判定图 G1 所示无向网络连通.
例 2. 图 G2 所示无向网络有 8 个节点, 其邻

居矩阵 A(G2) ∈ R8×8. 算法运行前, |A1(G2)| = 3,
算法运行后: j = 1, |A1(G2)| = 3; j = 2,
|A1(G2)| = 3; j = 3, |A1(G2)| = 3; j = 4, 5, 6, 7, 8
时, |A1(G2)| = 3 < 8. 因此, 可判定图 G2 所示无
向网络不连通.

3 算法复杂性分析

3.1 算法的时间复杂度

给定 n (n ≥ 2) 阶无向网络 G, 设其相应
的邻居矩阵、邻居集分别为 A(aij) ∈ Rn×n 和

Ai (i = 1, 2, · · · , n). 本文所给算法涉及 aij 是否

为 1 的比较运算, 将 aik (i ≥ 2) 的值赋予 a1k 的赋

值运算, 以及两个元素 a1j、a1k (j 6= k) 的布尔或运
算. 按算法复杂性分析的常规做法, 我们将不考虑赋
值运算并将一次比较运算视为一次加法运算. 下面,
我们分 3 部分具体分析本文所给算法的时间复杂度.

1) 对于每一个 j ∈ {1, 2, · · · , n}, 本文所给算
法需要比较 aij (1 ≤ i ≤ n) 是否等于 1, 用于确定
是否存在某个 i (2 ≤ i ≤ n) 使得 a1j = aij = 1, 即
确定 A1 ∩ Ai 为非零邻居集. 对于每一给定的 j, 这
种比较运算共需 n 次, 相当于 n 次加法运算. 考虑
最坏情况, 即当所有的 a1j = 1 (1 ≤ j ≤ n) 时, 这
种比较运算总共需要 n2 次加法运算.

2) 当 A1 ∩ Ai (2 ≤ i ≤ n) 为非零邻居集时,
需进行 A1 ∪ Ai 运算. 考虑最坏情况, 即当所有的
aik = 1 (2 ≤ k ≤ n) 时, A1 ∪ Ai 需要 2(n − 1)
次布尔或运算, 当 i 遍历所有的取值时, 总共需要
2(n− 1)2 次布尔或运算.

3) 本文所给算法最后需要求 |A1| 并判定 |A1|
是否小于 n, 这部分总共需要 n 次加法运算.
设 J 为总的计算次数, 由上述 3 部分计算结果

可知

J = n2 + 2(n− 1)2 + n = 3n2 − 3n + 2
因此, 本文所给算法的时间复杂度的上界为

O(3n2). 相比之下可知, 就复杂无向网络的连通性
判定而言, 本文所给算法的时间复杂度远低于War-
shall 算法 (O(2n3)) 和基于可达矩阵算法 (O(n4))
的时间复杂度.

3.2 算法的空间复杂度

本文所给算法仅需生成和使用一个邻居矩阵
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图 3 基于邻居矩阵的复杂无向网络连通性判定算法框图

Fig. 3 Block diagram of the connectivity determination algorithm for complex undirected networks based on

the neighbor matrix

A(aij) ∈ Rn×n 和一个标号集 H = {hi = 0 或
hi = 1|i = 1, 2, · · · , n}. 因邻居矩阵元素的取值或
为 0 或为 1, 所以生成邻居矩阵共需占用 n2 个存储

单元. 同理, 标号集 H 共需占用 n 个存储单元. 因
此,本文所给算法的空间复杂度的上界为O(n2 +n).
不难理解, 本文所给算法比Warshall 算法和基于可
达矩阵的算法具有更低的空间复杂度.

3.3 算法的最优分布式实现

分布式计算是一种分组并行计算, 可极大地提
高计算效率. 由图论和算法结构理论可知, 本文所给

算法适合分布式计算. 下面, 我们将简要讨论这个问
题.

给定 n (n ≥ 2) 阶无向网络 G, 我们可以按如
下规则将 n 个节点分成 k (2 ≤ k ≤ n) 组, 使得:

1) 每个组中的节点数不少于 1 个;
2) 任意两个组不包含相同的节点.
如此:
1) 当我们将每个组中的全部节点集结成 (视作)

一个节点时, G 就成为具有 k 个节点的网络;
2) 每个组中的全部节点连同它们的邻接边一起
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构成 G 的一个子网络, 且全部 k 个子网络的并就是

G;
3) 每个子网络都连通且全部 k 个子网络也连

通, 则 G 连通, 否则, G 不连通.
如果能将本文所给算法分别用于上述每个子网

络及全部 k 个子网络时, 除仍可判定G 的连通性外,
计算量将会大幅度减小. 现在的问题是, 如何分组可
使总的计算量达到最小?
定理 2. 任给 n (n ≥ 2) 阶无向网络 G, 将 n 个

节点分成 k 组. 若分组数 k =
(

n2

2

) 1
3

且每个组中

的节点数均为 m = (2n) 1
3 , 则将本文所给算法用于

G 的连通性判定时, 计算量将会达到最小.
证明. 本文所给算法的时间复杂度为 O(3n2),

即最大可能的计算量为 3n2. 设将 n 个节点分

成 k (2 ≤ k ≤ n) 组, 每个组中的节点数为
mi (1 ≤ i ≤ k),

∑k

i=1 mi = n, J 为判定 G 的

连通性所需最大计算量. 由前面的分析可知, 判定
每个子网络 (mi 个节点) 连通性所需最大计算量
为 3m2

i , 判定 k 个子网络连通性所需最大计算量为

3k2. 如此

J =3k2 +
k∑

i=1

[3m2
i ] =

3

{
k2 +

k−1∑
i=1

m2
i + m2

k

}
=

3

{
k2 +

k−1∑
i=1

m2
i + (n−

k−1∑
i=1

mi)2
}

(3)

对于 1 ≤ i ≤ (k − 1), 我们有

∂J

∂mi

=6

[
mi −

(
n−

k−1∑
i=1

mi

)]
=

6(mi −mk) (4)

令
∂J

∂mi

= 0, 可得 m1 = m2 = · · · = mk−1 =

mk. 这表明,若要 J 达到最小,每个组中的节点数必
须相等. 设每个组的节点数为mi = m (1 ≤ i ≤ k),

代入前式可得: J = 3(k2 + km2) = 3
(

k2 +
n2

k

)
.

令
∂J

∂k
= 3

(
2k − n2

k2

)
= 0, 可得 k =

(
n2

2

) 1
3

. 另

一方面, J = 3(k2 + km2) = 3
(

n2

m2
+ nm

)
. 令

∂J

∂m
= 3

(
n− 2n2

m3

)
= 0, 可得 m = (2n) 1

3 . 这表

明, 当 k =
(

n2

2

) 1
3

, m = (2n) 1
3 时, 使用本文所给

算法可使计算量达到最小. ¤
定理 2 所确定的分组方式就是本文所给算法的

最优分布式实现方式. 分组与不分组情况下的计算
量之比为 3(2n)− 2

3 . 显然, n 越大, 计算量下降的幅
度也越大. 当 n = 500 时, 分组情况下的计算量仅是
不分组情况下的计算量的 3%.

需要说明的是, 定理 2 中的 k 和 m 需取整数.
下面, 我们举例说明如何确定 k 和m 的取值问题.
例 3. 设某一无向网络G 具有 n = 497 个节点,

试确定节点的最优分组结果.

由 定 理 2 可 得: k =
(

n2

2

) 1
3

=
(

1
2
× 247 009

) 1
3

<

(
1
2
× 250 000

) 1
3

= 50, 即 k <

50; 同理可得, k =
(

n2

2

) 1
3

=
(

1
2
× 247 009

) 1
3

>

(
1
2
× 235 298

) 1
3

= 49, 即 k > 49. 我们按两种方式

分组: 1) k = 50, mi = 10 (1 ≤ i ≤ 49), m50 = 7,
最大可能的计算量为 J = 3(502 + 49× 102 + 72) =
22 347; 2) k = 49, mi = 10 (1 ≤ i ≤ 42),
mi = 11 (43 ≤ i ≤ 49), 最大可能的计算量为
J = 3(492 +42× 102 +7× 112) = 20 166. 显然, 第
2 种分组方式可使最大可能的计算量达到最小. 因
此, k 和m 的取值应按第 2 种分组方式确定.
在大规模多智能体编队控制问题中, 各个智能

体的相对位置比较固定, 定理 2 所给的最优分组方
法在其通信网络的连通性判定方面更能发挥作用.

4 结论

在引言部分, 我们论述了网络连通性判定算法、
特别是高效连通性判定算法的理论与现实意义.

本文第 1 节给出了复杂无向网络邻居矩阵和邻
居集的定义及相关概念, 它们是基于邻居矩阵的复
杂无向网络连通性判定算法, 即本文所给算法的前
提.

本文第 2 节给出了邻居集交与并的运算规则、
相关概念及其集合解释. 在此基础上, 给出了基于邻
居矩阵的复杂无向网络连通性判定算法. 该算法是
本文的主要贡献, 显然它也适用于简单无向网络的
连通性判定.
第 3 节分析给出了本文所给算法的时间复杂度

O((3n2))和空间复杂度O((n2 +n)),它较Warshall
算法和基于可达矩阵的算法具有低得多的时间复杂

度和空间复杂度. 此外, 本节还给出了可使最大可能
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的计算量达到最小的最优分布式计算规则, 相关结
果则是本文的另一有意义的贡献.
与现有算法相比, 本文所给算法的时间复杂度

和空间复杂度均非常低、易于分布式计算, 更适合大
规模动态复杂无向网络的连通性判定. 需要说明的
是, 本文所给算法不能直接用于复杂有向网络的连
通性判定. 我们今后的工作是将上述结果推广到复
杂有向网络, 以期得到更一般和更高效的连通性判
定算法.
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