
 

 

基于共面圆的距离传感器与相机的相对位姿标定
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摘    要   近年来, 距离传感器与摄像机的组合系统标定在无人车环境感知中得到了广泛的研究与应用, 其中基于平面特征

的方法简单易行而被广泛采用. 然而, 目前多数方法基于点匹配进行, 易错且鲁棒性较低. 本文提出了一种基于共面圆的距

离传感器与相机的组合系统相对位姿估计方法. 该方法使用含有两个共面圆的标定板, 可以获取相机与标定板间的位姿, 以
及距离传感器与标定板间的位姿. 此外, 移动标定板获取多组数据, 根据计算得到两个共面圆的圆心在距离传感器和相机下

的坐标, 优化重投影误差与 3D对应点之间的误差, 得到距离传感器与相机之间的位姿关系. 该方法不需要进行特征点的匹

配, 利用射影不变性来获取相机与三维距离传感器的位姿. 仿真实验与真实数据实验结果表明, 本方法对噪声有较强的鲁棒

性, 得到了精确的结果.
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Abstract   Relative pose calibration between a range sensor and a camera has been widely studied and applied in
the environment perception of unmanned vehicles, of which the methods based on the planar features are greatly
easy to be implemented. However, most of the current methods are based on point matching, which is easy to have
errors and low robustness. In this paper, a relative pose calibration method between a range sensor and a camera
from two coplanar circles is proposed. Using such a calibration object including two coplanar circles, the pose
between the camera and the calibration object can be determined as well as the pose between the range sensor and
the calibration object. Moreover, moving the calibration object to obtain more data, the center coordinates of two
circles in the range sensor and camera coordinate system can be computed to refine the reprojection errors and 3D-
3D correspondence point errors. Then, the pose between a range sensor and a camera can be estimated. The advant-
ages of this method are as follows: matching among multiple points are not needed by using projective invariance.
The simulation and real data experiments proved that this method has high accuracy and robustness.
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目前, 距离传感器与相机结合的应用越来越广

泛, 应用范围包括 3D测量、导航、机器人路径规划

和无人驾驶等领域. 距离传感器主要包括 Kinect等
深度相机、三维激光传感器和二维激光传感器等.
距离传感器可以直接获得当前环境下点的距离和角

度信息, 相机可以获取丰富的纹理信息与形状信息,
二者的优势结合可以建立周围环境更加丰富的信

息, 提供更加精准的测量结果. 在应用距离传感器

与相机系统之前, 一个必要的工作是标定距离传感

器坐标系与相机坐标系之间的关系. 因为距离传感

器的测量信息无法成像在图像上, 所以必须要寻找

距离传感器坐标下的点、线或其他特征与相机坐标

系下的对应特征之间的约束关系, 根据约束求解两

个坐标系之间的关系.
对于二维激光传感器与相机之间的位姿标定方
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法, Ha[1] 提出了用一个中间开一个等腰直角三角形

孔的正方形棋盘标定板, 利用激光的距离不连续性

和虚拟直线法求得四个对应点的坐标, 根据点的对

应关系求得激光与相机位姿关系. Hoang等[2] 提出

的方法与前面类似, 不同之处是根据点之间的长度

关系计算得到对应点. 另一种思路是寻找二维激光

点的位置符合的几何约束, 较早是由 Zhang等[3] 提

出的利用棋盘标定板完成. 该方案先求得标定板在

相机坐标系下的位姿, 然后根据点在平面上几何约

束求取激光与相机位姿关系. Bok等[4–5]、Vascon-
celos等[6]、胡钊政等[7] 均在此基础上提出了改进方

案, 获得了更加稳定的结果. 另一种方法是 Li等[8]

提出的, 利用一个黑色等腰直角三角形, 根据激光

点在三角形边上, 可以优化得到激光坐标系与相机

坐标系之间的位姿关系. 这些方案均存在一定的歧

义性, 不能约束所有的位姿分量, 即使是这些改进

方法[4–5], 也只是减少而不能消除歧义性. 因此标定

结果很大程度上依赖于优化过程中初始值的选取,
但是这些方案中均未提供初始值的计算方法, 影响

了结果的稳定性与准确性.
对于三维距离传感器与相机之间的标定, Lee等[9]

提出了利用一个球来标定的方案, 根据三维激光数

据拟合的球心与图像上求得的圆心的像之间存在一

一对应关系, 优化重投影误差即可获得三维激光与

相机坐标系之间的位姿关系. Dhall等[10] 提出了利

用一个中间开正方形孔的正方形标定板, 同时获取

正方形标定板角点在激光坐标系和图像上的坐

标点 ,  优化重投影误差得到位姿 .  同时还利用

ArUco标志获得标定板角点在相机坐标下的坐标,
优化 3D-3D对应点关系, 获得二者之间的位姿关

系. Geiger等[11] 提出了在一个较大的空间中布置多

个标定板, 仅用一幅图像获得标定板的位姿, 根据

距离数据与相机数据下的标定板位姿, 获得深度传

感器与相机之间的位姿关系, 达到了很高的精度,
对噪声有很好的鲁棒性. 以上方案标定时需要较大

的场地与许多标定板, 不够简便, 限制了使用场

景.文献 [12–13]提出用 4个共平面圆来确定三维距

离传感器与相机的大致位姿, 然后根据点云来优化

位姿, 获得了精确的结果, 但初始值只是解析地提

供了平移的初始值, 并没有旋转矩阵的初始值.
文献 [14–15] 讨论了两个共平面 (或平行平

面)圆的类仿射不变性, 并根据绝对二次曲线的像

只与相机内参有关这一性质来进行相机的内参标

定. 由平面上圆环点在绝对二次曲线以及无穷远直

线上, 圆环点的像在二次曲线的像上, 同时也在无

穷远直线的像上, 在求解相机内参的过程中, 借助

无穷远直线的像确定了圆环点的像, 并以多幅图像

上圆环点的像构建最小二乘问题, 对相机内参进行

了标定. 文献 [16]在此基础上利用两个共面圆进行

了无匹配相机位姿的估算, 取得了相当高的精度与

稳定性. 本文在其研究的基础上, 提出了一种用两

个共平面圆来标定深度传感器与相机之间的位姿关

系的方法, 借助无穷远直线的像求得两个圆心的像,
并根据圆心的像与无穷远直线的像恢复出相机与三

维距离传感器的位姿, 以及利用标定板的特殊放置

来获取二维激光传感器的位姿, 解析地计算出距离

传感器与相机之间的位姿关系. 为了减少噪声影响,
移动标定板, 获取不同位置下的数据, 利用不同坐

标系下圆心之间的对应关系, 优化出传感器之间的

位姿关系. 与已有方法相比, 本文提出的方法简化

了标定板的规格, 不需要进行空间点与相应图像之

间的匹配. 实验结果表明, 本方法是鲁棒和准确的.

1    基于共面圆的位姿估计方法

1.1    相机位姿估计

L1 L0

L1 L0

对于两个互相分离的共面圆, 文献 [14–15]指
出, 二者在欧几里得空间交于两对共轭复数点, 每
对共轭复数点都确定了一条直线, 其中一条直线在

两圆之间, 另一条直线就是该平面上的无穷远直线,
这两条线称为二圆的关联线, 如图 1所示.   与 

即为两条关联直线,   在二圆之间,   即为该平

面上的无穷远直线.

(x, y, 1)T

由相机成像过程可知, 如果两个圆在图像上都

可见, 则它们的像为两个椭圆, 并且两对共轭复数

点的像仍然为共轭复数点, 两条关联直线成的像仍

为两条直线, 每对共轭复数点的像均在对应的关联

直线的像上. 记圆图像上一点的齐次坐标为  ,

其所在的二次曲线表达式为

 

L
0

无穷远直线

Y

C
1
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0
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X
0
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图 1    共平面圆及两条关联直线[15]

Fig. 1    Two coplanar circles and corresponding
associated lines[15]

 

6 期 王硕等: 基于共面圆的距离传感器与相机的相对位姿标定 1155



ax2 + 2dxy + by2 + 2ex+ 2fy + c = 0 (1)

矩阵

C =

 a d e
d b f
e f c

 (2)

C0 C1

l∞, m0,

m1.

表示这个二次曲线. 令两个椭圆的矩阵为  ,   ,
无穷远直线的像为   两个圆心的像记为  

 那么

m0 = C−1
0 l∞ (3)

m1 = C−1
1 l∞ (4)

C0 C1其中,   ,   的结果可以在提取椭圆轮廓上的点之后,
采用文献 [17]中提出的几何距离拟合二次曲线方

法求得.

XOY

X Lx

M0(0, 0, 0, 1)
T

M1(Lx, 0, 0, 1)
T

RCW = (r1, r2, r3) RCW

3× 3 r1 = (r11, r21, r31)
T r2 =

(r12, r22, r32)
T r3 = (r13, r23, r33)

T

tCW

选择共面圆标定板所在的平面为世界坐标系

 平面, 左圆心为世界坐标系原点, 二圆心连线

为  轴. 令标定板上两共面圆圆心之间距离为  ,
左圆心的齐次坐标为    , 右圆心的齐

次坐标为   , 相机坐标系相对于世界

坐标系的旋转矩阵为   ,   是

一个  的旋转矩阵, 其中  ,  
 和   是旋转矩阵的

三个分量.   是相机坐标系相对于世界坐标系的

三维平移向量.
K在相机内参  已知的情况下, 将图像进行内参

数矩阵的逆变换, 即

m′
0 = K−1m0 (5)

m′
1 = K−1m1 (6)

l′∞ = KTl∞ (7)

根据成像的过程, 对左圆心成像, 可得

s0m0 = K[RM0 + t] (8)

将左圆心的齐次坐标与式 (5)代入, 可得

t = s0m
′
0 (9)

对右圆心成像, 可得

s1m1 = K[RM1 + t] (10)

将右圆心的齐次坐标与式 (6)和式 (9)代入, 可得

s1m
′
1 = Lxr1 + s0m

′
0 (11)

根据世界坐标系的选取与射影几何的相交不变性,
可得

r1 =
(m′

0 ×m′
1)× l′∞

|(m′
0 ×m′

1)× l′∞|
(12)

根据两个消失点构成无穷远直线的性质, 可得

r3 = ± 1√
l′T∞l′∞

l′∞ = s3
1√
l′T∞l′∞

l′∞ = s3v (13)

s0 s1 s3 = ±1

s3

s0 s1

r2 = r3 × r1

RCW tCW

其中,   ,   以及   是尺度因子. 根据世界

坐标系 Z轴的指向与相机的位置关系可以确定  ,
然后可以由式 (11)确定  ,   . 最后根据旋转矩阵

的正交性质, 可以求得  , 至此相机位姿

 与  即可全部得到.
在求得相机位姿后, 可以进一步求得两圆圆心

在相机坐标系下的坐标. 移动标定板, 即可获得多

组位姿数据和圆心坐标数据.

1.2    距离传感器位姿估计

当三维距离传感器获得共面圆标定板的三维距

离数据后, 可以根据深度数据的不连续性筛选出位

于圆上点的三维坐标, 并拟合出圆, 从而估计出圆

心在距离传感器坐标系下的坐标. 为了使得位姿优

化结果更加精确, 本文给出了一种虚拟成像的方法

来确定距离传感器坐标系与世界坐标系位姿的方

法. 在获得深度坐标下圆环上点的坐标后, 将其乘

以一个虚拟内参, 虚拟内参可以是一起标定的相机

的内参, 也可以是单位矩阵如

K =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (14)

获得圆环的虚拟成像后, 可以根据第 1.1节中

的方法, 估计出距离传感器坐标系与世界坐标系之

间的位姿关系, 并根据此位姿关系, 计算出距离传

感器坐标系下两个共面圆圆心的坐标.
当利用二维激光传感器对共面圆标定板进行线

扫描时, 其扫描区域为一个平面, 该平面与两个共

面圆交于 4个点. 为了能够求得二维激光下圆心的

坐标, 要求标定板平面与地面垂直. 这样, 在二维激

光扫描平面与地面平行的情况下, 扫描平面与圆环

相交形成 4个点, 如图 2所示.

 

A B C D

 

图 2    二维激光扫描平面与标定板相交的两段弦

Fig. 2    Intersecting two chords of a 2D laser scan plane
with a calibration board
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A,B,C,D,

AB CD

AB CD

由二维激光扫描数据可以筛选出点 

并且可以计算出线段  ,   的长度. 因为激光坐

标系与世界坐标系尺度一致, 并且两圆圆心必在

 (或  )连线的中垂线上, 位于连线的正下方

(或正上方, 取决于激光扫描平面与标定板圆心的相

对高低), 因此, 可以计算出圆心在激光传感器坐标

系下的坐标.

(x1, 0, z1)
T

(x′
1, y

′
1, 0)

T

在制作标定板时, 若能保证标定板上两圆心连

线与地面平行, 即与二维激光扫描平面平行, 那么

世界坐标系与激光平面坐标系之间只有绕 Y坐标

轴的旋转, 即激光坐标系下一点为  , 对应

于世界坐标系下一点为  , 那么二者之间

的位姿关系可以表示为 x1

0
z1

 =

 r11 0 −r31
0 1 0
r31 0 r11

 x′
1

y′1
0

+
 t1

t2
t3

 (15)
因此仅需两对对应点即可求得二维激光坐标系

与世界坐标系的位姿关系. 该位姿关系将为之后进

行的优化提供初始值.
在二维激光扫描平面存在绕世界坐标系 X轴

的旋转, 或标定板平面与地面不垂直时, 都会导致

二维激光扫描平面不垂直于标定板, 圆心在激光坐

标系下的求解将会引入误差, 如图 3所示.
OLX

OLZ OLY

XOLZ E M

ML

θ EM EML

M (x, y, z)T, ML (x, y/ cos θ, z+
y tan θ)T θ cos θ tan θ

图 3是从激光坐标系  轴看进去的示意图,
 ,   是激光坐标系的坐标轴, 激光扫描平面

为  平面. 点  是某段弦的中点, 点  是该

弦所对应的圆心的实际位置, 点  是在激光扫描

平面与标定板平面垂直的假设下求得的激光坐标系

下圆心坐标,    是   与   之间的夹角. 设点

 坐标为  则点  的坐标为  
 . 当  接近于 0时,   接近于 1而  接

近于 0, 对坐标求解的影响较小.

在求解激光与相机的相对位姿时, 由于求得了

相机坐标系下与激光坐标系下对应的圆心坐标, 因

MLi = (xLi, yLi/ cos θ,
zLi + yLi tan θ)T

MCi = (xCi, yCi, zCi)
T

此可以考虑采用已知对应点的迭代最近点 (Iterat-
ive closest point, ICP)算法来分析该问题. 设在激

光坐标系下的点的坐标为   

 , 相机坐标系下对应的点的坐标为

 , 二者的质心坐标为

ML =
1

n

n∑
i=1

MLi =
1

n

n∑
i=1


xLi

yLi

cos θ
zLi + yLi tan θ

 (16)

Mc =
1

n

n∑
i=1

Mci =
1

n

n∑
i=1

 xCi

yCi

zCi

 (17)

去质心坐标为

M ′
Li = MLi −ML (18)

M ′
Ci = MCi −MC (19)

θ

(x′
Li, y

′
Li, z

′
Li)

T
记激光坐标系下没有   偏差时的去质心坐标为

 , 则

M ′
Li =

(
x′
Li,

y′Li

cos θ
, z′Li + y′Li tan θ

)T

(20)

构造最小二乘问题

e =
1

2

n∑
i=1

|MCi − (RCLMLi + tCL)|2 (21)

RCL文献 [18–19]证明了  可以通过奇异值分解求出.
定义矩阵

W =

n∑
i=1

M ′
LiM

′T
Ci (22)

W对  进行奇异值分解, 可得

W = UΣV T (23)

则

R = UV T (24)

t = MC −RML (25)

θ记没有角度偏差  时,

W =

 w11 w12 w13

w21 w22 w23

w31 w32 w33

 (26)

存在角度偏差时
W =

w11 w12 w13

w21

cos θ
w22

cos θ
w23

cos θ
w31 + w21 tan θ w32 + w22 tan θ w33 + w23 tan θ


(27)

 

Z E

M

Y

ML

OL

q

 

图 3    二维激光扫描平面与标定板不垂直的情况

Fig. 3    Laser scan plane is not perpendicular to
calibration plane
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W

θ

cos θ ≈ 1 tan θ ≈ 0

θ θ

因此角度偏差对结果的影响在于  矩阵的奇

异值分解的结果与质心计算的结果 .     较小时

 而  , 对结果影响较小. 在仿真实验

部分, 将设定不同的  值, 讨论  的大小对标定结果

的影响.

2    距离传感器与相机的相对位姿估计

PW

PL PC

RLW tLW

RCW tCW

R t

令世界坐标系下某一点的非齐次坐标为  ,
对应的距离传感器坐标系和相机坐标系下的点坐标

为  ,   , 世界坐标系到距离传感器坐标系的旋

转矩阵与平移矩阵为  ,   , 世界坐标系到相

机坐标系的旋转矩阵与平移矩阵为  ,   , 距
离传感器坐标系到相机坐标系的旋转矩阵和平移矩

阵为  ,   , 则它们之间存在如下关系:

PL = RLWPW + tLW (28)

PC = RCWPW + tCW (29)

PC = RPL + t (30)

RLW , tLW , RCW , tCW R t

因为对于每一个标定板位置, 已经分别求得

 , 则  ,   与它们之间的关系

为

R = RCWR−1
LW (31)

t = tCW −RCWR−1
LW tLW (32)

R t

因此可以求得相机坐标系与距离传感器坐标系

之间的位姿关系. 考虑到距离数据存在的误差以及

噪声等, 仅靠一个标定板位姿得到的标定结果是不

准确的. 因此, 移动标定板获取多组数据, 得到不同

标定板位姿下两个圆心在各个坐标系下的坐标, 根
据它们之间的对应关系进行优化, 取标定板在某位

置下求得的  ,   作为优化函数的初始值.
构造优化问题如下:

min
n∑

i=1

(
1

2
|ui −

1

si
TPLi|2 +

1

2
|PCi − TPLi|2

)
(33)

ui

PLi PCi

si

其中,   是某圆心在图像中的坐标, 即圆心的像,
 是圆心在距离坐标系下的坐标,   是圆心在

相机坐标系下的坐标,   为尺度因子, 最终使用 g2o[20]

方法获得最优解.
在相机内参已知的情况下, 距离传感器与相机

之间的相对位姿估计算法如下:
步骤 1. 对于每幅图像, 提取位于两个圆像上的

像素点;
步骤 2. 根据文献 [17]的方法, 拟合两个圆像的

二次曲线矩阵;
步骤 3. 利用文献 [14–15]提出的准仿射不变

性, 计算圆环点的像和无穷远直线的像, 以及图像

上圆心的坐标;
步骤 4. 根据第 1.1节方法计算出相机坐标系

相对于世界坐标系的位姿, 并计算出标定板上两圆

圆心在相机坐标系下的坐标;
步骤 5. 对于每幅图像对应的距离数据, 提取出

位于圆上的三维点数据;
步骤 6. 根据第 1.2节的方法, 计算出距离传感

器相对于世界坐标系的位姿, 并计算出标定板上两

圆圆心在距离传感器坐标下的坐标;
步骤 7. 重复步骤 1~6, 得到多组相机和距离传

感器下圆心的坐标;
步骤 8. 用某次估计的相机位姿和距离传感器

位姿计算出二者相对位姿, 作为初始值, 优化函数 (33).
由此可以看出, 本文方法的优点在于, 无需特

征点的匹配, 特征信息只用到了边缘信息. 在求解

相机坐标系下点的坐标时, 仅仅使用 2个共面圆即

可求得, 简化了标定板的制作, 并且该标定板可同

时用于二维激光传感器或三维距离传感器与相机之

间的位姿标定, 不用分别制作标定板. 本文方法还

给出了距离传感器和相机之间位姿关系的解析值,
既可以在只有一组数据的情况下求取位姿, 也可以

在多组数据的情况下作为优化过程的初始值, 提高

了结果的鲁棒性和准确性.

3    实验结果及分析

3.1    三维仿真数据实验

在三维距离传感器与相机的仿真数据实验中,
首先在空间中生成两组圆环点, 模拟相机成像过程

与距离传感器扫描过程, 分别生成二者的数据. 为
了使仿真实验更有实用性, 设置相机内参为使用中

的 Kinect相机的内参:

K =

 570.2422 0 319.50
0 570.3422 239.50
0 0 1

 (34)

世界坐标系下, 设定二圆的方程为 (单位: m)

X2 + Y 2 = 0.22 Z = 0 (35)

(X − 0.55)2 + Y 2 = 0.252 Z = 0 (36)

er et每次实验的误差分为旋转误差  和平移误差  为

er = ∠(R−1Rreal) (37)

et = |t− treal| (38)

Rreal treal R t其中,   ,   为设定的真实值.   ,   为仿真实

验求得的标定结果. 文献 [11, 13]同样采用上述方

法对结果进行评估, 因此本文提出方法计算得到的
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误差将与其进行对比. 为了便于比较, 采用文献 [13]
中的激光相机位姿设定, 如表 1所示.

N (0, σ2I3) σ

首先与文献 [11]中的方法进行对比, 实验中保持

与文献 [11]中的噪声设定相一致. 对于图像数据,
假设其噪声为零均值、标准差为 0.5像素的高斯噪声;
对于深度数据 ,  给每个点云坐标添加高斯噪声

 , 其中,   分别为 0 m, 0.005 m, 0.01 m,
0.015 m, 0.02 m. 每次实验均设定 50个不同的标

定板位姿以获得 100个圆心点的坐标. 根据第 2节
中提出的算法对距离传感器与相机之间的位姿进行

标定, 误差结果如图 4所示. 图中横坐标表示依次

加入的标准差为 0.005 m, 0.01 m, 0.015 m, 0.02 m
的零均值高斯噪声. 图中每个矩形中间的横线表示

中位数, 矩形上下短边线表示上四分位数和下四分

位数, 矩形外上下短线表示极大值与极小值, 十字

代表离群值. 文献 [11]的仿真实验结果如图 5所示.
通过比较实验结果, 可以看出: 在相同的噪声水平

下, 本方案的旋转误差远小于文献 [11]中方法的误

差, 出现的离群值较少且小, 这表明在估计位姿旋

转时, 本文提出方法的准确性和鲁棒性都更好. 而
对于平移误差, 在高斯噪声标准差为 0.005 m和

0.01 m时, 两种方法的标定误差水平大致相同; 在
噪声增大后, 本文提出方法的误差要小于其他方法,
同样没有出现过大的离群值, 表明在平移估计方面,
本文的方法也有更好的准确性与鲁棒性.

N (0, (Kσ0)
2) σ0 = 0.008 m,K = 0, 1, 2

文献 [13]中提到的标定方法使用了 4个共平

面的圆, 并且也是由这些圆提供优化的初始值. 使
用文献 [13]中的噪声设定, 即对距离测量加入高斯

噪声   ,  其中   .
同样是采用表 1 的位姿设定 ,  每次实验均设定

50个不同的标定板位姿以获得 100个圆心点的坐

标. 本文提出方法的标定结果误差与文献 [13]中标

定结果误差如图 6和图 7所示.
从图 6和图 7结果对比中可以发现, 除去个别

离群值外, 本文提出方法得到的旋转误差与文献 [13]
中的方法大致处于同一水平, 平移误差较文献 [13]
稍微大些, 但是各个噪声系数下, 相应的平移误差

的均值相差大约 1 cm左右. 这表明了本文提出的

方法基本达到了文献 [13]的精度, 并且本文只用了

2个共平面的圆环, 较文献 [13]相比进一步简化了

标定板的制作.

3.2    二维仿真数据实验

对于二维距离数据, 实验设定与三维仿真实验

一致, 用相同的方法得到的误差水平如图 8和图 9
所示. 从中可以看出, 二维标定结果的误差同样保

 
表 1    仿真实验中所用的激光相机位姿参数

Table 1    Camera-Lidar transformation parameters in
the simulator settings used for the experiments

设定 tx (m) ty (m) tz (m) ψ (rad) θ (rad) ϕ (rad) 

1 −0.8 −0.1   0.4 0 0 0

2 0 0 0 0.5 0 0

3 0 0 0 0.3   0.1 0.2

4 −0.3   0.2 −0.2 0.3 −0.1 0.2

5 0 0 0 0   0.1 0

6 0 0 0 0 0 0.4

7 0 0 0 0 0 0
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图 4    采用本文方法标定结果误差 (三维)

Fig. 4    Calibration errors by the proposed method (3D)
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图 5    文献 [11]标定结果误差

Fig. 5    Calibration errors by [11]
 

 

0 1 2
0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040

0 1 2
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

旋
转
误
差

 /
ra

d

平
移
误
差

 /
m

噪声系数 噪声系数
(a) 不同噪声系数下平移误差

(a) Translation errors in different noise coefficients
(b) 不同噪声系数下旋转误差

(b) Rotation errors in different noise coefficients 

图 6    采用本文方法在不同噪声系数下的标定结果误差 (三维)

Fig. 6    Calibration errors by the proposed method in different noise coefficients (3D)
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图 7    文献 [13]标定结果误差

Fig. 7    Calibration errors by [13]
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持在低水平, 说明本文提出的方法可以准确稳定地

标定二维深度传感器与相机之间的位姿关系.
θ

θ

考虑到第 1.2节中提到的角度偏差  对标定结

果造成的影响, 在下面的仿真实验中, 设定角度偏

差从−30°~30°变化, 相机噪声保持在 0.5个像素标

准差的零均值高斯噪声, 激光数据噪声为文献 [11]
中标准差为 0.005 m的零均值高斯噪声, 每个角度

和位姿设定下均设定 50个不同的标定板位姿以获

得 100个对应的圆心坐标. 在不同的  下, 标定的

旋转误差与平移误差如图 10和图 11所示.

θ

从图 10和图 11的结果可以看出, 角度偏差越

大, 对标定结果的影响越大. 在偏差角度为±6°时,

旋转误差和平移误差与没有角度偏差时几乎相同;

偏差角度为±8°时, 平移误差与加入 0.02 m的零均

值高斯噪声处于同一水平; 偏差角度为±15°时, 旋

转误差与加入 0.02 m的零均值高斯噪声处于同一

水平. 在实际应用中, 会尽量使标定板平面垂直于

二维激光扫描平面, 因此偏差角度  不会太大, 对

标定结果的影响也较小.
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图 8    不同噪声水平下旋转误差与平移误差 (二维)

Fig. 8    Rotation errors and translation errors at different noise levels (2D)
 

 

0 1 2
0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040

0 1 2
0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040

旋
转
误
差

 /
ra

d

平
移
误
差

 /
m

噪声系数 噪声系数
(a) 不同噪声系数下平移误差

(a) Translation errors in different noise coefficients
(b) 不同噪声系数下旋转误差

(b) Rotation errors in different noise coefficients 

图 9    不同噪声系数下平移误差与旋转误差 (二维)

Fig. 9    Translation errors and rotation errors in different noise coefficients (2D)
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3.3    真实数据实验

640× 480

在三维距离传感器与相机位姿标定实验中, 使

用 Kinect采集彩色图与深度图分别作为相机数据

与距离数据. 照片像素为  , 其中一幅彩色

图与深度图如图 12所示.

从图 12 中可以看到本次实验所用的标定板,
上面有两个半径不一样大的共平面圆, 较大圆半径

为 0.25 m, 较小圆半径为 0.2 m, 圆心距 0.55 m. 在
每组对应的彩色图与深度图中, 提取圆的边缘像素,
一共使用了 439组图片, 采用第 2节中的算法进行

标定. 利用得到的标定结果, 将深度图与彩色图融

合在一起, 结果如图 13 所示 (其中第 1 幅图为图

12(a)和图 12(b)的融合结果). 从中可以看到, 深度

图与彩色图较好地融合在一起, 说明标定算法得到

的结果是准确的.
为了定量地说明问题, 可以按照重投影误差的

方式计算误差, 即

e =
1

n

n∑
i=1

√
|ui −

1

si
TPLi|2 (39)

PLi即计算每一个距离传感器坐标系下圆心的坐标  ,
按照标定的结果投影到图像上, 与对应的图像上圆
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图 10    不同角度偏差下旋转误差

Fig. 10    Rotation errors at different angel deviations
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图 11    不同角度偏差下平移误差

Fig. 11    Translation errors at different angel deviations
 

 

(a) 彩色图
(a) RGB image

(b) 深度图
(b) Depth image 

图 12    采集到的彩色图与深度图

Fig. 12    RGB image and depth image
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ui心坐标  的距离. 利用本次实验结果

RCL=

 0.999991 −0.000320558 −0.00412867
0.000329359 0.999998 0.00213115
0.00412798 −0.0021325 0.999989


(40)

tCL =

 0.316547
−0.345225
−1.40741

 (41)

e = 0.317096计算得到重投影误差  . 表明每一个距

离坐标系下的点按照标定结果投影到图像上后, 与
对应的图像点的平均距离为 0.317096像素.

R = I t = 0

在从 Kinect读取数据时, 可以选择读取预对齐

的数据. 这样读取的深度坐标系与相机坐标系之间

的位姿变换为  ,   . 若以此为真实值, 计
算得到的旋转误差为 0 .266863° ,  平移误差为

1.4833 cm. 同样可以以此真实值计算重投影误差,
结果为 2.33373像素. 这表明本文提出的方法达到

了很高的准确度.
对于二维距离传感器, 使用二维激光得到的扫

描数据作为二维深度数据. 将扫描得到的距离信息

和角度信息转化为点云, 提取出二维激光与标定板

上二圆相交的 4个点, 然后按照第 2节中的方法标

定出二维激光与相机之间的位姿关系. 实验一共使

用了 588组图片与对应的激光数据. 利用得到的标

定结果, 将二维激光点投影到成像平面, 如图 14
所示.

  

 

图 14   二维激光与图像融合结果

Fig. 14    The fusion results of 2D laser points and images
 

图 14中, 位于共面圆下半部分形成直线的点

是二维激光数据的点投影到图像上的像, 位于共面

圆中心的点是根据二维激光数据计算得到的圆心数

据投影到图像上的像. 由此可以看出, 标定结果准

确地表示出二维激光与相机之间的位姿关系.
二维距离传感器与相机之间的标定结果为

RCL =

 0.999659 −0.0147189 0.0215891
0.008704 0.966638 0.255999

−0.0246369 −0.255724 0.966436


(42)

tCL =

 −2.47688
−3.92014
−2.94598

 (43)

 

 

图 13    深度图与彩色图融合结果

Fig. 13    The fusion results of RGB images and depth images
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e = 1.39722

采用三维距离传感器与相机标定同样的误差计

算方法, 计算得到  . 即对于距离传感器

中的点, 按照标定结果投影到图像上, 对应点之间

的平均距离为 1.39722像素.

4    结论

本文在共平面圆的类仿射不变性[14–15] 相关工作

的基础上, 根据圆心与平面上无穷远直线的成像过

程, 提出了一种基于共面圆的距离传感器与相机的

相对位姿标定方法, 具有以下优点: 1)获取圆心坐

标的过程无需使用特征点的匹配, 使用的图像特征

是边缘信息; 2)在距离传感器与相机位姿的优化过

程中, 提供了解析初始值; 3)可以仅用一幅图像和

一次距离数据获得解析标定结果; 4)标定板易于制

作, 可同时用于二维激光传感器或三维距离传感器

与相机之间的相对位姿标定, 通用性好. 仿真数据

实验和真实数据实验结果表明, 本文提出的方法对

噪声有较好的鲁棒性, 标定结果的准确度较高. 在
今后的工作中, 将继续探索二维距离传感器与相机

之间位姿标定方法, 以消除达不到放置要求带来的

误差.
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