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摘    要   针对聚类问题中的非随机性缺失数据, 本文基于高斯混合聚类模型, 分析了删失型数据期望最大化算法的有效

性, 并揭示了删失数据似然函数对模型算法的作用机制. 从赤池弘次信息准则、信息散度等指标, 比较了所提出方法与标准

的期望最大化算法的优劣性. 通过删失数据划分及指示变量, 推导了聚类模型参数后验概率及似然函数, 调整了参数截尾正

态函数的一阶和二阶估计量. 并根据估计算法的有效性理论, 通过关于得分向量期望的方程得出算法估计的最优参数. 对于

同一删失数据集, 所提出的聚类算法对数据聚类中心估计更精准. 实验结果证实了所提出算法在高斯混合聚类的性能上优

于标准的随机性缺失数据期望最大化算法.
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Abstract   To provide a solution for clustering with data of missing not at random, this paper provided the effi-
ciency analysis on the adapted expectation-maximization (EM) algorithm for Gaussian mixture clustering model
with censored data. We also revealed the impact mechanism of the likelihood function of censored data on the clus-
tering model and its estimation algorithm. With Akaike´s information criterion and Kullback-Leibler divergence,
the performance of the proposed algorithm was compared with the standard EM algorithm. Based on data parti-
tion and the indicating variables of the censored data set, the paper proposed derived the posterior and likelihood
function of the parameters, and adjusted its first and second moments of the truncated normal functions. Accord-
ing to the principles of efficient influence function, the optimal parameters of the algorithm are obtained by the
equation of the expectation of the score vector. For the censored data, the proposed clustering algorithm is more ac-
curate in estimating its centroids. The experimental results demonstrated that the proposed algorithm in Gaussian
mixture clustering outperformed the standard EM algorithm, which was designed for the data of missing at random.
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高斯混合聚类[1−2] 作为统计机器学习、模式识别

和阵列数据分析等的重要模型, 广泛用于健康医疗[3−4]、

故障诊断[5−6] 等领域. 然而, 常因诸如截断的数据、

传感器故障或传输错误等造成数据不完整问题 [1],
引起推断偏差并使得聚类精度下降. 例如在医疗决

策智能支持中[7−8], 需要依据患者的各项生理指标信

息进行智能推理[9−10], 然而由于记录数据删失或截

断等导致数据不完整, 从而给数据分析带来困难.
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在恶性淋巴瘤等疾病诊断[11] 中, 流式细胞仪记录的

数据因测量信号强度范围有限而使得数据记录在一

个固定范围内 (如 0到 1 023之间), 如果测量值超

出这一范围, 则该值将替换为最接近的值, 小于 0
的值将被删失记为 0, 大于 1  023的值将被删失记

为 1023. 类似的删失数据还包括保险费理赔计算

中, 因一定数量免赔额的存在使得记录成为删失数

据等. 这类删失数据处理不当会影响分析结果的可

靠性, 甚至使得聚类模型参数推断出现较大偏差.
又因这类数据的分布参数的精确估计, 为处理变量

或治疗方案对观察结果的因果效应分析[12] 提供基

础, 甚至影响到后续的决策方案选择. 高斯聚类算

法因能够提供分布参数的估计, 故而删失数据的参

数估计已成为高斯混合聚类的一个重要热点问题.
删失数据的处理方法常基于缺失数据的处理机

理. 因数据缺失机制不同, 处理方法也不尽相同. 数
据缺失可以分为随机缺失 (Missing at random,
MAR) 和非随机缺失 (Missing not at random,
MNAR)两大类[12]. 大多数传统的缺失数据处理方

法主要集中于使用样本抽样推断、贝叶斯推断和似

然法推断[13]. 其中贝叶斯推断和似然法在实际数据

中的应用更为普遍. 当评估项目的长期性能数据随

机缺失且观测数据也随机缺失时, 使用样本抽样估

计数据集分布参数可以忽略缺失机制. 当数据属于

随机缺失且缺失机制参数不同于数据集分布参数

时, 使用贝叶斯推断和似然法也可以忽略缺失机制.
文献 [12]对非随机缺失问题的探索, 还包括不可忽

略性无响应问题、不可忽略性缺失性问题, 甚至被

称为有信息缺失的问题等. 文献 [14]认为存在解决

非随机缺失的方法, 但是通常难以检验, 为此提出

了惩罚验证标准, 通过惩罚未知参数过多的模型来

防止模型过拟合. 删失数据作为一种非随机性缺失数

据[15−16], 因其缺失机制 (如删失)的特殊性而不能直

接使用一般的非随机缺失方法直接计算[11].
删失数据常包括右删失和区间删失等类型. 对

于右删失数据, 文献 [17]基于一类广义概率测度的

误差一致性, 提供了适用于删失数据的分类支持向

量机并应用于删失数据平均值、中位数、分位数的

估计以及分类问题. 针对区间删失数据, 文献 [15]
提出一种贝叶斯非参数化方法进行概率拟合. 文献 [18]
基于左截断右删失数据构造了分位差的经验估计,
并提出了分位数差的核光滑估计. 针对删失混合数

据, 文献 [19]提出了一个加权最小二乘估计的一般

族, 并证明了现有的一致非参数方法属于这个族,
识别其估计量并分析其渐近性质. 而在高斯混合聚

类模型算法中, 一般假设观测值的特征向量对聚类

有相同的权重[20]. 然而文献 [1]认为高斯混合聚类模

型的每一个特征向量的权重并不一样, 提出竞争性

惩罚期望最大化算法. 该算法将特征选择模型和高

斯混合聚类模型结合在一起, 使用马尔科夫毯滤波

器消除多余的特征项, 找到最小的相关特征子集,
同时确定高斯混合模型的混合成分个数. 文献 [21]
提出了一种基于高斯混合聚类和模型平均的算法.
对于缺失值, 该方法将每一组成成分得出的估计值

作为线性组合的概率估计权重, 最终结果是混合成

分的估计值的平均值. 文献 [2]讨论高斯混合聚类

分析的过拟合问题. 该文献改变了以往认为不相关

变量必须通过线性回归方程依赖整个相关变量的做

法, 认为相关变量并不一定要解释所有的不相关变

量. 该模型可以有效地提高聚类算法的性能且变量

选择的实现基于一个向后逐步算法. 标准期望最大

化 (Expectation-maximization, EM)算法作为高斯

混合模型中常用的缺失数据处理方法[22], 更适用于

处理随机缺失数据. 本文在标准 EM的高斯混合聚

类算法 (EMGM) 基础上, 提出了嵌套删失数据期

望最大化的高斯混合聚类算法 (cenEMGM).
本文主要解决非随机缺失下的删失数据因利用

率不高而导致聚类准确度不高的问题. 本文的主要

贡献是: 利用高斯混合模型聚类算法独有的特性,
在标准 EM算法的基础上提出改进算法 cenEMGM,
并揭示了删失率对模型算法的作用机制. 将删失数

据和高斯混合模型聚类算法结合, 更加准确地处理

删失数据. 通过调整删失数据的分布函数, 使得删

失数据最大期望算法不断更新均值、协方差和混合

系数的估计值, 从而使得聚类簇中心不断接近真实

的簇中心. cenEMGM算法在标准 EMGM算法的

基础上进行改进, 该方法更加灵活, 对删失和未删

失数据采取不同的处理方式. 删失数据 EM算法和

高斯混合聚类相结合, 使得该方法比原方法聚类效

果更好, 准确性更高. 后续章节结构如下: 第 1节引

入高斯混合聚类模型. 第 2节论述删失型缺失数据

的相关概念. 第 3节构建高斯混合聚类的参数估计

算法, 包括标准 EMGM算法和 cenEMGM两种算

法, 以及两个模型校验准则. 第 4节使用数值实验

验证算法. 第 5节得出结论. 

1    高斯混合聚类模型

d Rd y

n D={y1,y2, · · · ,yn},
yi i j y(j)

K

k fk Θk = (πk, µk,Σk)

πk µk Σk

Θ = {Θ1,Θ2, · · · ,ΘK} . y(j) j

y

对  维数据空间  中, 随机变量  的观察值为

一个由  个样本构成的数据集,  
其中  为其第  个样本. 并将第  维数据记为  .
假设样本生成过程由包含  个成分的高斯混合分

布确定. 第  个成分  的参数为  ;
其中,   为其混合系数,   为均值,   为方差. 全
部参数       为其第   维观

测值. 对于  , 定义高斯混合分布[20] 如下:
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p (y) =

K∑
k=1

πk · p (y |µk,Σk ) (1)

K

N(µk,Σk) πk > 0,∑K
k=1 πk = 1

其中,   为混合成分数量, 且每个混合成分对应一

个高斯分布  , 相应的 “混合系数” 

 .

π {π1, · · · , πK}
π

k πk

样本生成过程中, 记   =   , 首先

根据  定义的先验分布选择高斯混合成分, 且选择

第  个混合成分的概率为  ; 然后, 根据被选择的

混合成分的概率密度函数进行采样, 从而生成相应

的样本.
K

C = {C1, C2, · · · , CK} . yi Ck

z
(k)
i , z

(k)
i ∈ {0, 1} . yi

Ck z
(k)
i = 1, yi fk

z
(k)
i = 0. N z(k) =

{
z
(k)
1 , z

(k)
2 , · · · ,

z
(k)
N

}
k (k = 1, 2, · · · ,K)

y i = 1, 2, · · · , N,
z
(k)
i = 1 p

(
z
(k)
i

)
πk.

z
(k)
i

在高斯混合聚类模型中, 类似地存在  个簇,
 将  是否被划分到簇  中

的随机变量记为  簇指示变量  当 

被划分到簇  时,   意味着  由  生成; 否

则   对于  个样本总体,  

 表示第  个  高斯混合成分生

成样本  的指示变量值. 因此, 对于 

 的概率  对应于  根据贝叶斯定理,

 的后验分布对应于

p
(
z
(k)
i = 1 |yi

)
=
p
(
z
(k)
i = 1

)
· p

(
yi

∣∣∣z(k)i = 1
)

p (yi)
=

πk · p (yi |µk,Σk )
K∑
l=1

πl · p (yi |µl,Σl )

p
(
z
(k)
i = 1 |yi

)
yi k

⟨
z
(k)
i

⟩
(k = 1, 2, · · · ,K)

换言之,   给出了样本  由第  个高

斯混合成分生成的后验概率. 为方便叙述, 将其简

记为  .

D K yi λi

当高斯混合分布 (1)已知时, 高斯混合聚类将

把样本集  划分为  个簇, 样本  的簇标记  .

λi = argmax
k∈{1,2,··· ,K}

⟨
z
(k)
i

⟩
(2)

C

可见, 高斯混合聚类的本质是采用概率模型 (高斯

分布)对原型进行刻画, 簇划分则由原型对应后验

概率确定. 因一个簇对应一个中心点, 隶属于每一

个簇  的数据样本将聚类在簇中心点附近. 高斯混

合聚类模型效果越好, 所估计的簇中心点与实际簇

的中心点之间距离将越小甚至重合. 

2    删失型数据缺失机制
 

2.1    数据缺失机制

依据文献 [12]将数据缺失机制分为四种类型,

包括随机缺失、完全随机缺失、取决于未被观测因

素的缺失 (可以通过未被观察或记录的数据进行预

测的)以及和仅依赖于缺失值自身的缺失机制. 后
两种缺失机制即为这里将定义的非随机缺失.

Rd A

1A

(
y
(j)
i

)
y y

(j)
i

A y
(j)
i ∈ A, 1A

(
y
(j)
i

)
= 1,

1A

(
y
(j)
i

)
= 0. yi

y∗
i . y

(ob)
i yi

y
(mi)
i yi

y∗
i =

[
y
(ob)
i ,y

(mi)
i

]T
.

在数据空间   中, 令   为一个实数集合, 设

 为一个指示变量, 表示  的元素  在集

合  中是否存在观察值. 若  则 

否则  这里  不区分变量及其真实值,

而将其观测值记为   令   作为   中不存在缺

失的部分,   表示  中存在缺失值的部分, 那么

y
(ob)
i Θ定义 1. 如果对所有  和参数  ,

p
(
1A (y)

∣∣∣y(ob)
i ,y

(mi)
i , Θ

)
= p

(
1A (y)

∣∣∣y(ob)
i , Θ

)
则缺失数据机制为随机缺失.

y
(ob)
i Θ定义 2. 如果对所有  和参数  ,

p
(
1A (y)

∣∣∣y(ob)
i ,y

(mi)
i , Θ

)
̸= p

(
1A (y)

∣∣∣y(ob)
i , Θ

)
则缺失数据机制为非随机缺失.

可见, 对于随机缺失数据, 其样本数据及指示

变量满足交换性, 而非随机缺失数据不满足这一性

质[12]. 当缺失数据是随机缺失时, 可直接使用标准

EM算法、多值插补、回归等方法揭示缺失机制. 下
面引入一类非随机性缺失数据, 即删失数据, 并研

究其缺失机制和参数估计方法. 

2.2    删失数据的似然函数

Rd

[a, b]d b = (b(1), · · · ,
b(d))T, a =

(
a(1), · · · , a(d)

)T
这里给出删失数据的定义, 并详细阐述删失数

据的缺失机制和似然函数 .  在数据空间   中 ,
 为一个超矩阵 [ 11 ], 其中上边界  

 下边界  .

yi定义 3. 删失数据 (Censored data) 是指  的

观测值满足分段函数:

y∗
i =

 a, yi ≤ a
yi, a < yi < b
b, yi ≥ b

a < yi < b yi d

y∗
i = yi yi ≤ a

yi d

y∗
i = a

yi ≥ b

yi d

y∗
i = b

其中,   , 是指  在所有  个维度上, 其对

应的元素都存在于超矩阵的两个边界元素之间, 此
时  , 意为观测值等于真实值; 若  , 是
指  在所有  个维度上, 其对应的元素都小于超矩

阵的下边界元素, 则  , 意为观测值被赋予区

间下界值, 此时数据类型为左删失数据; 若  ,
是指  在所有  个维度上, 其对应的元素都大于超

矩阵的上边界元素, 则  , 意为观测值被赋予

区间上界值, 此时数据类型为右删失数据.
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yi y
(mi)
i a

b

y
(ob)
i J1,y

(mi)
i

J2, J1 + J2 = d. y
(ob)
i =

(
y
(1)
i ,

y
(2)
i , · · · ,y(J1)

i

)
,y

(mi)
i =

(
y
(J1+1)
i ,y

(J1+2)
i , · · · ,y(d)

i

)
.

A = [a, b]d. δij = 1−
1A

(
y
(j)
i

)
δij = 1 y

(j)
i

δij =

0 y
(j)
i

y pce = (
∑

i

∑
j δij)/nd.

pce = nce/n, nce

换言之,    中的缺失部分   被分别赋予  

或  对应维度上的元素值. 为分析概率密度和估计

参数, 假设  的元素个数为  的元素个数

为  且  不妨进一步假设,  

对于删失数据 ,     为简化 ,  令  

 , 当  时, 表示  因删失而存在缺

失数据, 其对应观测值被赋予边界值; 相应地,  
 , 表示  不存在缺失数据, 即观测值等同于真实

值.   观测值的样本删失率  对

于一维数据, 删失率  其中  是存在删

失的样本数.
y1:n

n1 + 1, · · · , n

x1:n ∀i,∀j

根据删失数据的定义,   的部分真实值 (如
序数为  的值) 被修改. 那么, 其被修改

后的数据 (不存在缺失部分的值、和缺失部分的修

改值)构成新数据集, 记为  . 对于  , 有

x
(j)
i =y

(j)
i 1[a(j),b(j)]

(
y
(j)
i

)
+ a(j)1(−∞,a(j))

(
y
(j)
i

)
+

b(j)1(b(j),∞)

(
y
(j)
i

)
y
(j)
i ∈ A, 1A

(
y
(j)
i

)
= 1, 1A

(
y
(j)
i

)
= 0.

(−∞,a(j)) ai

(bi,∞) bi

其中, 当  否则 

且   表示小于   的真实值所在的超矩阵,
 表示大于  的真实值所在的超矩阵. 因此,

a(j) ≤ x
(j)
i ≤ b(j), i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , d

yi

im io

yi∈im xi∈im

yi∈io xi∈io

y∗
i =

[
y
(ob)
i ,y

(mi)
i

]T
=

[yi∈io ,yi∈im ]T. xi = [xi∈io ,xi∈im ]T

与缺失数据机制对应, 但因每一个样本  的删

失模式会不一样, 而使用  和  分别表示删失和

未删失数据的坐标序号集, 故  和  分别指

删失部分的缺失值 (缺失时的真实值)和删失后的

改写值 (简称删失值),   和  分别指原数据

不存在缺失的部分与删失型数据对应的部分值, 尽

管没有删失时它们值等同. 那么 

 同时,   .
y {Yt|t = 0,

1, · · · , T}, y
(j)
i ∈ Y0 = Πd

i=1

[
a(j), b(j)

]
y
(j)
i ∈ Yt, t > 0

x

{Xt|t = 1, · · · , T}
x X0

yi ∈ Y0 xi

为简化 ,  将   的数据空间划分为    

 其中当   , 此时

数据不存在删失; 而当  时, 数据发生

删失. 将删失部分调整后的观测值  的数据空间划

分为  , 注意, 这里没有涵盖不存在

删失的部分, 即  的数据空间划分不涵盖  . 对于

 , 观测值  的似然函数如下:

f (xi) = f (yi) (3)

yi yi ∈ Yti , ti > 0而对于  缺失机制, 有  , 其似然函数

如下:

f (xi) =

∫
Xti

f (yim ,yio) dyim =

f (xio)

∫
Xti

f (yim |xio) dyim (4)

f (yim ,yio) f (xio) f (yim |xio)

Xti xi

Xti(ti > 0) x
(1)
i =

a1, x
(2)
i = b2, ai bi

式中将  分解为  和  两部

分.   为  所属的数据空间划分, 因每一个向量删

失模式会不一样. 只对删失数据坐标序数进行积分,
 表示相应的积分范围 . 例如 , 当  

   同时其他元素严格的在   和   之间,

那么

Ytn = (−∞, a1)× (b2,∞)×Πd
i=3 [ai, bi]

Xtn = (−∞, a1)× (b2,∞) 

f (xi)并且关于  推导式 (4)的右边部分转化为:

f (xio)

∫ a1

−∞

∫ ∞

b2

f (yim1
,yim2

|xio ) dyim1
dyim2

yim1 ,yim2 ∈ yim y

yim1 ∈ (−∞, a1) yim2 ∈ (b2,∞)

其中,   为数据  存在删失型缺失的

两个维度, 且  ,   . 

3    高斯混合聚类的参数估计

高斯混合聚类参数估计主要包括成分的期望、

方差和对应的混合系数. 嵌套标准 EM的高斯混合

聚类算法, 这里简记为 EMGM. 并将针对删失数据

所提出的改进算法, 即嵌套删失型数据期望最大化

的高斯混合聚类算法, 简记为 cenEMGM算法. 

3.1    基于高斯混合聚类的标准算法 EMGM

y1:n, Θ, k

fk z
(k)
i ,

对于独立观测变量集合  参数空间  第 

个成分  和簇指示变量  对数似然函数为:

L (Θ) =
∑
i

∑
k

z
(k)
i [lnπk + ln fk (yi)] =

∑
i

∑
k

z
(k)
i

[
lnπk − 1

2
ln |Σk| −

1

2
tr
(
(Σk)

−1(yi − µkIn1
) (yi − µkIn1

)
T
)]

+

Const

Θk = (πk, µk,Σk) k

(Σk)
−1 Σk Const tr(·)

In 1× n

其中 ,     表示第   个成分的参数 ,
 表示  的倒数,   表示常数,   表示

矩阵的迹,   表示值全为 1的  向量.

y1:n,Θ,Θ
old

Θnew

根据标准的期望最大化算法[23], 其假设为数据

存在随机缺失. 对于独立观测变量集合 

和  分别为参数空间, 算法中更新前的参数及

更新后的参数.
Q
(
Θ;Θold

)
=

E
[
L (Θ)

∣∣y1:n; Θ
old

]
,

算法第一步 (步骤E): 计算期望函数 

 步骤 E 可以简化为计算条件
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概率: ⟨
z
(k)
i

⟩
= p

(
z
(k)
i = 1

∣∣y1:n; Θ
old

)
=

πkfk (y1:n)∑
l

πlfl (y1:n)
(5)

Θnew

Θnew = argmaxΘQ
(
Θ;Θold

)
. Θnew =

(π̂k, µ̂k, Σ̂k),

第二步 (步骤M): 寻找新的参数集  , 使得

 更新后的参数 

 形成一个更新的闭环形式:

π̂k =
1

n

∑
i

⟨
z
(k)
i

⟩
(6)

µ̂k =

∑
i

⟨
z
(k)
i

⟩
y1:n∑

i

⟨
z
(k)
i

⟩ (7)

Σ̂k =

∑
i

⟨
z
(k)
i

⟩
(y1:n − µ̂k) (y1:n − µ̂k)

T

∑
i

⟨
z
(k)
i

⟩ (8)

Θ

该算法不断迭代 E步和M步, 直至收敛. 以最

后获得的更新参数作为  的最优估计值. 

3.2    估计算法的有效性

Θ Θ̂I
n Θ

D = {y1,y2, · · · ,yn}
pD(D,Θ) yi y∗

i

fk
(
y(mi) |x

)
SF (D,Θ), SF (D,Θ) =

∂ ln pD(D,Θ)

∂Θ
.

对于数据的真实参数  ,   为  的初始估计

参数, 全数据  , 其概率密度为

 .   对应的删失型缺失数据  , 可观测部

分数据的概率密度为  . 根据缺失数据

的半参数模型推理相关理论[24], 其得分向量 (Score

function)记为 

在合适的正则性条件下有以下引理.

Θ̂F
n ,

∑n
i=1 S

F (yi,

Θ) = 0,

引理 1. 通过最大似然估计方法获得全数据的

参数   即求解全数据得分向量方程 

 得到
√
n(Θ̂F

n −Θ) → N(0, {IF (Θ)}−1) (9)

IF (Θ) IF (Θ) = E[SF (D,

Θ)SF T
(D,Θ)]

其中,   为全数据信息矩阵,  
 .

Θ̂I
n∑n

i=1 S
F (yi,Θ) = 0

通过正则渐近线性法 (Regular and asymptot-
ically linear, RAL)[24] 获得全数据的参数记为  ,
即求解全数据得分向量方程  .

Θ̂I
n引理 2. 对于 RAL 方法估计的参数 ,     应

满足:

√
n(Θ̂I

n −Θ) =

n∑
i=1

[ψeff (y
∗
i ) + h(y∗

i )]

√
n

+ op(1)

ψeff (y
∗
i ) ψeff (y

∗
i ) ={

E[S(y∗
i )S

T (y∗
i )]

}−1
S(y∗

i ),

其中 ,     为有效影响函数 ,    

 且将 RAL的影响函数记

q(y∗
i ), E[q(y∗

i )S
T (y∗

i )] = Iq×q, Iq×q

q h(y∗
i )

h(y∗
i )S

T (y∗
i ) = 0q×q, op(1)

为  则  为单位矩阵;
 维度的随机变量函数   的均值是 0 ,  且

 为 1的高阶无穷小.

argmaxΘQ
(
Θ;Θold

)
对于  , 根据全数据参数估

计的引理, 存在关于期望最大化算法估计删失型缺

失数据的定理.
D = {y1,y2, · · · ,yn}

y∗
i

Θ̂EM
n

定理 1. 令全数据   , 对应

的删失型缺失数据  , 对缺失数据使用逐步更新

的EMGM算法估计参数,   可通过以下方程求解.
n∑

i=1

E
{
SF (D, Θ̂EM

n )|y∗
i , Θ̂

I
n

}
= 0 (10)

Θ̂I
n Θ E[SF (D,Θ)|y∗

i , Θ̂
I
n]

y∗
i Θ̂I

n

E[SF (D,Θ)|

y∗
i , Θ̂

I
n] = E

[
∂L (Θ)

∂Θ

]
其中,   为  的初始估计参数,  

为在给定缺失数据  和 RAL估计参数  下的原

数据的得分向量, 对于 EMGM 算法  

 .

依据第 3.2节给定删失数据及其似然函数, cen-
EMGM算法首先计算完全对数似然函数的期望:

Qc

(
Θ;Θold

)
= E

{
L (Θ)

∣∣x1:n; Θ
old

}
=

E

{∑
i

∑
k

z
(k)
i

[
lnπk − 1

2
ln |Σk| −

1

2
tr
(
(Σk)

−1V V T)] ∣∣x1:n; Θ
old

}
V = (y∗

i − µkIn) In 1× n其中,    ,    表示值全为 1 的  

向量.

z
(k)
i xi p

(
z
(k)
i = 1 |xi

)
pz|x

将  在给定  时的后验概率 

简记为  . 计算关于条件分布的期望

E
[(
z
(k)
i yim

)
|xi

]
= pz|xE

[
yim |xi, z

(k)
i = 1

]
E
[
z
(k)
i yimyT

im |xi

]
= pz|xE

[
yimyT

im |xi, z
(k)
i = 1

]
z
(k)
i故而推导出  的后验概率为:⟨

z
(k)
i

⟩
= p

(
z
(k)
i = 1 |xi

)
=

πkfk (xi)∑
l πlfl (xi)

(11)

该式子可以由式 (4)进一步推导出结果.
y(mi)

fk
(
y(mi) |x

)
,

fk
(
y(mi)

∣∣y(ob)
)

结合高斯混合分布定义 (1), 针对  的条件

概率分布,   推导其条件分布期望. 因

为  是正态密度函数且满足

fk

(
y(mi) |x

)
= fk

(
y(mi)

∣∣∣y(ob),y ∈ Yc

)
=

fk
(
y(mi)

∣∣y(ob)
)∫

Xtn
fk

(
y(mi)

∣∣y(ob)
)
dy(mi)

1Xc

(
y(mi)

)
1Xc

(
y(mi)

)
y(mi) Xc其中,   表示  在集合  中是否存在

观察值, 若存在则为 1, 否则为 0.
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fk
(
y(mi) |x

)
Xc

Qc

条件密度  是在  上的截尾正态密

度函数, 那么计算关于  的充分统计量:

⟨yim |k ⟩ =E
[
yim |xi, z

(k)
i = 1

]
=

E
[
yim |yio ,yi ∈ Ytn , z

(k)
i = 1

]
=

M1
(
µk,im|io ,Σk,im|io ;Xtn

)
⟨
yimyT

im |k
⟩
=E

[
yimyT

im |xi, z
(k)
i = 1

]
=

E
[
yimyT

im |yio , yi∈Ytn , z
(k)
i =1

]
=

M2
(
µk,im|io ,Σk,im|io ;Xtn

)
µk,im|io Σk,im|io fk

(
y
(mi)
i

∣∣∣y(ob)
i

)
M1(·) M2(·)

其中,   和   分别是  的

均值和方差.   和  分别表示截尾正态分

布的一阶估计量和二阶估计量. 关于估计量的计算

详见文献 [11].
D = {y1,y2, · · · ,yn},

y∗
i , y∗

i

Θ̂I
n E[SF (D,Θ)|y∗

i , Θ̂
I
n],

Θ̂cEM
n

定理 2. 全数据  对应的删

失型缺失数据  在给定缺失数据  和 RAL估计

参数  下的原数据的得分向量 

对缺失数据使用 cenEMGM算法估计参数,  

满足

√
n(Θ̂cEM

n −Θ) =

n∑
i=1

E[SF (D,Θ)|y∗
i , Θ̂

I
n]

√
nIF (Θ)

+ op(1)

(12)

IF (Θ) Θ

E[SF (D,Θ)|y∗
i , Θ̂

I
n] =

E

∂Qc

(
Θ; Θ̂I

n

)
∂Θ


其中,   为全数据信息矩阵,   为数据的真实

参数, 对于 cenEMGM 算法  

 .

Qc

(
Θ; Θ̂I

n

)证明. 因 cenEMGM算法中删失数据的对数似

然函数期望为  , 那么其得分向量的期望

E[SF (D,Θ)|y∗
i , Θ̂

I
n] = E

∂Qc

(
Θ; Θ̂I

n

)
∂Θ


Θ̂cEM

n其估计参数  通过以下方程求解.
n∑

i=1

E
{
SF (D, Θ̂cEM

n )|y∗
i , Θ̂

I
n

}
= 0

故而有
n∑

i=1

E
{
SF (D,Θ)|y∗

i , Θ̂
I
n

}
√
n

+{
1

n

n∑
i=1

E
[
∂SF (D,Θ)

∂ΘT
|y∗

i ,Θ

]}√
n
(
Θ̂cEM

n −Θ
)
+

op(1) = 0

又因为

1

n

n∑
i=1

E
[
∂SF (D,Θ)

∂ΘT
|y∗

i ,Θ

]
→

E
{
E
[
∂SF (D,Θ)

∂ΘT
|y∗

i ,Θ

]}
=

E
[
∂SF (D,Θ)

∂ΘT

]
= −IF (Θ)

所以有
n∑

i=1

E
{
SF (D,Θ)|y∗

i , Θ̂
I
n

}
√
n

−

IF (Θ)
√
n
(
Θ̂cEM

n −Θ
)
+ op(1) = 0

  □ 

3.3    针对删失数据的算法 cenEMGM

Qc

Θ Θ(t)=argmaxΘQc

(
Θ;Θ(t−1)

)
Θ̂cEM

n =
(
π̂k, µ̂k, Σ̂k

)
. t ≥ 1,

Θ(0)

πk

根据定理 2获得对数似然函数的期望  关于

 最大化的解, 即得到了 

的优化解,   该算法的步骤 

并且  表示初始值, 可通过 K-means聚类方法获

得赋值. 求解的高斯混合聚类的混合系数  为:

π̂k =
1

n

∑
i

⟨
z
(k)
i

⟩
(13)

µk Σk argmaxΘQc

(
Θ;Θ(t−1)

)
同时,    和   关于   的优化

解分别为:

µ̂k =

∑
i

⟨
z
(k)
i

⟩
· φ∑

i

⟨
z
(k)
i

⟩ (14)

Σ̂k =

∑
i

⟨
z
(k)
i

⟩
S
(k)
i∑

i

⟨
z
(k)
i

⟩ (15)

φ=
[
y
(ob)
i , ⟨yim |k ⟩

]T
, S

(k)
i = V̂ V̂ T +

[
0 0

0 R
(k)
i

]
.

V̂ = φ− µ̂k, R
(k)
i =

⟨
yimyT

im
|k
⟩
−⟨yim|k⟩⟨yim |k⟩T .

其中,  

且 

y1:n ⟨yim |k ⟩

(y1:n − µ̂k) (y1:n − µ̂k)
T

Rn
k

式 (13)~(15)作为标准 EM算法式 (6)~(8)针
对删失型缺失数据的改进. 式 (13)与 (6)在形式上

没有变化, 从理论上论证了删失型算法 cenEMGM
与标准算法 EMGM在混合系数上一致. 式 (14)与
(7) 相比较发现, 在删失数据算法 cenEMGM 中,

 的删失部分被条件均值  代替. 式 (15)
与 (8) 相比较发现, 删失数据算法 cenEMGM 的

 被样本校正协方差  所替

代. 标准算法 EMGM即为算法 cenEMGM处理不

存在删失数据时的特定情形. 
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3.4    模型检验准则

为了防止算法出现过拟合并计算估计值和真实

值之间的距离, 需要设定模型检验准则. 这里引入

信息散度 (Kullback-Leibler divergence, KLD) 和
赤池弘次信息准则 (Akaike＇ s information cri-
terion, AIC)[20, 25]. 信息散度 KLD公式[25] 为:

KLD (p ∥q ) =
∑
y

p(y) log2

(
p(y)

q(y)

)
p(y) y q(y)

y y

p(y) =
∑K

k=1 πk·

p (y |µk,Σk ) , q(y) =
∑K

k=1 π̂k · p
(
y
∣∣∣µ̂k, Σ̂k

)
.

p(y)

q(y)

其中,   是  真实分布的概率密度函数,   是

 估计分布的概率密度函数. 本文中  的概率密度

函数由高斯混合分布 (1) 确定 .    

 在算法

EMGM中,   由式 (6)~(8)确定; 在算法 cenEMGM
中,   由式 (13)~(15)确定.

对于 AIC 准则, 其值最小的模型即为最佳模

型. 假设模型的误差服从独立正态分布, AIC可表

示为:

AIC = 2N(Θ)− 2 ln (L (Θ)) =

2[(d− 1) +K(d+
d(d+ 1)

2
)]− 2 ln (L (Θ))

(16)

N(Θ) d D

K L (Θ)

Θ

其中,   是模型算法参数的数量,   为  数据维

度,   为高斯混合模型的成分数量,   是参数

集  的似然函数. 

3.5    cenEMGM 算法及分析

∥∥Θ(t)−
Θ(t−1)

∥∥ < ε ε 1.0× 10−6).∥∥Θ(t)−Θ(t−1)
∥∥ :=max{π̂(t)

k −π̂(t−1)
k , µ̂

(t)
k −µ̂(t−1)

k ,

Σ̂
(t)
k − Σ̂

(t−1)
k }, k = 1, 2, · · · ,K.

n[
(d− 1) +K

(
d+

d(d+ 1)

2

)]
d D

K

嵌套删失型数据期望最大化的高斯混合聚类算

法 (cenEMGM) 主要由高斯混合聚类和针对删失

数据的期望最大化算法构成, 如算法 1所示. 第 1)
步初始化参数, 常使用 k-means算法. 第 2)~10)步,
运行直至满足停止条件, 跳出循环. 其中第 3)~4)
步, cenEMGM算法的 E步, 计算后验概率; 第 5)~9)
步, cenEMGM算法的 M步, 计算新的模型参数.
第 11)~13)步, 划分簇. 算法流程的停止条件是 

 , 其中  是一个小的正数 (如 

其中,  

 cenEMGM算法的计

算复杂度 (时间复杂度)受到样本规模  和参数规

模   影响 ,  其中   为  

数据维度,   为高斯混合模型的成分数量.
算法 1. 嵌套删失型数据期望最大化的高斯混

合聚类算法 cenEMGM
D = {y1, y2, · · · ,yn}, K, ε输入:   ;

C = {C1, C2, · · · , CK}输出:  簇划分   ;

Ck = ϕ(k = 1, 2, · · · ,K),

Θ(0) :
{(

π
(0)
k , µ

(0)
k ,Σ

(0)
k

)}1)    使用 K-means 算法, 初始

化高斯混合聚类模型参数  

2) do

n = 1, 2, · · · , n3) for    do⟨
z
(k)
i

⟩
4) 用式 (5) 得出  ;

k = 1, 2, · · · ,K5) for    do

µ̂k6) 用式 (14) 计算新均值向量:   ;

Σ̂k7) 用式 (15) 计算新协方差矩阵:  ;

π̂k8) 用式 (13) 计算新混合系数:   ;

Θ(t) :
{(

π̂
(t)
k , µ̂

(t)
k , Σ̂

(t)
k

)}
9) 更新参数   ;∥∥Θ(t) −Θ(t−1)

∥∥ < ε10) while (  )

n = 1, 2, · · · , n11) for    do

y1:n λi12) 根据式 (2) 确定    的簇标记   ;

y1:n Cλi
= Cλi

∪ {y1:n}13) 将    划入相应的簇:  

C = {C1, C2, · · · , CK}return 簇划分  

µ̂k

π̂k

cenEMGM算法的核心步骤主要基于式 (13)~(15).
与之对应的标准 EMGM算法, 其核心是式 (6)~(8).
cenEMGM算法是针对删失型缺失数据的改进算

法, 先根据新均值向量  计算新样本规模, 然后计

算新混合系数  . 因为样本规模改变, 所以样本方

差、删失率、观测数据均值等参数同步做出改变. 针
对删失数据修改的这些内容, 使 cenEMGM算法更

灵活, 更能适应含有删失数据的高斯混合聚类.
πk k

πk, pce πk

µ̂k − µk)

n.

pce n

α (1− β)

H0 α

pce n0 =
pce (1− pce)

δ2
t2α

2 ,n−1, δ

δ = |p̂ce − pce| , p̂ce
t

pce

n0.

高斯混合分布中,   是选择第  个混合成分的

概率, 由式 (8)和式 (13)可以看出, 样本删失率间

接地通过样本容量影响着  所以  对  产生影

响. 数据质量可以衡量采样机制产生的选择偏差程

度[26], 其不仅和估计准确度 (  有关, 更是与

删失率有关. 为了提高模型的准确性, 可以根据删

失率调整并确定样本规模  关于样本规模在实验

设计中已有讨论[27]. 这里给出样本方差未知时删失

率  与样本规模  的结论. 根据统计推断理论, 检
验水准  时, 预测能力  表示, 当所考虑的总

体与原假设  确有差别时, 按照检验水准  能够发

现拒绝它的概率. 总体方差未知时, 在删失数据缺

失率为  的情况下, 估计样本容量大小如下:  

 其中  表示估计精度 (即允许误

差),     为数据分布中的真实缺失

率,   为检验统计量. 对于一定规模的同一数据集,
随着样本删失率  上升, 参数估计模型的估计能

力下降, 导致准确性也降低. 因此, 数据分析中要求

样本容量不小于  随着数据感知和收集成本下降,
数据可得性变高, 统计机器学习模型使用的数据规

模选取常会超过模型的测试能力要求, 且通常会考

虑数据的缺失机制[12]. 
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4    数值实验分析

这里使用人工数值实验与真实数据分析, 验证

方法的有效性. 

4.1    人工数值实验分析

实验从预设分布生成数据集, 并对数据进行删

失处理. 在删失数据上, 分别采用嵌套标准 EM的

高斯混合聚类算法 EMGM 和嵌套删失型数据

cenEM的高斯混合聚类算法 cenEMGM进行实验

分析. 实验结果通过聚类的真实参数与估计参数比

较、KL散度等统计指标进行比较分析.

(Y1, Y2)

[10, 50]× [5, 45]

(Y1, Y2)

[−20, 60]× [−10, 60]

为在多变量上比较算法, 这里设计两个含有三

个成分的二元高斯混合模型的实验. 在两个实验中,
实验数据集 DS - a 的观测值   被设置在

 的矩形窗中, 用于右删失型数据和双

边删失型数据在 EMGM算法和 cenEMGM算法上

的实验; 实验数据集 DS-b的观测值  被设置

在   的矩形窗中, 用于左删失型

数据和双边删失型数据在 EMGM算法和 cenEMGM
算法上的实验. 右 (左)删失型缺失是指在变量值域

范围内, 设定了观测值上 (下)界, 且大 (小)于该上

(下) 界的其他值被赋予该上 (下)界值, 但并无给定

的下 (上)界. 双边删失型缺失是指在变量值域范围

内, 同时设定了观测值上界和下界值, 大于该上界

的其他值被赋予该上界值, 且小于该下界的其他值

被赋予该下界值. 这里生成的两组数据分别采用了

两种删失机制, 并非只讨论一组数据的左删失、右

删失及双边删失, 以便体现删失数据边界的多样性

和实验的可重复性.

π = (0.25,

0.40, 0.35); µ1 = (23.50, 23.50) , µ2 = (33.50,

23.50), µ3 = (40.50, 40.50) ;

在实验数据集 DS-a中, 三个分量的中心都在

对应的矩形窗内, 参数设置如下: 成分权重为 

  均值为    
     方差中, 成分 1 与成分

2在两个变量之间不存在相关性:

Σ1 =

[
15 0
0 25

]
; Σ2 =

[
25 0
0 15

]
成分 3的两个变量之间存在相关性:

Σ3 =

[
25 20
20 30

]

µ1 = (−3.50, 23.50) , µ2 = (33.50,−3.50) , µ3 = (40.50,

40.50)

在实验数据集 DS-b中, 虽然三个成分的中心

都在对应的矩形窗内, 但有两个成分的中心落在了

下界之外. 参数设置如下: 成分权重和方差分别与

实验数据集 DS-a对应一致. 但它们的均值分别为

 .

[10, 43.5]×
[5, 43.5]

[15, 43.5]× [15, 43.5]

[0, 60]× [0, 60]

[0, 40]× [0, 40]

在每种情形下绘制 1 000个数据点后, 根据删

失型缺失的预设边界, 边界外的所有数据都删失.
在 DS-a中, 针对右删失缺失型数据, 其上界值设

为 43.5, 表明删失类型的 (超)矩形窗为 

 , 其中 10和 5为小于其观测值最小值的一

个数, 来源于观测值的矩形窗下界, 并不表示删失

数据的下界, 并观察到约 862个数据点未删失, 并
使用 EMGM算法和 cenEMGM算法进行实验, 如
图 1所示; 若其还存在左删失, 如将其下界值设为

15, 形成双边删失型缺失数据, 表明删失类型的

(超) 矩形窗为  , 约 818 个数据

点未删失, 如图 2所示. 类似地, 在 DS-b中, 针对

左删失缺失型数据, 其下界值设为 0, 表明删失类型

的 (超)矩形窗为  , 其中 60为大于其

观测值最大值的一个数, 来源于观测值的矩形窗上

界, 并不表示删失数据的上界, 约 484个数据点未

删失, 如图 2所示; 若其还存在右删失, 例如其上界

值设为 40, 形成双边删失型缺失数据, 表明删失类

型的 (超)矩形窗为  , 约 241左右的数

据点未删失, 如图 3所示. 图中小十字表示删失后

的数据点, ‘o’ 和实心椭圆是每个成分在算法估计后

的聚类中心和距离为 1的等高曲线. 其距离使用成

对马氏 (Mahalanobis) 距离计算. ‘+’ 和虚线椭

圆表示高斯混合模型成分的真实聚类中心和等高

曲线.
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图 1   在数据集 DS-a右删失上的两种算法比较

Fig. 1    Comparison of the two algorithms on the dataset
DS-a with right censoring

 

图 1显示 EMGM算法和 cenEMGM算法在二

维合成数据 DS-a右删失上的实验结果. EMGM算

法在该数据集上的结果 (图 1 (a))显示, ‘o’ 和实心

椭圆所表示的估计的聚类中心和距离为 1的等高

曲线与 ‘+’ 和虚线椭圆表示高斯混合模型成分的

真实聚类中心和等高曲线之间存在显著差异. 而
cenEMGM算法在该数据集上的结果 (图 1(b))显
示, cenEMGM算法估计的聚类中心和等高曲线与
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真实聚类中心和等高曲线之间的差异明显减小, 其
结果明显优于 EMGM算法.

图 2显示 EMGM算法和 cenEMGM算法在二

维合成数据 DS-a双边删失上的实验结果. EMGM
算法在该数据集上的结果 (图 2 (a))显示, 聚类中

心和距离为 1的等高曲线比 EMGM算法 (图 1 (a))
明显更接近于真实值. 因为这里除了存在右删失外,
还存在左删失. 尽管缺失率更高, 但观测到的数据

(未删失部分) 的均值更接近真实值 .  同时可见 ,
cenEMGM算法估计 (图 2 (b))的聚类中心和真实

聚类中心之间的差异也明显更小, 其结果进一步表

明 cenEMGM算法在处理删失数据聚类问题上明

显优于 EMGM算法.
图 3显示 EMGM算法和 cenEMGM算法在二

维合成数据 DS-b左删失上的实验结果. ‘+’ 表示高

斯混合模型成分的真实聚类中心, 其中两个已落在

了值域的下界之外. EMGM算法的结果 (图 3 (a))
显示, 其估计的聚类中心 (‘o’)和等高曲线 (实心椭

圆)没有超出值域的下界, 表明估计值与对应的真

实值之间存在显著差异. 而 cenEMGM算法的估计

Y2

结果 (图 3 (b))显示, 其估计的聚类中心和等高曲

线与真实值之间的差异明显更小. 对于图 3 (b)图
中靠近  坐标轴的成分, 尽管其估计值与真实值之

间尚存在一些差异, 但这一差异与 EMGM算法所

表现出的差异已经小很多, 且另外两个成分的估计

值与真实值之间几乎无差异, 因此这些结果进一步

表明 cenEMGM 算法在这类数据聚类上更优于

EMGM算法.
图 4显示 EMGM算法和 cenEMGM算法在二

维合成数据 DS-b双边删失上的实验结果. 三个成

分的聚类中心真实值 (‘+’)都在下界或上界之外.
EMGM算法在该数据集上的结果 (图 4 (a))显示,
三个成分的估计的聚类中心和距离为 1的等高曲线

与真实值之间都存在显著差异. 与此相反, cenEMGM
算法在该数据集上的结果 (图 4 (b))显示, 其估计

值也可以位于上下界之外, 更接近真实聚类中心和

等高曲线, 即估计值与真实值之间的差异明显变小.
结果表明 cenEMGM算法在处理这类删失数据聚

类时明显优于 EMGM算法.

  

(a) EMGM

−20 0 20 40 60−20 0 20 40 60
−10

0

10

20

30

40

50

60

−10

0

10

20

30

40

50

60

(b) cenEMGM

Y
2

Y1

Y
2

Y1

 

图 4   在数据集 DS-b双边删失上的两种算法比较

Fig. 4    Comparison of the two algorithms on the dataset
DS-b with double-side censoring

 

100此外, 进行  次重复实验, 记录多次实验结果

在 KLD值与 AIC值上的平均值和方差. 实验合成

数据集真实分布和估计分布之间的 KLD值见表 1,
对于参数估计的两种算法 AIC值比较见表 2. 结果

表明, 对于两种算法在同一数据集上的表现, 不论

是 KLD值还是 AIC值, cenEMGM算法的值都小

于对应 EMGM算法的值, 说明在删失型缺失数据

参数估计上 cenEMGM算法优于 EMGM算法. 对
于同一算法在不同数据集上的表现, 因双边删失比

对应的单边删失因缺失而拥有更少的样本数据, 双
边删失的 AIC值小于对应的单侧删失的 AIC值. 

4.2    真实数据分析

数据来源于某大型医院信息系统中的临床数据[4].
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图 2    在数据集 DS-a双边删失上的两种算法比较

Fig. 2    Comparison of the two algorithms on the dataset
DS-a with double-side censoring
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图 3    在数据集 DS-b左删失上的两种算法比较

Fig. 3    Comparison of the two algorithms on the dataset
DS-b with left censoring
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这些数据样本包括 554个相关属性, 其中有 106个
建档属性、23个检验数据属性、157个来自实验室

信息系统的试验结果属性以及 268个电子健康档案

中病案首页的属性. 根据医学领域专家意见和文献

进行属性筛选, 经过数据清理后所得数据集包括

50个属性, 具体包括年龄、婚龄、孕妇体重指数、红

细胞计数、谷氨酰转肽酶、空腹血糖水平值等属性.
根据验证的目的, 这里所使用的数据集为原临床数

据集中提取的包含 4个属性的数据. 这些属性具体

为关于孕妇在筛检妊娠期糖尿病过程中的血糖水平

值和医生给出的诊断结果, 即是否患有妊娠期糖尿

病. 其中包括关于血糖水平值的 3个属性分别为口

服糖耐量试验中的空腹血糖水平值 (Fasting blood
sugar level, FBSL)、1小时血糖水平值 (1h-blood
sugar level, 1h-BSL) 和 2小时后的血糖水平值. 根
据国际妊娠合并糖尿病研究组织建议, 妊娠期糖尿

病的诊断标准为[4], 空腹血糖水平值高于 5.1 mmol/L、
1小时血糖水平值高于 10 mmol/L和 2小时血糖

水平值高于 8.5 mmol/L, 满足以上三项中的任一

项即诊断为患有妊娠期糖尿病, 数据记录聚类为患

病簇, 否则为正常簇. 在电子病历记录与数据联结

整合中, 小于等于 10 mmol/L的血糖水平值记录为

原始测量值, 而高于 10 mmol/L的空腹血糖水平值

和 1 小时血糖水平值的数据被记录为   “   1 0
mmol/L”型删失型数据. 虽然这些删失型数据能够

为诊断结果提供直接的临床证据, 但是这些数据的

删失对于进一步探索关于妊娠期糖尿病的风险因

子, 以及这些因子对血糖水平值影响的因果关系研

究构成困难. 又因妊娠期糖尿病的主要治疗方案包

括膳食改变、增加锻炼甚至胰岛素等的药物治疗[28],
但这些治疗方案对以血糖水平值作为结果的影响作

用大小是有差异的. 为后续研究这些影响作用, 在
使用这些删失型的血糖水平值数据时, 需要对这

些数据的分布参数进行较为精确的估计. 本文的聚

类算法正是针对这些删失型数据提供分布参数的

估计.
从原数据中选择了 917例数据进行数值计算,

其中 756例样本属于正常簇, 161例样本属于患病

簇. 在 917例样本数据中, 以空腹血糖水平值和 1
小时血糖水平值进行分析, 发现 78例样本数据属

于删失型数据, 主要存在于 1小时血糖水平值上.
对这一数据集, 分别采用 EMGM算法和 cenEMGM
算法进行高斯混合聚类, 结果如图 5所示.
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图 5   在血糖测试数据右删失上两种算法比较

Fig. 5    Comparison of the two algorithms on the dataset
of blood sugar tests with right-side censoring

 

>

>

图 5显示了 EMGM算法和 cenEMGM算法在

删失型血糖水平值数据上的聚类结果. 横坐标为空

腹血糖水平值, 纵坐标为 1小时血糖水平值, 其样

本数据关于 “  10 mmol/L”删失. 真实数据中一个

成分的聚类中心真实值 (‘+’)在样本数据所展示的

范围内, 为 (4.96, 7.16); 另一个成分的聚类中心真

实值 (‘+’)在样本数据的上界之外, 为 (6.09, 11.16),
即中心值在 1小时血糖水平值上 “  10 mmol/L”.
图 5 (a)显示 EMGM算法在该数据集上存在一个

成分的估计聚类中心和距离为 1的等高曲线与真实

值之间存在显著差异, 即估计值所在的聚类中心在

1小时血糖水平值以下, 而真实值所在的聚类中心

在 1小时血糖水平值以上. 不同的是, 图 5 (b)显
示 cenEMGM算法在该数据集上的估计值也可以

位于上界之外, 使得其更接近真实聚类中心, 说明

估计值与真实值之间的差异明显变小. 在模型检验

准则上, 对于这一真实数据集, EMGM算法在真实

 
表 1    实验合成数据集真实分布和估计分布之间的

KLD值

Table 1    Kullback-Leibler divergence (KLD) between
the true densities and the estimated densities of the syn-

thetic data set

数据集 观测值 (删失) EMGM cenEMGM

DS-a 右删失 0.072 ± 0.011 0.261 ± 0.016 0.051 ± 0.003

DS-a 双边删失 0.226 ± 0.017 10.602 ± 1.966 0.028 ± 0.009

DS-b 左删失 4.362 ± 0.393 32.263 ± 4.193 22.583 ± 3.392

DS-b 双边删失 4.219 ± 0.381 30.321 ± 4.128 29.655 ± 3.938

 
表 2    实验合成数据集参数估计的两种算法 AIC比较

Table 2    AIC comparison of the two estimation al-
gorithms on the synthetic data set

数据集 EMGM cenEMGM

DS-a 右删失 12 852 ± 594 12 349 ± 481

DS-a 双边删失 12 782 ± 436 12 323 ± 417

DS-b 左删失 9 435 ± 317 8 815 ± 305

DS-b 双边删失 8 759 ± 293 7 152 ± 264
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分布与估计分布之间的KLD值 (12.7)高于 cenEMGM
算法的 KLD值 (9.1), 同时后者的 AIC值 (4 263)
低于前者的 AIC值 (4  366). 因此, 这些结果说明

cenEMGM算法在处理真实的删失数据聚类时优

于 EMGM算法.
此外, 为进一步验证方法的有效性, 对于真实

数据调整删失率进行拓展, 动态改变删失率而进行

计算, 并对聚类中心、AIC与 KLD值进行定量对

比, 如表 3所示.

  
表 3    真实数据及其拓展数据的两种算法比较

Table 3    Comparison of the two algorithms with the real
data and its extended data

EMGM 算法 cenEMGM 算法

右边删失率 8.51 %

聚类中心
(4.50, 7.22) (4.53, 7.54)

(4.94, 9.55) (6.01, 10.51)

KLD 12.7 9.1

AIC 4 366 4 263

右边删失率 11.67 %

聚类中心
(4.50, 7.20) (4.53, 7.54)

(4.81, 9.70) (6.08, 9.85)

KLD 11.35 9.08

AIC 4 290 4 209

双边删失率 15.05 %:
右边删失 8.51 %,
左边删失 6.54 %

聚类中心
(5.10, 7.43) (5.10, 7.48)

(5.48, 8.56) (5.48, 8.94)

KLD 173.7 158.6

AIC 2 226 −24 327

 

表 3结果表明, 当右侧删失率从 8.51% 增加到

11.67% 时, 两种算法的聚类中心估计值与真实值

(4.96, 7.16) 和 (6.09, 11.16) 之间的差异增大,
KLD值与 AIC值减小. cenEMGM算法的 KLD值

与 AIC值比 EMGM算法的对应值小, 说明其在处

理删失数据聚类时仍然优于 EMGM算法. 当将数

据拓展为双边删失型数据时, 即在右边删失的基础

上增加左边删失 6.54 %, 总体上删失 15.05 % 时, 两
种算法的聚类中心估计值与真实值之间的差异进一

步增大, 且 KLD值增大而 AIC值减小. 总体上, 随
着删失率的增加, 算法处理的能力在一定程度上逐

渐减弱, 但是 cenEMGM算法的聚类中心估计值与

真实值相对更接近, 且 KLD值与 AIC值比 EMGM
算法的对应值更小, 进一步说明其通过聚类在处理

删失数据的参数估计时仍然优于 EMGM算法. 

5    结论

删失型数据处理特别是在机器学习或数据挖掘

等数据处理中, 作为工程实践和管理中数据处理的

焦点问题. 由于删失数据处理的知识有限性, 需要

根据删失模式制定合适的算法模型. 尽管当前数据

智能处理所面临的数据规模较大, 但选取高价值的

实验数据或稀有事件等所面临的删失数据处理仍然

显得较为重要. 然而, 现有的缺失数据处理问题主

要集中在随机缺失, 对非随机缺失下的删失型数据

研究不深, 因此本文根据估计算法的有效性理论,
针对删失数据期望最大化的高斯混合聚类算法

(cenEMGM), 通过关于得分向量期望的方程得出

算法估计的最优参数. 与嵌套标准 EM的高斯混合

聚类算法 (EMGM)相比, 本方法根据删失数据的

指示变量调整样本似然函数, 进而改进参数估计的

期望最大化算法, 使得高斯混合聚类模型参数估计

准确性更高, AIC信息准则值更小, 聚类效果更好.
并通过数值实验论证了本方法相对于 EMGM算法

的优越性. 更多类型数据中的删失型缺失机制 (模
式)识别、不同删失情形下多种算法有效性分析及

其高斯混合聚类算法拓展是下一步工作重点.
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