
 

 

基于核自适应滤波器的时间序列在线预测研究综述

韩 敏 
1
    马俊珠 

1
    任伟杰 

1
    钟 凯 

1

摘    要   核自适应滤波器 (Kernel adaptive filter, KAF)是时间序列在线预测的重点研究领域之一, 本文对核自适应滤波

器的最新进展及未来研究方向进行了分析和总结. 基于核自适应滤波器的时间序列在线预测方法, 能较好地解决预测、跟踪

问题. 本文首先概述了三类核自适应滤波器的基本模型, 包括核最小均方算法、核递归最小二乘算法和核仿射投影算法

(Kernel affine projection algorithm, KAPA). 在此基础上, 从核自适应滤波器在线预测的内容和机理入手, 综述基于核自

适应滤波器的时间序列在线预测方法. 最后, 本文将介绍这一领域潜在的研究方向和发展趋势, 并展望未来的挑战.
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Abstract   Kernel adaptive filter (KAF) is one of the significant research fields of time series online prediction. In
this paper, the latest development and future research directions of kernel adaptive filter are analyzed and summar-
ized. The time series online prediction algorithms based on kernel adaptive filter can better solve the problem of
prediction and tracking. This paper first generalizes the basic models of three types of kernel adaptive filters, includ-
ing kernel least mean square, kernel recursive least squares and kernel affine projection algorithm (KAPA). On this
basis, starting from the content and mechanism of online prediction of kernel adaptive filter, the time online predic-
tion methods for kernel adaptive filter are reviewed. Finally, this paper will introduce the potential research direc-
tion and development tendency in this field, and look forward to the challenges ahead.
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气象、水文、金融、医学以及工程等领域, 其数

据多以时间序列的形式进行存储. 时间序列是某种

变量或统计指标的数值随时间排序所形成的序列集

合, 其中既含有全部变量的历史信息, 又含有参与

系统动态演化的变量信息, 例如在气象数据中, 温
度、湿度、风速、风向、气压、降雨量、日照时数、紫外

线强度的变化等. 从时间序列数据的历史信息中预

测未来的变化, 以提前做好防护措施, 对保障人类

生命财产安全具有重要意义[1−6].
近年来, 随着对时间序列研究的深入化, 传统

的线性自适应滤波算法 [ 7 ], 例如最小均方 (Least
mean squares, LMS)算法、递归最小二乘 (Recurs-
ive least squares, RLS)算法等都不满足预测要求.
LMS 收敛过程缓慢, 步长与收敛速度、失调之间也

存在矛盾. RLS具有计算复杂度较高、所需存储量

较大的缺陷. 同时, 它们的应用实时性也较差, 在处

理非线性、非平稳、高复杂性等问题时效果并不理

想. 所以对非线性、非平稳、复杂系统的研究已经引

起了许多国内外专家学者的广泛关注, 并取得了一

定的研究成果.
对于上述问题, 出现的建模方法主要包括: 人

工神经网络 (Artificial neural networks, ANN)[8−10]、

支持向量机 (Support vector machines, SVM)[11]、
核自适应滤波器 (Kernel adaptive filter, KAF)[12−13]

以及一些其他非线性方法. ANN 和 SVM 都属于

离线方法, 不满足在线实时性要求. 而 KAF是指

线性自适应滤波器在核空间 (Kernel space, KS)的
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扩展[14−15], 该过程满足在线预测要求, 对复杂时间序

列预测具有实时输出的特点. 其中 “核技巧”操作不

需被显式地知道训练样本在特征空间内的映射[16],
它直接通过核函数计算来完成特征空间的内积计

算, 整个计算过程被简化, 该映射过程如图 1.

  

u(i)   .
f (u)   .

f (·)

 

图 1   从输入空间到特征空间的非线性映射 f(·)
Fig. 1    Nonlinear mapping f(·) from input space to

feature space
 

目前, 国内外学者使用最多的是高斯核函数.
核函数是先将输入数据映射到高维空间, 再在高维

空间进行线性操作.该过程对解决非线性问题具有

明显的优势[17−18]. 随着对核函数[15−18] 研究的深入, 学
者们相继提出了应用于时间序列的计算复杂度较低、

跟踪时变能力较强的 KAF在线预测算法.
近年来, 由于时间序列组成的非线性系统越来

越复杂, 简单的离线预测已经不能满足用户的要求.
对于上述问题, 多种时间序列在线预测方法相继出

现. 目前, 时间序列在线预测方法主要分为以下几

类: 重新建模方法、动态神经网络方法、在线支持向

量回归方法、递归贝叶斯估计方法和 KAF方法.
KAF使用核方法实现非线性传递函数. 在KAF

中, 信号被映射到高维线性特征空间, 并且非线性

函数被近似为核的总和, 其域是特征空间. 如果这

是在再生核希尔伯特空间 (Reproducing kernel
Hilbert space, RKHS) 中完成的, 则核方法可以是

非线性函数的通用逼近器. 内核方法具有凸损函数

的优点, 同时没有局部最小值[13]. 近年来, 随着环境

的不断复杂化, 其预测、跟踪问题也日趋复杂化. 在
线预测作为一种实时预测、跟踪时变的有效方法,
在时间序列预测方面展现出较好的能效结果, 并满

足用户的实时监测与控制的要求[19−21]. 基于 KAF
的在线预测方法在许多实际应用领域中都已展现出

较好的预测性能, 其中主要包括三类: 核最小均方

(Kernel least mean squares, KLMS)[19] 算法、核递

归最小二乘 (Kernel recursive least squares,
KRLS) [20] 算法和核仿射投影算法 (Kernel affine
projection algorithm, KAPA)[21]. 在此基础上, 许多

学者也提出相应的改进算法, 根据 KAF的发展进

程, KAF在线预测模型的研究进展具体如图 2 所
示, 它详细地概括了文章的整体研究脉络.

然而, KAF方法在时间序列在线预测过程中

还存在以下的问题: 随着新样本的加入, 系统所占

用的内存不断增加 (主要表现为核矩阵维度的增

加), 计算复杂度会随样本量的增加而增长. 针对该

问题, 学者们对以上三类 KAF方法进行了相应的

改进[22−36]. 在一定程度上, 在线预测帮助研究者实现

了对非线性、非平稳、复杂时间序列系统的实时预

测, 对进一步将要发生的变化做出更科学、合理的决策.
本文的贡献主要集中在: 总结基于 KAF的时

间序列在线预测研究进展, 重点介绍基于 KAF的

时间序列在线预测方法, 主要包括 KLMS、 KRLS
和 KAPA三类, 在本文还介绍了这一研究领域的

研究趋势和发展延伸, 并展望未来的挑战, 即充分

理解基于 KAF的时间序列在线预测的发展趋势,
以供进一步研究. 

1    基于 KLMS 在线预测算法

对于 KLMS中存在的计算复杂度和核矩阵的

增长问题 ,  文献 [22] 提出一种量化核最小均方

(Quantization kernel least mean square, QKLMS)
算法, 其量化操作限制了核函数维数的无限增长,
基本思想是通过量化操作压缩输入数据, 而不像其

他稀疏化方法那样直接丢弃冗余数据. 文献 [23] 提
出了单反馈核最小均方 (Single feedback kernel
least mean square, SF-KLMS)算法, 它使用单个

延迟输出以循环方式更新权重, 过去信息的使用也

显著加快了收敛速度. 文献 [24] 提出了改进的量化

核最小均方 (Modification quantization kernel
least mean square, M-QKLMS)算法, 它在使用预

测误差的同时还用梯度下降方法来更新滤波器系

 

核

自

适

应

滤

波

器

基于 KLMS 在线预测算法

基于 KRLS 在线预测算法

基于 KAPA 在线预测算法

• 核最小均方算法

• 量化核最小均方算法

• 单反馈核最小均方算法

• 改进的量化可最小均方算法

• 基于随机特征映射的核最小

  均方算法

• 核递归最小二乘算法

• 滑动窗核递归最小二乘算法

• 固定预算核递归最小二乘算法

• 扩展核递归最小二乘算法

• 核递归最小二乘跟踪算法

• 量化核递归最小二乘算法

• 多反馈核递归最小二乘算法

• 自适应归一化稀疏核递归最

  小二乘算法

• 核仿射投影算法

• 归一化核仿射投影算法

• 量化核仿射投影算法

• 并行、级联滑动窗核仿射

  投影算法

• 核混合仿射投影算法 

图 2    KAF方法分类框图

Fig. 2    Classification diagram of the KAF method
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数. 不同于 QKLMS 只考虑预测误差, M-QKLMS
采用新的训练数据和预测误差来调整字典中最接近

中心的系数. 文献 [25]提出了一种基于随机特征网

络的 KLMS算法 (Kernel least mean square base
on random feature networks, KLMS-RFN), 它与

理论上隐式地将输入映射到无限维空间高斯核相

反, 随机特征映射是将样本输入到相对低维的特征

空间, 并使变换后的样本与使用移位不变内核的特

征空间中近似等效.
KAF作为在线预测模型, 已经在时间序列预

测领域展现出较好的性能[18]. 以下将详细说明基于

KLMS及其改进方法的时间序列在线预测机理. 

1.1    核最小均方算法

目前, 对于复杂难预测环境, LMS与核方法结

合的应用方式随之出现. 2008年, Liu等将 LMS嵌
入 KS提出 KLMS[19]. KLMS是指在 RKHS中进行

的自适应过程, 它结合核技巧和 LMS来实现样本

到样本的更新[37].

w (i)

对于一个有限的训练数据集, KLMS可通过未

知映射将输入样本由低维的原始空间映射到高维特

征空间, 再在高维特征空间执行简单的线性计算.
其中涉及步进参数的预设置, 主要有两种方法实现:
1) 根据经验设置步进参数; 2) 随着新样本的到来,
自适应更新权重   的同时实时改变步进参数.

w (i) = w (i− 1) + µe (i)φ (i) (1)

µ e (i) φ (i)其中,   是步进参数.   表示预测误差,   表

示在特征空间映射后的输入样本.

e (i) = d (i)−wT(i− 1)φ (i) (2)

d (i) = φT(i)w (i)其中,   .

y (i)

上述过程在增加较少运算量的情况下加快了模

型收敛速度, 可较快跟踪到自适应参数, 减少训练序

列的预处理时间, 从而提高自适应参数的利用效率.
通过以上过程, 得到 KLMS模型的预测输出  .

y (i) =

i∑
j=1

αj (i) k (u (i) ,u (j)) (3)

αj (i) = ηe (j) η k (·, ·)其中,   ,    表示学习率.   表示核

函数, 该计算过程也被称为核技巧.
总的来说, KAF在时间序列预测中是一个记

忆强化操作. 同时 KAF还属于在线操作范畴, 它通

过使用之前的样本和预测误差来逐步构造出 KAF
的输出.

随着 KLMS不断应用于时间序列预测, 其预测

也出现了许多亟待解决的问题[38]. 随着预测样本的

不断增多, 预测过程中出现计算复杂度较大的问题,

即随着新样本的不断到来, 核矩阵维数不断增大,
模型内存消耗也不断增大, 从而出现预测时间长、

效率低、精度低等问题. 对于上述问题, 第 1.2节 ~
第 1.5节对给出的多种解决方案进行详细说明. 

1.2    量化核最小均方算法

Ω (i)

2012年 Chen等在 KLMS的基础上提出矢量

量化 (Vector quantization, VQ)操作, 得到量化核

最小均方算法. VQ 方法不同于近似依赖准则 (Ap-
proximate linear dependence, ALD)[20], 惊奇准则

(Surprise criterion, SC), 固定预算准则 (Fixed
budget, FB) [39−40] 和新奇准则 (Novel criterion,
NC)等稀疏方法. VQ 作为稀疏[41−42] 的一种替代方

法, 其基本思想是矢量量化并以此压缩输入或特征

空间, 用以遏制自适应滤波器中高斯核结构的增长.
QKLMS 中权重   的更新过程如下所示:

Ω (i) = Ω (i− 1) + ηe (i)Q [φ (i)] (4)

Q [·]其中,   是量化算子. 与稀疏方法不同, VQ操作

是使用 “冗余”数据来更新最接近中心的系数, 该过

程提高了数据的利用效率[22].
y (i)QKLMS的预测输出  如下式所示:

y (i) =

size(C(i−1))∑
j=1

αj (i) k (Cj (i− 1) ,u (i)) (5)

Cj (·) C j其中,   表示字典  中的第  个元素.
QKLMS已经应用于短时混沌时间序列预测[22].

同时 VQ利用 “冗余”数据来更新最接近的中心系

数, 以产生更紧凑的网络, 最终在时间序列在线预

测上得到更高的预测精度和预测效率. 

1.3    单反馈核最小均方算法

前述的 KLMS 和 QKLMS 都是前馈网络 ,
2015年 Zhao等首次提出具有单反馈结构的单反馈

核最小均方 (SF-KLMS)算法. 在 SF-KLMS中只

有一个延迟输出被用于以循环方式更新权重, 过去

信息的使用显著地加快了模型的收敛速度. SF-KLMS
具有更紧凑、更高效的循环结构.

w (i) ; γ (i) .

在 SF-KLMS中包含两个权重更新过程: 1) 前
馈权重   2) 反馈权重 

w (i+ 1) = w (i)+
ηw (i)

ρw (i)
e (i)k (i)+

ηw (i)

ρw (i)
e (i)βw (i) γ (i)Dw (i− 1) (6)

γ (i+ 1) =γ (i)+
ηγ (i)

ργ (i)
e (i) y (i− 1)+

ηγ (i)

ργ (i)
e (i)βγ (i) γ (i)Dγ (i− 1) (7)
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ηw ηγ ρw ργ βw

βγ Dw (i) = k (i)+

βw (i) γ (i)Dw (i− 1) Dγ (i)=
y (i− 1) + βγ (i) γ (i)Dγ (i− 1) .

其中,   和  是学习率,   和   是归一化参数,  
和  是调整最新梯度信息的参数,  

 是当前梯度信息 ,    

Dw (i− 1)

Dw (i) ;

SF-KLMS具有以下优势: 1) SF-KLMS利用

延迟输出的先前梯度信息   来更新当前梯

度   2) 与无反馈的 KAF (如 KLMS)和含多

反馈的 KAF (如 LRKOL)相比, SF-KLMS具有更

紧凑的结构, 更快的收敛速度和更好的预测性能.

y (i) .
根据上述分析, 得到 SF-KLMS 模型的输出

y (i) =

m∑
l=1

k (u (i) ,u (Cl))wl + γ (i) y (i− 1) (8)

u (Cl) l其中,   表示字典的第  个信号.
βw

βγ

在短时时间序列预测中, 调节因子  被设置

成较小值, 而   可被设置为相对较大的值用以提

高反馈的效果[43]. 

1.4    改进的量化核最小均方算法

KAF在线预测算法已经在解决复杂系统的预

测、跟踪方面展现出强大的能力. 改进的量化核最

小均方 (M-QKLMS)算法于 2016年被 Zheng等提

出, 该方法是在 QKLMS 方法的基础上进行的改

进[24]. M-QKLMS 采用梯度下降方法来更新核自适

应滤波器系数, 不同于 QKLMS只考虑预测误差,
该方法还采用新训练数据与预测误差来共同调整字

典最接近中心的系数.
计算新样本与现存字典之间的距离.

dis (u (i) , D (i− 1)) =
min

1≤l≤D(i−1)
∥u (i)−Dl (i− 1)∥ > γ (9)

γ dis (u (i) , D (i− 1)) ≤ γ,

wl∗ (i) = wl∗ (i− 1) + ηκ(Dl∗ (i− 1),

u (i))e (i) . w (i) = [w (i− 1) ,
ηe (i)].

其中,   是量化参数. 如果 

那么权重矩阵为 

  否则 ,  权重矩阵为  

y (i).根据上述判断结果, 得到输出 

y (i) =

i∑
j=1

wj (i− 1) k (Dj (i− 1) ,u (i)) (10)

M-QKLMS先执行 VQ操作, 再利用梯度下降

方法与预测误差共同作用, 从而有效地降低网络结

构复杂度. 该过程提高了历史信息的利用效率 [24].
总之, M-QKLMS利用新训练数据隐藏的信息, 达
到了更好的预测精度. 

1.5    基于随机特征网络的核最小均方算法

为了在非静态环境中构建在线 KAF, Liu等于

2018年提出了基于随机特征网络的核最小均方算

法[25]. KLMS-RFN与将输入映射到高维特征空间

的高斯核相比, 随机特征映射变换是将样本输入到

相对低维的特征空间, 其中变换后的样本近似等于

在特征空间中使用一个移位不变核, 如下所示:

k (x1,x2) = ⟨Φ(x1) ,Φ(x2)⟩ ≈ φT(x1)φ (x2)
(11)

φ (x) : Rm → RM其中,    , 表示特征映射后的输入

矩阵.
然后, KLMS-RFN模型的预测过程可总结为:

φ (x (n))1) 计算随机傅立叶特征向量 

φ (x (n)) =



cos
(
wT

1xn

)
...

cos
(
wT

Mxn

)
sin
(
wT

1xn

)
...

sin
(
wT

Mxn

)



T

(12)

y (n)2) 得到自适应滤波器的输出 

y (n) = wT (n− 1)φ (x (n)) (13)

w (n)3) 得到权重更新矩阵 

w (n) = w (n− 1)+ηe (n)φ (x (n)) (14)

e (n) = d (n)− y (n)其中,   表示预测误差.
KLMS-RFN不需要存储重要样本, 可节省大

量存储成本. 当所选样本较多时, KLMS-RFN的计

算复杂度明显低于核矩阵的计算复杂度 .  此外 ,
KLMS-RFN还可以约束不断增长的权重网络的结

构, 同时更新样本来跟踪输入的特征变化. 该模型

已经在时间序列得到应用, 明显的提高了模型在非

平稳环境下的预测性能[25]. 

1.6    基于 KLMS 在线预测的总结分析

通过对 KLMS及其改进模型的说明, 就降低核

矩阵维数、提高历史信息的利用效率方面来说, 可

以看出 KAF在时间序列在线预测领域已得到广泛

的应用[44−46]. 在本节, 主要讨论基于 KLMS在时间

序列在线预测中出现的核矩阵计算量大, “冗余”信

息利用效率低等问题的解决方法. 针对上述问题,

通过 VQ来提高历史信息的利用效率, 并在此基础

上采用预测误差来自适应更新滤波器结构, 降低核

矩阵的维数.
KLMS是在高维特征空间中推导的, 它使用随

机梯度方法解决最小二乘问题, 从 Hadamard意义

上来讲, KLMS不需要明确的正则化. KLMS及相
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应的改进模型已经在复杂时间序列中得到广泛的应

用[19, 22, 24, 47]. KAF在一定程度上缩短了预测时间,
简化了核矩阵的计算步骤, 降低了计算复杂度, 也
通过使用 “冗余”样本, 提高了信息的利用效率, 提
高了时间序列在线预测精度. 

2    基于 KRLS 在线预测算法

对于 KRLS建模中出现的在线样本量和核矩

阵维数的限制问题, 文献 [26]提出滑动窗口核递归

最小二乘方法 (Sliding window kernel recursive
least squares, SW-KRLS), 它只选取固定长度的序

列样本进行计算, 从而降低核矩阵维度. 文献 [27]
提出扩展核递归最小二乘 (Extended kernel re-
cursive least squares, EX-KRLS)算法, 该方法可

以在 KS内表达状态空间模型, 还可以利用状态空

间模型动态表示在时变环境条件下的时间序列的变

化趋势. 文献 [28] 提出固定预算核递归最小二乘

(Fixed budget kernel recursive least squares, FB-
KRLS)算法, 它只选取固定数量样本, 且保留相关

性较强的数据样本进行计算, 抛弃相关性弱的数据

样本, 该过程不仅降低了核矩阵的维度, 而且提高

了预测精度. 文献 [29] 提出核递归最小二乘跟踪

(Kernel recursive least squares with tracker,
KRLS-T)算法, 包括遗忘因子原则和数值稳定的方

式, 它固定了内存量和每一个时间步长的计算, 限
制了核矩阵的维数, 并以自然的方式结合正则化,
从而跟踪每次预测的时变特性. 与文献 [22]类似,
文献 [30]提出了量化核递归最小二乘 (Quantiza-
tion kernel recursive least squares, QKRLS)算法,
其基本思想也是通过量化操作压缩输入数据, 限制

核矩阵维数, 该方法将 “冗余”数据利用起来, 用以

提高预测精度. 文献 [31] 提出了多反馈核递归最小

二乘 (Multi-feedback kernel recursive least
squares, MF-KRLS)算法, 它是利用多个先前输出

来递归更新结构参数, 具有跟踪时变的特性. 文
献 [32] 提出自适应归一化稀疏核递归最小二乘

(Adaptive normalized sparse kernel recursive least
squares, ANS-KRLS) 算法, 它结合一致性准则、

ALD 和动态自适应调整来限制核矩阵维数, 同时

提高了预测精度.
目前, KRLS已经广泛应用于数据挖掘、机器

学习等领域[20]. KRLS将输入样本通过Mercer 核映

射到高维特征空间, 然后在高维特征空间中利用矩

阵反演引理执行线性回归, 从而在线解决复杂时间

序列预测问题 [48−57]. 以下将详细说明基于 KRLS
及其改进方法的时间序列在线预测机理. 

2.1    核递归最小二乘算法

KRLS利用矩阵反演引理简化核矩阵的求逆过

程, 目的在于简化计算, 并降低存储要求、提高预测

效率. 目前, KRLS 已经在复杂时间序列预测中展

现出较好的预测性能[20], 它能够以在线的形式实时

处理样本序列.

δ (i) , ν,

ν,

KRLS模型的 ALD阈值是根据经验获得, 太
大或太小都会降低预测精度[20]. 当样本进入 KRLS
模型后, 计算该样本与当前字典在特征空间的线性

扩展距离  如果大于   那么该样本满足要求被

加入字典进行预测. 反之, 如果小于   那么该数据

样本被移除, 这保证了核矩阵维数的有限性.

δ (i) =

∥∥∥∥∥
i−1∑
k=1

α (k)φ (x (k))− φ (x (i))

∥∥∥∥∥
2

> ν (15)

ν其中,   是设置的 ALD阈值.
w (i).根据以上过程, 得到权重矩阵 

w (i) =
[
λI +Φ(i)

T
Φ(i)

]−1

Φ(i)d (i) = Φ (i)×[
λI +Φ(i)

T
Φ(i)

]−1

d (i) (16)

λ Φ(i)

I d (i)

其中,   是正则化参数,   表示特征空间映射后

的输入矩阵,   表示单位矩阵,   表示期望输出.
该过程使用矩阵反演引理.

w (i) f (u∗).再将  代入输出模型, 得到输出结果 

f (u∗) =

i∑
j=1

αj (i) k (u (j) ,u∗) (17)

根据上述过程对预测结果进行分析[48−51], 得到

复杂系统下一步的发展趋势及实时信息, 最终做出

更科学的决策.

∼

与第 1 节的 KLMS 相比 , 就收敛速度而言 ,
KRLS模型比 KLMS模型小一个数量级, 但是这种

性能的改善是以增加计算复杂度为代价的. 所以,
如何改善预测模型的计算复杂度? 第 2.2 节   第

2.8节对给出的多种改进方法进行详细说明. 

2.2    滑动窗口核递归最小二乘算法

n,

滑动窗口核递归最小二乘方法[26] 是 Van Vaer-
enbergh等于 2006年提出. SW-KRLS是结合滑动

窗和传统 L2范数正则化得到的. SW-KRLS中滑

动窗对核矩阵维数的要求是固定而非限制, 是始终

保持字典的维度不变. L2范数正则化则是改进了模

型的泛化能力. 该方法多用于无记忆非线性系统,
并在时变环境、跟踪突变问题上体现出较好的预测

性能. 在 SW方法中, 选定窗口   得到正则化核矩
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Kn.阵 

Kn = X̃nX̃
T
n + cI (18)

c I

Xn = [Xn, Xn−1, · · ·, Xn−N+1]
T
.

N.

其中,   是正则化参数,   表示单位矩阵, 观测矩阵

被表示为  当处于在

线环境时, 核矩阵的维数取决于观测值 

如何保持核矩阵维度固定不变？对于新到来样

本, 核矩阵添加新行和新列通过式 (20)实现, 核矩

阵移除最旧行和列可通过式 (19)实现.

K−1 =

[
A−1

(
I + bbTA−1Hg

)
−A−1bg

−
(
A−1b

)T
g g

]
(19)

D−1 = G− ffT

e
(20)

A g =
(
d− bTA−1b

)−1
, K

D

bTf+dg = 1.

其中,   是非奇异矩阵,     是

添加新行和列后的矩阵,   是移除最旧行和列后的

矩阵,  
αn.根据以上过程, 得到系数矩阵 

αn = K−1
n yn (21)

y (n) = [yn, yn−1, · · ·, yn−N+1]
K−1

n = (K + cI) .
其中,   表示观测向量,

SW-KRLS采用正则化解决了过拟合问题, 并

结合滑动窗口 (Sliding window, SW)和矩阵反演

引理来解决计算复杂度的限制问题, 不仅节省了内

存空间, 简化了计算, 也提高了预测精度[26]. 

2.3    扩展核递归最小二乘算法

2009年 Liu等又提出了在 RKHS中的扩展递

归最小二乘算法的核化形式, 即扩展核递归最小二

乘算法[27]. EX-KRLS在 RKHS中首次实现了一般

线性状态模型.

A = αI

EX-KRLS使用显式状态转移和卡尔曼滤波器

来学习内核回归权向量, 也通过样本数据完成在线

学习[27]. 当  时, 得到的状态转换模型 (22)与

观测模型 (23).

x (i+ 1) = αx (i) + n (i) (22)

d (i) = φT(i)x (i) + v (i) (23)

φ (i) ∈ F u (i) ∈ U , α其中,   代替     是一个升降参数,
既可放大也可衰减.

EX-KRLS具有明确的状态转移过程, 且可以

提高 KRLS的跟踪能力[27], 其跟踪模型如式 (24).

a (i) =

[
a (i− 1)− z (i) r−1(i)e (i)

r−1(i)e (i)

]
(24)

r (i) = λ+φT(i)φ (i)− zT(i)k (i) , λ

z (i)

k (i) e (i) a (i)

其中 ,      是用以

控制初始状态向量的正则化参数,   表示非奇异

矩阵,   表示核矩阵,    是预测误差,   是

系数矩阵, 它们都是根据样本点不断地自适应更新.
所以, EX-KRLS适合于慢衰落、状态变化小的非线

性系统建模. 

2.4    固定预算核递归最小二乘算法

对于计算复杂度较大问题, 固定预算核递归最

小二乘方法于 2010年被 Van Vaerenbergh等提

出[28]. 其中 FB准则在限制内存的同时, 不仅减少预

测时间, 还提高历史信息的利用效率.
FB准则是 Dekel等在 2006年提出的. 在预测

时间序列样本时, 随着新样本的加入, 直到字典达

到预设阈值 M之前, FB 准则不起作用. 当样本达

到 M+1时, 核矩阵如式 (25), FB起作用, 抛弃最

不重要、不相关的数据如式 (26), 期间字典大小始

终为 M, 即当新样本满足条件时, 就删除最不相关

的数据. 反之, 新样本如果不满足条件, 那么新样本

就不被允许加入字典, 即字典保持原来的状态不变.
该过程不仅限制了输入数据的维数, 也提高了数据

利用效率.

K̂−1
n =

[
K−1

n−1 + geeT −ge
−geT g

]
(25)

K̂−1
n =

[
e fT

f G

]
⇒ K−1

n = G− ffT

e (26)

K̂n e = K−1
n−1b,

g =
(
d− bT e

)−1
bTf+dg = 1, Kn

其中,   表示添加新行和列的核矩阵,  

 ,       表示移除任意

行和列的核矩阵.
为保持核矩阵维度不变, FB准则中的抛弃计

算如下所示:

d (xi, yi) =
|αi|[

K̂−1
n

]
i,i

(27)

根据上述抛弃准则, FB-KRLS模型可以有效

地跟踪时变序列的信息[28]. FB-KRLS 主要应用于

非线性系统识别问题. 它不仅能够保持内存不变,
抛弃最不重要的样本点, 提高信息利用效率, 而且

其标签更新过程也表现出模型的跟踪时变特性, 更
拓宽了 FB-KRLS的应用范围[28]. 

2.5    核递归最小二乘跟踪算法

不同于 SW-KRLS、EX-KRLS和 FB-KRLS,
核递归最小二乘跟踪[29] 是引入贝叶斯框架, 在统一

现有的 KRLS 理论下, 提出的 “遗忘”的概念, 即通

过明确方式处理复杂的时间序列数据. 为保证最优
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性能, 需要确定核参数、正则化参数, 以及在非平稳

环境中的遗忘因子.
由于 KRLS-T等价于特定时空协方差的高斯

过程 (Gaussian processing, GP)回归模型, 所以可

通过 GP 超参数估计来确定 KRLS-T 的所有参数.
采用潜在函数边缘化的方法, 用超参数表示观测数

据的概率[29].

ln p (y|δ, σ, ε) =− 1

2
yT(Λ ◦K + σ2I

)−1
y−

1

2

∣∣Λ ◦K + σ2I
∣∣− n

2
ln (2π) (28)

◦ Λ

j λ
|j|
2 λ ∈ (0, 1] .

其中,   表示 Hadamard乘积,   是一个对角矩阵,
它的第  个对角元素值为  ,  

µt

Qt = K−1
t Σt

在 KRLS-T中, 需要存储和更新三个变量: 1)
字典中与基对应的当前预测均值  ; 2) 表示先验

值的核逆矩阵  ; 3) 相应的预测方差  它

可以捕获后验协方差.

µ
t
=

ytk (xt,xt)

σ2
n + k (xt,xt)

n

K−1
t = Qt = k (xi,xj) + εδij

ht+1 =
∑
t

qt+1

qt+1 = Qtkt+1, ε ε ∈ (0, 1) , σ2

δ

其中,     是遗忘因子且   

是超参数,   是正则化参数.
因为 KRLS-T不能提供对过去时刻的预测, 仅

保留与当前时刻相关的小部分样本, 所以对短期时

间序列预测有更好的预测效果. 同时这样的预测机

制极大降低了计算成本[29]. 

2.6    量化核递归最小二乘算法

Chen等于 2013年又将 VQ应用到 KRLS模

型, 它是以递归形式被推导得到量化核递归最小二

乘算法[30]. QKRLS也是将输入空间量化分配, 其基

本思想也是使用较小数据集来表示整个输入数据的

信息, 从而提高预测精度[23, 30].
VQ具有多种优势: 1) 计算简单; 2) 量化的大

小比较容易选择; 3) 冗余数据可以很容易的被利

用, 用以提高预测性能.
ε,

u (i) C (i− 1)

首先在线 VQ需要设置量化尺码   然后计算

  和  之间的距离.

dis (u (i) ,C (i− 1)) = ∥u (i)−Cj∗ (i− 1)∥ (29)

j∗ = argmin1≤j≤|C(i−1)| ∥u (i)−Cj (i− 1)∥ ,

Cj (i− 1) C (i− 1) j

其中 ,    

 表示  的第  个元素.
u (i) dis(u (i) ,当新样本  进入预测模型时, 如果 

C (i− 1)) ε,

dis(u (i) ,C (i− 1))

ε, C (·)

 不大于   此时的量化码本保持不变, 用

式 (30)更新权重系数矩阵. 如果 

小于   那么新样本被加入到量化码本  中, 用

式 (31)更新权重系数.

α̃∗ (i) = α̃∗ (i− 1)+

Pj∗ (i− 1)
[
y (i)− K̃T

j∗(i− 1)α̃∗ (i− 1)
]

1 + K̃T
j∗(i− 1)Pj∗ (i− 1)

(30)

α̃∗ (i) =

[
α̃∗ (i− 1)− zΛ (i) r−1(i)e (i)

r−1(i)e (i)

]
(31)

zΛ(i) = P (i− 1)Λ(i− 1)h(i), e(i) = y(i)−
hT(i)α̃∗ (i−1) , z (i)=P T(i−1)h (i) , r (i)=γ+κ(u (i),
u (i))− hT(i)zΛ (i).

其 中 ,    

QKRLS在预测时间序列时, 除了能够保持期

望性能, 在产生紧凑模型方面也非常有效[30]. 计算

复杂度和预测精度之间的折衷也可以通过改变量化

码本的大小进行简单、有效地控制.
 

2.7    多反馈核递归最小二乘算法

近年来, 大多数 KAF都是无反馈结构的预测

模型[26−30]. 在第 1.3节, SF-KLMS首次将反馈结构

引入 KAF模型. 随后Wang等在 2017年提出了具

有反馈结构的多反馈核递归最小二乘算法[31]. MF-

KRLS 是将延迟输出与最近的输入结合来估计最近

输出的过程.

在 MF-KRLS 结构中, 它的前馈系数 (Feed

forward coefficient, FFC)和反馈系数 (Feedback

coefficient, FBC)利用最速下降法进行更新. 同时

MF-KRLS采用多个先前的输出以递归的形式更新

结构参数. FFC和 FBC都采用最速下降法进行在线

更新.

α (i+ 1) =

[
α (i)
0

]
+

ηα (i)

ρα (i)
Dα (i) e (i) (32)

λ (i+ 1) =

[
λ (i)
0

]
+

ηλ (i)

ρλ (i)
Dλ (i) e (i) (33)

µα (i) = ηα (i) /ρα (i)

µλ (i) = ηλ (i) /ρλ (i) Dα (i) =

∂y (i) /∂α (i) , Dλ (i) = ∂y (i) /∂λ (i) .

其中,   表示 FFC的步进参数,

 表示FBC的步进参数.  

   

根据上述分析, 在时变环境中, MF-KRLS具

有较好的自适应更新调整能力, 在估计精度和收敛

速率上也得到改善[31].

y (i).将 FFC和 FBC代入输出模型得到 
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y (i) =

i∑
j=1

k (u (i) ,u (Cj))α (j) + λ (j)y (i− 1)

(34)

在MF-KRLS的时间序列在线预测应用中, 其
前馈和反馈结构的有效结合不仅提高了 KRLS的

滤波精度, 还加快了收敛速度[31]. 

2.8    自适应归一化稀疏核递归最小二乘算法

随着在线稀疏方法的不断发展 ,  Han 等于

2017年提出自适应归一化稀疏核递归最小二乘方

法[32], 该方法已经在多元混沌时间序列在线预测方

面得到较好的预测性能.
ANS-KRLS是结合动态调整策略和一致性准

则 (Coherence criterion, CC), 并基于 KRLS得到

的改进模型. 在 ANS-KRLS中, 一致性准则不仅可

以减少核矩阵维度, 还可以降低模型的计算复杂度.
动态调整策略在时变环境中具有自适应调整权值的

能力.
α̃ (i)首先, 动态调整过程权重系数  的更新过程

如下所示:

α̃ (i) = α̃ (i− 1)+

q (i) K̃−1 (i)
(
y (i)− k̃T

i−1 (x (i)) α̃ (i− 1)
)

ε+
∥∥∥k̃T

i−1 (x (i))
∥∥∥2

(35)

q (i) =
q (i)α (i)

1 +αT(i)q (i)α (i)
, q (i)

ε

其中 ,      是正则自相

关矩阵,    用以避免误调的发生.
其次, 一致性稀疏准则如下式所示:

µ = max
j=1,2,···,i−1

|k (x (i) ,x (j))| (36)

maxj=1,2,···,i−1 |k (x (i) ,x (j))| ≤ µ0, x (j)

µ ∈ (0, 1) .

其 中 , 当    

被加入字典. 否则, 字典保持不变, 且 

x (j)

µ0 x (j)

x (j)

µ0

当新样本到来时, 如果   不满足式 (15)且
式 (36)不大于   时, 新样本  被加入字典, 权
重系数根据式 (37)进行更新. 如果  不满足式

(15), 或式 (36)大于  时, 字典大小保持不变, 此
时根据式 (35)更新权重系数.

α̃ (i) =
1

δ (i) α̃ (i−1)−α̃ (i)
(
y (i)−k̃T

i−1 (x (i)) α̃ (i− 1)
)(

y (i)−k̃T
i−1 (x (i)) α̃ (i−1)

) 
(37)

δ (i)其中,   表示 ALD阈值.
总之, ANS-KRLS在时间序列在线预测可通过

上述稀疏过程降低计算复杂度. ANS-KRLS还具有

在线操作和在时变环境中自适应调整的能力. 所以,
ANS-KRLS在提高预测精度和效率方面更具优势[32]. 

2.9    基于 KRLS 在线预测的总结分析

通过以上对 KRLS及其改进模型的介绍, 就基

于 KRLS时间序列在线预测方法中改进的 KAF模

型而言, SW-KRLS、FB-KRLS、QKRLS和 ANS-
KRLS是以不同类型的 “稀疏”方式来简化核矩阵

维数, 从而降低计算复杂度、提高预测精度. EX-
KRLS、KRLS-T 除了降低计算复杂度和提升预测

精度外, 在跟踪时变方面也展现出优越的性能. 而
MF-KRLS是以添加反馈结构的形式来提高模型的

预测精度.
KRLS改进方法的自相关矩阵在后期运算时会

出现秩亏的现象, 引入正则化可以解决秩亏的问题.
和第 1 节的 KLMS模型相比, KRLS的不同之处在

于需要明确的正则化. 但该正则化过程也存在以下

问题: 随着数据样本的增加, 正则化的效率会开始

缓慢地减弱.
从以上分析可知, 基于 KAF的时间序列在线

预测在降低计算复杂度、提高预测精度和效率, 以
及在跟踪时变方面都展现出较好的优势[58−60]. 

3    基于 KAPA 在线预测算法

对于 KAPA建模中出现的计算复杂度和核矩

阵维数限制问题, 文献 [33]提出了归一化复合核仿

射投影算法 (Normalized composite kernel affine
projection algorithm, NC-KAPA). 文献 [34]提出

并行滑动窗口核仿射投影算法 (Parallel sliding
window kernel affine projection algorithm, PSW-
KAPA) 和级联滑动窗口核仿射投影算法 (Cas-
cade sliding window kernel affine projection al-
gorithm, CSW-KAPA). 文献 [35]首次将多核引入

APA 中, 提出混合核仿射投影算法 (Kernel hy-
brid affine projection algorithm, KHAPA), 它将

最大相关熵准则与均方误差策略结合来改进

KAPA. 文献 [36]提出了量化核仿射投影算法

(Quantization kernel affine projection algorithm,
QKAPA), 它将矢量量化操作应用于 KAPA 来提

高预测精度.
KAPA是 Liu等在 2008年提出的, 它是由核

技巧与 APA (Affine projection algorithm)[61] 结合

产生的非线性扩展方法[21, 62]. KAPA使用随机梯度

法解决最小二乘问题, 该非线性扩展已经在时间序

列在线预测领域得到广泛应用[21]. 以下将详细说明
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基于 KAPA 及其改进方法的时间序列在线预测

机理. 

3.1    核仿射投影算法

KAPA通过类似 KLMS的方法将 APA扩展

到 RKHS中, 除了样本数量以外, 还存在另外两个

自由度: 1) 代价函数的正则化; 2) Newton更新方

法. 文献 [21]通过输入相关矩阵的特征值扩展来解

决梯度下降法收敛速度慢的问题.
根据不同的参数设置得到不同 KAPA, 从而组

成 KAPA族.

w1 (i) .
1) 根据梯度下降法得到 KAPA-1的权重矩阵

w1 (i) = w (i− 1) + ηΦ(i)
[
d (i)− ΦT (i)w (i− 1)

]
(38)

η d (i)其中,   表示学习率,   表示期望输出.

w2 (i) .
2) 根据 Newton法得到 KAPA-2的权重矩阵

w2 (i) =w (i− 1) + ηΦ(i)
[
ΦT (i)Φ (i)+εI

]−1×[
d (i)− ΦT (i)w (i− 1)

]
(39)

Φ(i) = [φ (i−K + 1) , · · ·, φ (i)] ε其中,   ,    是正则化

参数.

w3 (i) .

3) 再给定正则化代价函数, 根据随机梯度下降

法可得到 KAPA-3的权重矩阵 

w3 (i) = (1− λη)w (i− 1)+

ηΦ(i)
[
d (i)− ΦT (i)w (i− 1)

]
(40)

w4 (i) .

4) 相应地, 再根据 Newton法得到 KAPA-4的
权重矩阵 

w4 (i) = (1− η)w (i− 1)+

ηΦ(i)
[
ΦT (i)Φ (i)+λI

]−1
d (i) (41)

λ

minw E
∣∣d−wTφ (i)

∣∣2+
λ∥w∥2

(1− λη)

其中,   也是正则化参数, 当传统风险最小化病态

时 ,  通常是约束解的范数  

 , 得到式 (40). 与 KAPA-1 不同, KAPA-3

添加了尺度因子  用于对先前数据强加 “遗
忘”机制, 并使该部分数据的影响呈指数下降趋势.

上述的 4种变换中, 前三种都需要误差信息来

更新网络, 计算量较大. 而 KAPA-4不需要, 因为

它只需对一个 阶的矩阵求逆. 总之, KAPA算法的

性能已经在时间序列、信道均衡方面得到体现[21, 62]. 

3.2    归一化复合核仿射投影算法

近年来, KLMS和 KRLS及其改进模型的研究

都集中在单核形式. Ogunfunmi等在 2011年首次

将复合核应用于 APA 模型, 得到归一化复合核仿

射投影算法[33]. 该算法适用于复杂数据的实时非线

性建模.
κ (z,w).在 NC-KAPA中, 使用复杂核函数 

κ (z,w) = exp

(
−σ

N∑
i=1

(zi −w∗
i )

2

)
(42)

z,w ∈ CN , σ其中,   是影响转换映射的核参数.
Xap (i) = [Φ (z (i−K + 1)) · · · Φ(z (i))] ,

w (i) .

定 义  

得到权重矩阵 

w (i) = w (i− 1) + µXap (i)×[
XT

ap
(i)Xap (i)+εI

]−1

e∗ap (i)

λap (i) =
(
XT

ap
(i)Xap (i)

)−1

e∗ap (i) , ε

eap =
(
XT

ap
(i)Xap (i)λap (i)

)∗
, µ

其中,   正平滑

因子 ,     的选择需

考虑稳定性、收敛速度和失调.
NC-KAPA算法在理论上推导并扩展了复杂

RKHS的Wirtinger演算, 最终还得到 APA的梯

度 MSE代价函数. 该算法更适用于对收敛速率要

求较高的高维复杂的混沌时间序列的在线预测[33]. 

3.3    并行、级联滑动窗口核仿射投影算法

由上节 Ogunfunmi等提出的 NC-KAPA[33] 可

知, KAF的发展已经由单核研究逐渐过渡到多核

研究[63]. 2012年 Gil-Cacho等提出并行和级联滑动

窗口核仿射投影算法[34]. 该类算法由线性核和高斯

核的加权和组成. 机理是分离线性和非线性子问题.

kwsk.

PSW-KAPA的并行配置在 KAPA-3中可直

接应用得到核矩阵 

kwsk (i, j) = αkL (i, j) + βkG (i, j) (43)

k (i, j) = exp
(
−κ∥X (i)−X (j)∥2

)
, κ

α < 1, β= 1−α.

其中 ,       是高

斯核参数,    

ŷ (i) .

CSW-KAPA中的级联结构由以下 2个步骤组

成 :  1) 独立执行标准线性归一化最小均方算法

(Normalized least mean square, NLMS), 存储滤波

器输出. 2) 将存储的 NLMS输出用作 SW-KAPA
的输入. 得到基于 PSW-KAPA和 CSW-KAPA 的
预测输出 

ŷ (i) = ĥT (i)X (i) (44)

ĥ (i)其中,   是 NLMS的权重向量.

与 KAPA相比, PSW-KAPA和 CSW-KAPA
降低了计算复杂度. 与线性 NLMS相比, 它提高了

预测性能. PSW-KAPA和 CSW-KAPA 中核函数

的分离、加权和过程都在滑动窗口方法中执行. 当
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对其施加不同的 “遗忘”机制时, 它又转化为更灵活

的正则化形式, 进一步提高时间序列的预测性能[34].
 

3.4    核混合仿射投影算法

2014年 Yang等提出了核混合仿射投影算法[35].

KHAPA将混合准则 (Hybrid criteria, HC)应用

于 APA 中, 并将得到的 HAPA 映射到 RKHS.

HC是均方误差和最大相关熵准则 (Maximum cor-

rentropy criterion, MCC)的混合.

HC是从最小裁剪平方 (Least trimmed squares,

LTS) 估计的角度避免异常值的过度影响 .  在

LTS中, 数据通过排序的方式被分为两类: 正常数

据集和异常值数据集, 且异常值数据被完全丢弃.

HC不是单纯地丢弃这些数据, 而是对大数据采用

鲁棒MCC 准则. KHAPA就是利用上述准则来进

一步提高预测性能[35].

fi

HC准则不仅避免了异常值的过度影响, 还充

分利用了异常值, 从而获得更好的性能. 定义 HC

如式 (45), 并将 HC 应用于 KAPA模型, 用  表示

它的学习映射.

WHC = argminJHC =

argmin

(
M∑
i=1

e2
j(i)

−
N∑

i=M+1

e exp

(
−
e2

j(i)

2σ2

))
(45)

fi = fi−1 + ηKiξi (46)

Ki =
[
κ
(
xi−L+j(1), ·

)
, · · ·, κ

(
xi−L+j(L), ·

)]
,

ξi =

[
ei−L+j(i), ei−L+j(i+1) exp

(
−
e2

ei−L+j(i+1)

2σ2

)]
(i = 1, · · ·,M) η

其中 ,    

 ,   是学习率.

HC充分利用了数据, 避免了异常值数据集的

不恰当影响. 所以 KHAPA在时间序列预测过程中

提高了数据的利用效率, 同时也得到了更准确的预

测结果[35].
 

3.5    量化核仿射投影算法

2015 年 Ren 等提出量化核仿射投影算法 [36].

QKAPA和 QKLMS、QKRLS算法相似, QKAPA

是在 KAPA 模型上加入 VQ 用以约束网络, 并进

一步减小计算负担和内存占用.

dis (xi,C (n, i− 1))

εX xi

xi

在 QKAPA 中, 计算  如式

(47), 如果它小于  , 此时  是 “冗余”的, 然后字

典保持不变, 权重系数根据式 (48)更新. 否则,  

不是 “冗余”的, 加入字典, 此时权重系数根据式 (49)

更新.

dis (xi,C (n, i− 1)) = min (∥xi −Cj (n, i− 1)∥)
(47)

1 ≤ j ≤ size (C (n, i− 1)) .其中,  

αj∗ (n, i) = αj∗ (n, i− 1) + ηe (n, i) (48)

j∗=argmin1≤j≤size(C(n,i−1)) ∥xi−Cj (n, i−1)∥ ,
e (n, i) = dn − f (n, i) .
其中,  

α (n, i) = {α (n, i− 1) , ηe (n, i)} (49)

f (n, i) .

根据上述更新过程, 得到 QKAPA模型的预测

输出 

f (n, i)=

size(C(n,i−1))∑
j=1

αj (n, i− 1)κ (xi, Cj (n, i− 1))

(50)

κ (·, ·)其中,   表示核函数.
由于时间序列都是复杂的, 且包含未知噪声.

QKAPA模型在预测中不仅减小了梯度噪声, 而且

约束了网络规模, 提高了 “冗余”数据的利用效率,
进一步减小了计算负担和存储占用, 明显加快了运

算速度, 提高了预测性能[36]. 

3.6    基于 KAPA 在线预测的总结分析

通过以上对 KAPA及其改进模型的说明, 就
基于 KAPA的改进模型来说, PSW-KAPA、CSW-
KAPA[34] 和 NC-KAPA[33] 以投影次梯度的方式简

化了预测模型. QKAPA[36] 和 KAPHA[35] 分别通过

VQ 和 HC 稀疏方式降低了计算复杂度, 并提升了

预测精度. KAPA及其改进模型都在 RKHS中应

用随机梯度法解决最小二乘问题 .  同 KLMS 或

KRLS相比, KAPA能提供灵活的在线非线性滤波

器计算方法. 根据实际预测需求, 还可在应用性能

与计算复杂度之间选择平衡点, 以达到最优结果.
KAPA的通用形式是基于自适应投影次梯度

法被推导. 通过投影映射测度完成分类, 再通过正

交投影实现稀疏化, 还可以通过斜投影解决在线存

储需求和自适应跟踪能力[32]. 此外, KAPA也为径

向基函数 (如 NN)、正则化提供了理论认识基础.

K

在性能方面, KAPA介于 KLMS和 KRLS之

间, KAPA的性能可以通过窗口长度  调整, 同时

窗口长度也控制计算复杂度. 而且大部分时间序列

都呈现非线性、非平稳、复杂的特点, 通常的离线算

法不能满足在线实时性要求. 所以基于 KAF的时

间序列在线预测方法在降低计算复杂度、提高预测

精度和效率方面都展现出独特的优势[32−36].
总的来说, 基于 KAF的 3类在线预测方法已

经在多元混沌时间序列中得到较好的预测性能[12−13].
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µ ∈ (0, 1) η ∈ (0, 1)

(0.5, 1)

λ, β

λ

λ

其中, 模型中部分参数的设置也起着关键的作用,
比如步进参数  , 学习率  等, 它们

的选取对模型的预测效果有较大的影响. 一般情况

下, 步进参数和学习率都会选取  之间的值,
这样可以得到较好的性能结果[19−36]. 同样的, 正则化

参数  调整参数  等参数的选取也会影响实验结

果[29], 比如正则化参数  可以根据高斯过程回归的

标准超参数估计来进行选取[17, 29], 此时得到的  更

适合模型的后续预测. 所以, 参数的恰当选择可以

有效地反映模型的某些性能 [41−42, 61,  64], 这里不再

赘述. 

4    基于 KAF 在线预测的应用

目前, 动态神经网络 (Dynamic neural net-
work, DNN)、支持向量回归 (Support vector re-
gression, SVR)、KAF等方法已应用于复杂时间序

列预测[8−10]. DNN与 SVR都是离线操作, 前者在更

新过程中涉及大量计算[65], 后者适用于小样本预测

与跟踪[13]. 而 KAF不仅具有较低的计算复杂度和

简单的递归更新形式, 且满足在线预测的要求, 因
此受到许多学者的青睐[11−13]. Frieb 和 Harrison 根
据 “核化”思想提出 ADALINE, 该方法基于所有的

训练数据并采用确定性梯度法得到[65]. Kivinen等

提出 NORMA, 该方法直接对正则化代价函数进行

微分获取随机梯度[17]. Engel等使用矩阵求逆引理

研究了 KRLS[20]. Liu等研究了具有正则化特性的

KLMS[19]. Liu 和 Principe, Ogunfunmi 和 Paul,
Ren 和 Yu 等从不同角度研究了 KAPA[21, 33−36, 61].

根据 KLMS、KRLS和 KAPA三类模型在时

间序列中的预测效率、预测精度、收敛速度以及相

应的特点, 三类典型 KAF方法在时间序列在线预

测中的性能对比结果如表 1所示. 由表 1可知, 与
KLMS和 KAPA相比, KRLS 的预测效率较低, 但
在收敛速度和预测精度方面更具优势. 所以, 我们

可以得到以下结论: 1) 在实际应用中, 如果将预测

效率放在首位而不追求收敛速度, 那么 KLMS模型

可以得到较好的结果; 2) 如果以提高目标预测精度

为目的, 同时要求较快的收敛速度, KRLS模型无

疑成为最佳选择; 3) 如果预测目标中包含多种噪

声, KAPA 模型更具优势.
目前, 大多数时间序列都表现出非线性、非平

稳、复杂难预测的特点, 所以对其进行合理的预测

具有十分重要的意义. 例如, 从气象数据的历史信

息预测未来天气变化[1−2]. 从水文数据的历史信息预

测水资源的变化趋势, 并作出合理的控制及调配[3−4].
根据医学上的不同症状序列进行提前预测并做好预

防, 降低发病几率等[5−6]. 复杂系统中包含着许多相

关的有用信息, 而且随着时间的推移, 其中包含的

信息量也在不断增加. 随着信息技术的发展, 时间

序列的数据量和应用也随之快速增长.
如何实现复杂时间序列的实时预测, 并跟踪其

将要发生的变化, 是诸多研究领域非常关注的问题.
文献 [55−56]在 LSSVM的基础上添加过滤窗、迭

代误差补偿和组合核函数的形式对复杂时间序列进

行预测. 文献 [66]采用卡尔曼滤波在高频金融时间

序列进行预测. 文献 [57]采用自适应遗传算法和基

于大脑情感学习模型预测时间序列. 对于含噪声和

数据缺失的时间序列来说, 文献 [58−60]给出了很

好地解决方案. 但是, 传统的数据预测方法集中于

建模检验预测、自适应预测等, 难以实时预测数据

将要发生的变化. 现有的真实数据本身较复杂, 在
实际应用中会出现计算时间长、效率低、存储空间

占用量大、预测精度低、跟踪能力差等问题.
因此, 通常需要对复杂时间序列进行稀疏选择

来降低核矩阵维度, 然后再进行更为有效地预测与

跟踪. 综上所述, 用 KAF模型对复杂难预测系统进

行在线预测、跟踪具有十分重要的意义[52−54].
KAF通过分析现有时间序列的有效信息, 能

较好地反映当前时间序列的潜在特征. 然后再根据

所得特征跟踪时变信息, 并进行相关分析总结, 以
提醒相应部门对于将要到来的各种变化做出科学的

决策[67−71].

O(L3)

O(L2)

L

K

KAF是人工智能领域中常用于时滞时变预测

的技术, 它采用滤波的形式解决预测中出现的问

题[37−38], 并能够有效地增强预测模型的泛化性能与

自适应跟踪能力. 总的来说, KAF在处理非线性系

统时, 随着新样本的不断到来, 模型不断地迭代更

新. 就已提出的 KAF模型来说, 不同的在线预测模

型对应不同的计算复杂度. 原始核矩阵的计算的复

杂度为  , 当采用 ALD准则时, 其计算复杂度

为  . 对于不同的稀疏方法得到的 KAF模型,
其复杂度也不同. 表 2给出了三类 KAF模型在每

次迭代过程涉及的计算复杂度 (其中,    表示样本

长度,   表示字典大小). 从表 2 可以看出: 首先,
表述的 8种在线稀疏方法都在不同程度上降低了核

 
表 1    不同 KAF方法的时间序列在线预测特性对比结果

Table 1    Comparison of online prediction characteristics
of time series of different KAF methods

算法类型 预测效率 预测精度 收敛速度 特点

KLMS[19] 较高 较低 较慢 泛化能力和正则化特性

KRLS[20] 较低 较高 较快 白化处理, 收敛速度较快

KAPA[21] 中 中 中 考虑多个样本, 降低梯度噪声
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矩阵的维度, 即降低了模型的计算复杂度. 其次, 由
于 SW、FB和 CC准则在预测过程中都需要固定字

典的大小 (K远小于 L), 所以它们在降低核矩阵维

度、模型内存占用和计算复杂度上都表现出较大优

势. 最后, SF、MF和 HC不仅在降低模型计算复杂

度上出较大贡献, 而且在对有效利用历史信息上也

具优势 (主要是反馈信息的有效利用).

由于 KAF具有自适应更新能力, 因此常用于

复杂时间序列预测. 基于 KLMS的随机行为分析,

如文献 [72] 在 LMS的基础上采用核在线技术提出

顺序优化方法, 并采用随机梯度法顺序更新权重,

分析网络流量序列的行为特征, 从而实现网络流量

序列的在线预测. 基于 KRLS的在线异常检测, 如
文献 [55] 通过迭代误差补偿弥补 SVM 的误差特

性, 从而减少冗余信息的残差干扰, 最终达到异常

检测的效果 . 基于 KAPA 的在线时间序列分类

等[56], 如文献 [36]在 KAPA的基础上添加可重构

的 FPGA加速器, 该过程减小了梯度噪声, 在处理

数据路径和处理单元数量方面具有突出的优势. 总
之, KAF通用的非线性建模能力对复杂时间序列

预测更具优势.
所以, 根据 KAF 的特殊思想, 许多学者已经

将 KAF应用于时间在线序列预测[72−77]. 由于环境变

化不断加剧, 时间序列包含的噪声也不断复杂化,
传统的线性模型并不适应非线性、复杂系统的剧烈

变化, 所以 KAF在线模型在数据挖掘处理噪声方

面也展现出较好的结果[67]. 文献 [72] 是以在线形式

将 KAF 应用于含噪声的时间序列, 过滤冗余噪声

信息, 从而实现平滑太阳黑子数量时间序列的预测.
KAF还通过最小平均绝对第三损失函数来滤除噪

声, 从而得到更好的预测性能. 文献 [74] 在时间序

列上执行在线学习, 使用遗憾最小化技术解决在噪

声条件下的最小假设问题, 为执行有效地在线学习

过程剔除干扰项. 文献 [75] 结合奇异鲁棒策略和

KRLS来解决非线性系统识别问题. 文献 [76] 采用

序贯在线学习方法预测水文时间序列 (包括气温、

水位、风速、总发电量等), 由于水文数据包含噪声,
所以该方法在滤除噪声方面具有更好的特性. 文
献 [77]通过 “核技巧”以循环在线训练的方式来执

行学习过程, 该过程在循环损失函数中涉及自动更

新权重的正则化项, 在提升泛化能力的同时执行在

线学习. 文献 [78] 将 KAF以递归的形式应用于脑

电和自适应天线阵列过程, 该过程排除了脑电和天

线阵列的噪声信号. 文献 [79] 将 VQ和MC准则应

用于 KAF模型, 它在处理异常值和脉冲噪声方面

更具特色. 文献 [80, 82] 基于贝叶斯框架建立 “遗
忘”机制, 它能很好地处理带噪的脑电信号, 衰落和

突变信道的跟踪.
此外, 文献 [83]推导和分析了用于二元和多元

分类、回归和预测的算法, 它们的更新步骤都是基

于简单约束优化问题的分析解决方案. 文献 [84−85]
提出采用矩阵分解或负矩阵分解的降维方式来实现

在线稀疏学习, 它已经广泛应用于图像处理和模式

识别. 文献 [86]提出子梯度方法动态地结合早期迭

代中观察到的数据几何知识, 以执行更具信息性的

基于梯度的在线学习过程. 文献 [87]介绍了在线凸

优化, 在线分类, 在线批量转换以及在线预测过程

的约束限制问题. 文献 [88−89]提出预算方法实现

 
表 2    每次迭代过程涉及的计算复杂度比较

Table 2    Comparison of computational complexity
involved in each iteration

核自适应滤

波器类型

在线稀

疏类型
计算复杂度

KLMS[19]

VQ
α (i)更新 O(L2) 

在线VQ O(L) 

SF
ω (i)更新 O(L) 

e (i)更新 O(L) 

KRLS[20]

VQ

α (i)更新 O(L) 

在线VQ O(L) 

P (i)更新 O(L2) 

ALD

α (i)更新 
O(L2) O(L2)  ( 
假如字典改变)

更新ALD O(L2) 

P (i)更新 O(L2) 

SW

α (i)更新 
O(K2) O(K)  ( 
假如字典改变)

P (i)更新 O(K2) 

D (i)更新 O(K2) 

FB

α (i)更新 
O(K2) O(K)  ( 
假如字典改变)

P (i)更新 O(K2) 

K̂n (i)更新 O(K2) 

MF

α (i)更新 O(L) 

e (i)更新 O(L) 

D (i)更新 O(L2) 

CC

α (i)更新 
O(K2) O(K)  ( 
假如字典改变)

e (i)更新 O(K2) 

D (i)更新 O(K2) 

KAPA[21]

VQ

α (i)更新 O(L) 

在线VQ O(L) 

P (i)更新 O(L2) 

HC
e (i)更新 O(L) 

ζ (i)更新 O(L) 
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对核的约束, 从而推导出以预算随机梯度下降和近

似逼近的方式来适应大规模 SVM预测. 文献 [90]
提出一个用于大规模在线分类任务的高效且可扩展

的在线学习算法库. 文献 [91]讨论了在线预测和批

处理在使用有限计算资源的过程中渐近地提供最佳

的泛化性能的有效方法. 文献 [92]介绍了基于 LS
回归的收敛率问题, 该方法通过对初始条件和 Hes-
sian矩阵的假设进行分析, 并最终实现平均加速正

则梯度下降. 文献 [93]研究了与凸损失函数相关的

RKHS中的在线学习算法.
就预期的超额泛化误差而言, 它们可以作为基

于内核的批量学习算法快速收敛. 从而实现对学习

序列规范的预期值和在线学习算法的精确误差分解

的敏锐估计.
文献 [94]提出 KNLMS方法, 它使用自适应步

长加速学习, 并在收敛速度和稳态之间提供合适的

折中. 文献 [95]提出具有非线性主路径的有源噪声

控制系统的 KxLMS方法, 主要用于改进在参考噪

声与多个窄带信号和附加高斯白噪声混合时的预测

性能. 文献 [96]研究了在 RKHS中没有正则化条件

时在线梯度下降法的收敛性, 以收敛期望中的超泛

化误差. 文献 [97]提出了改进的在线随机梯度下降

法, 由于特征稀疏性的异质性, 该方法用于解决收

敛速度慢和方差大的问题. 文献 [98]建立了高斯核

参数的自适应更新方法并应用于 KAF, 该方法的

更新规则与 L1正则化一同作用来避免预测中的过

拟合和维数高问题. 文献 [99]提出尺度自适应在线

学习方法, 通过评估核函数和系数向量之间的内积

实现 KAF. 文献 [100]提出了基于 L2 空间迭代投

影的新型在线非线性函数学习、估计方法. 文献 [101]
提出了一种由节点网络进行非线性函数分布式学习

的自适应方案, 基于多个 RKHS的笛卡尔积度量,
证明了方法的全面收敛性.

综上所述, KAF在时间序列预测领域已经得

到了广泛的应用[96−101]. 由 KAF的改进模型可以看

出, 其计算复杂度被明显降低, 内存空间的占用也

明显减小, 相应的预测效率和预测精度也显著提高.
同时, 对于含噪声和缺失值的时间序列还具有特殊

的滤除噪声和补差性能[58−59]. 

5    结论与展望

KAF的研究在近年来受到了越来越广泛的关

注, 诸多学者对 KAF学习机理和应用进行了全面

的研究. KLMS、KRLS和 KAPA奠定了 LMS、RLS
和 APA在核空间应用的基础. 近年来对 KAF的研

究已经取得了一定的进展, 并广泛应用于时间序列

在线预测, 如气象领域的温度、湿度、风速、风向、日

照时数、气压等实时性预测, 水文领域的水位、水温、

流量、凝结度等预测, 金融领域的股票联动性和股

指期货套期保值预测, 医疗领域的心电、脑电数据

异常检测, 交通领域的车流量、密度预测等. 本文首

先对 KAF的学习方法和发展现状进行了详细综述,
探讨了 KLMS、KRLS和 KAPA的基本原理, 以及

其改进模型在提高时间序列在线预测精度和预测效

率, 跟踪时变特性和如何利用有效数据信息等方面

的机理 , 同时将 KLMS、KRLS 和 KAPA 作为

KAF在线预测的研究基础, 分析在线稀疏策略在

具有时变特性的非线性系统上的预测精度和预测效

率的提高, 接着结合其在线稀疏过程对计算复杂度

进行分析, 最后总结 KAF模型在时间序列预测、数

据挖掘噪声处理、性能补差、性能估计等方面的实

际应用. 然而随着研究的不断深入, 仍存在着一些

值得研究和关注的问题:
1) KAF在线预测方法中包含 KLMS、 KRLS、

KAPA等多种模型, 对于不同的模型所对应的预测

领域存在较大差异. 例如, KLMS模型多用于非线

性系统建模, 即在非线性时间序列预测、信道均衡

领域获得较好的性能. KRLS模型多用于慢衰落和

状态变化很小的非线性时间序列跟踪领域. KAPA
模型多用于时间序列预测、非线性信道均衡和非线

性滤除噪声等领域. 所以, 不同的模型可能对应不

同领域及不同的问题, 这是当前研究的一个重点.
同时如何对预测模型进行正则化, 提高模型的泛化

能力也是一个研究重点.
2) KAF在线预测方法对复杂时间序列预测具

有更好的跟踪性能, 通过建模过程中的动态更新机

制, 使在线预测过程能够实时反映核矩阵权重更新

和系数矩阵更新, 最终得到的预测模型具有自适应

实时更新能力. 然而 KAF在预测样本时, 随着新样

本的不断加入, 核矩阵维数不断增加, 其计算复杂

度也随之增大 (线性关系), 同时内存消耗 (占用量)
也增大, 相应的降低了计算效率. 对于上述问题, 有
学者已经提出了 ALD、NC、SC、HC等多种在线稀

疏方法来解决此类问题. 因此, 在预测模型中如何

对输入样本进行在线稀疏已经成为继续深入研究

KAF的方向之一.
3) 在时间序列在线预测过程中, 随着 ALD、

NC、SC、HC等多种在线稀疏方法加入预测模型,
一些 “冗余”的数据被剔除, 在这个过程中也会伴随

数据利用效率的降低, 即剔除的数据可能包含有效

的历史信息, 如何判断稀疏后的样本序列是否包含

有效信息也是需要研究的重点. 所以, 在加入在线

稀疏方法时如何保持稀疏后数据的 “有效性”也是
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KAF在线预测未来研究的重要方向之一.
4) 目前, 随着单核自适应滤波器研究的深入,

多核自适应滤波器也不断地发展. 大多数多核算法

是将两个相同类型的核函数应用于预测模型, 或者

将两种不同的核函数的加权和应用于预测模型, 此
类方法已经取得了较好的预测结果. 由于核函数表

示的是一种将输入 (数据)空间非线性映射到高维

(隐藏)特征空间的过程, 该过程是隐式的、未知的.
所以在选用单核函数或多核函数的过程中, 不同的

选择得到的预测结果大相径庭, 其预测性能也存在

较大差异. 所以, 如何在复杂的非线性预测系统中

选择合适的核函数及其参数, 也是 KAF在线预测

的研究热点之一.
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