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切换系统的无扰切换控制及其在航空发动机中的应用

赵 颖 1, 2 付 俊 1 赵 军 1, 2

摘 要 利用多 Lyapunov 函数方法, 本文研究了一类切换线性系统的状态跟踪无扰切换控制问题. 首先, 刻画了控制信号在

切换时刻处的抖振抑制水平. 其次, 通过控制器与切换律的同时设计, 实现了系统的状态跟踪和控制信号抖振抑制. 最后, 将所

提出的状态跟踪无扰切换控制策略应用于一个涡扇航空发动机模型的控制设计上, 说明了所提出方法的有效性.
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Abstract This paper focuses on the state tracking bumpless transfer control problem for a category of switched linear

systems by a multiple Lyapunov functions scheme. First, a description on the restrain level of the control bumps at

switching instants is proposed. Then, by co-design of a switching law and a series of controllers, the state tracking and

bumpless transfer control are realized. Finally, the effectiveness of the developed control strategy is shown by applying

the proposed state tracking bumpless transfer control approach to a turbofan aero-engine model.
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一个切换系统是由一个切换信号和一组子系统

所构成的特殊混杂系统[1−2]. 在切换系统的研究中,
切换信号具有双重角色. 如果切换信号选择地合适,
那么切换系统可以继承子系统的性质[3−6] 甚至产

生子系统没有的性质[7−8]. 如果切换信号选择地不
合适, 那么切换时刻可能出现大的控制信号抖振行
为[9−10]. 这种控制信号抖振行为是切换系统特有的
暂态行为. 考虑到控制信号抖振的存在通常会引发
系统性能降级甚至失稳问题, 因此, 抑制控制信号抖
振行为变得尤为重要. 目前, 切换系统的研究成果多
数是关于稳态性质的, 而关于暂态性能, 特别是由切
换引起的暂态性能的研究成果极少. 因此, 本文将考
虑如何设计切换信号以减轻由切换引发的不希望的
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控制信号抖振这种暂态行为.
无扰切换控制有效地抑制了切换系统在切换时

刻可能出现的不希望的控制信号抖振[11]. 无扰切换
性能是对切换时刻控制信号抖振抑制水平的刻画.
典型的无扰切换控制策略是对已经事先设计好的控

制器进行修正[12−16]. 对已有控制器修正方法的应
用要求切换系统具有事先已知的切换时间或者切换

顺序. 对一般切换系统而言, 由于切换时间和切换顺
序都是事先未知的, 所以, 上面提到的控制器修正策
略[12−16] 很难应用于解决一般切换系统的无扰切换

控制问题. 为了解决这一问题, 文献 [17] 提出了一种
控制信号受限的方法, 其主要思想是对控制器增益
的幅值施加限制. 这种增益受限的思想相当于对控
制信号在全状态空间内进行限制. 就无扰切换控制
目标而言, 文献 [17] 增加了过多的限制. 为了减轻这
种限制, 最近, 文献 [18−20] 对文献 [17] 的无扰切换
控制方法进行了改进, 只要求控制信号幅值在子系
统激活区间内受限即可. 但是, 文献 [18−20] 中的无
扰切换控制仍然具有额外的限制, 与无扰切换控制
本旨不完全吻合. 应该指出的是, 无扰切换控制的本
旨是减小或者抑制切换时刻处的控制信号抖振. 因
此, 对切换时刻处的控制信号抖振进行抑制是本文
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的一个主要研究动机.
众所周知, 跟踪问题是控制领域的一个经典控

制问题. 关于切换系统跟踪控制问题的研究, 已经
存在大量的研究成果[21−26]. 一个主要成果是利用
多 Lyapunov 函数方法设计切换律和控制器实现切
换系统的跟踪控制目标[27−29]. 有必要说明的是, 目
前, 关于切换系统跟踪控制问题的研究都没有考虑
如何减轻切换时刻可能出现的大的控制信号抖振问

题. 然而, 切换时刻处剧烈的控制信号抖振往往会降
低系统的跟踪效果, 甚至引发系统故障. 因此, 在实
现跟踪控制目标的同时, 有必要对切换时刻处大的
控制信号抖振进行抑制. 但是, 同时实现跟踪和切换
时刻处的控制信号抖振抑制是一个艰巨的任务. 主
要原因在于已有的跟踪控制方法不能直接用于实现

无扰切换控制, 并且已有的无扰切换控制方法很难
用来实现跟踪控制. 所以, 解决跟踪无扰切换控制问
题具有重要意义. 这也正是本文研究的另一个主要
动机.
航空发动机控制系统是高度复杂的非线性系

统[30]. 随着航天业的飞速发展, 航空发动机的精度
要求变得越来越高. 航空发动机的高精度要求势必
导致高精度要求的控制设计. 切换控制在航空发动
机控制系统中具有着重要的意义. 该意义主要体现
在航空发动机的控制任务特点与模型特点上. 一方
面, 从航空发动机的控制任务角度讲, 多目标控制
是航空发动机的一个主要特点[30−32]. 由于航空发
动机在实际工作过程中要受到多种安全边界的限

制, 所以航空发动机的控制目标必须是多目标. 由于
单一的控制器设计很难满足航空发动机的多目标要

求, 所以对航空发动机控制系统实施切换控制是非
常有必要的. 另一方面, 从航空发动机的模型描述
角度讲, 航空发动机是高精度、高复杂度的非线性控
制系统, 单一的线性模型几乎不可能描述其动态特
性[33−34]. 因此, 有必要对航空发动机建立多个线性
模型. 切换线性模型因为具有额外的设计自由度与
较容易的设计工具而经常被用来刻画发动机控制系

统. 通过利用切换线性系统的控制方法为每个子系
统分别设计线性控制器, 然后利用切换信号将子系
统的控制器联系在一起形成切换控制器进而控制航

空发动机[35].
另外, 在航空发动机的控制设计中, 无扰切换是

至关重要的, 因为大的控制信号抖振可能会降低发
动机的安全性, 致使发动机出现喘振、超温和熄火
等危险. 基于切换线性模型, 许多学者对航空发动
机的控制设计进行了研究并取得了一定的研究成果,
如火箭冲压发动机的推力调节[36]、超燃冲压发动机

的进气道安全保护[37] 与涡扇发动机的预测控制器

设计[38] 等. 然而, 关于航空发动机的无扰切换控制

问题的研究结果却非常少. 文献 [39] 和 [40] 分别应
用跟踪控制方法和重置技术对已经事先设计好的控

制器进行修正, 进而解决了航空发动机控制设计中
的无扰切换控制问题. 但是, 文献 [39] 和 [40] 却要
求子系统的工作顺序是事先已知的, 这意味着文献
[39] 和 [40] 中的无扰切换控制方法对于子系统工作
顺序事先未知的航空发动机是不适用的. 因此, 设计
一般性的无扰切换控制方法解决航空发动机控制设

计中的无扰切换控制问题是非常有必要的.
针对一类切换线性系统, 本文基于多 Lyapunov

函数方法提出了状态跟踪无扰切换控制问题的一个

解决方案. 与已有结果相比, 本文主要具有以下 4 方
面的贡献:

1) 给出一个新的无扰切换性能定义. 与文献
[17−20] 相比, 本文的无扰切换性能描述更加符合无
扰切换的本旨. 本文只对切换时刻处的控制信号抖
振进行了限制, 然而, 在文献 [17−20] 中, 不仅对切
换时刻处的控制信号抖振进行了限制, 而且在子系
统激活区间甚至整个状态空间内, 也对控制信号进
行了限制. 从无扰切换的本旨来看, 只对切换时刻处
的控制信号抖振进行限制即可. 因此, 本文的无扰切
换性能描述更加符合无扰切换的本旨.

2) 同时实现状态跟踪和无扰切换控制. 由于状
态跟踪性能与无扰切换性能通常是相互冲突的, 所
以已有的仅用来实现状态跟踪性质的状态空间分割

方法[27−29] 不能直接用来保证无扰切换性能,已有的
仅用来实现无扰切换控制的控制器修正方法[12−16]

很难用来保证状态跟踪性质. 为了解决状态跟踪性
能要求与无扰切换性能要求之间的冲突, 本文提出
了能同时保证状态跟踪性能和无扰切换性能的状态

空间划分方法.
3) 给出一个使切换线性系统状态跟踪无扰切换

控制问题可解的充分条件. 该条件不要求每个子系
统的状态跟踪无扰切换控制问题可解.

4) 将所提出控制方法应用于涡扇航空发动机模
型的转速调节上, 实现该模型的状态跟踪无扰切换
控制设计.
本文主要包括 4 部分. 第 1 节给出了切换系统

状态跟踪无扰切换控制问题的描述. 在第 2 节中, 通
过多 Lyapunov 函数方法, 我们给出了切换系统状
态跟踪无扰切换控制问题的一个解决方案. 在第 3
节中, 通过将所提出的状态跟踪无扰切换控制方案
应用于一个涡扇航空发动机模型上, 验证了所提出
控制方案的有效性. 最后, 在第 4 节中, 我们对文章
内容进行了总结.

注 1. 本文中Rn 表示 n 维欧氏空间, L2[0,∞)
表示区间 [0,∞) 上平方可积函数的全体, N 与 S 分

别表示非负整数集与正整数集. 符号 ∗ 表示对称矩



10期 赵颖等: 切换系统的无扰切换控制及其在航空发动机中的应用 2167

阵的对称部分. 设 ζζζ ∈ Rn, 则 ||ζζζ||2 表示 ζζζ 的欧氏

范数.

1 问题描述

考虑切换系统

ẋxx(t) = Aσ(t)xxx(t) + Bσ(t)uuu(t) + Fσ(t)ddd(t) (1)

其中, xxx(t) ∈ Rn 表示系统的状态, uuu(t) ∈ Rq 表示

系统的控制输入, ddd(t) ∈ L2[0,∞) 表示系统的外部
干扰输入, σ(t) : [0,∞) → S = {1, 2, · · · , s}表示系
统的切换信号, s为子系统个数. 切换信号 σ(t)可以
用由序列 {xxx0; (i0, t0), (i1, t1), · · · , (in, tn), · · · |in ∈
S, n ∈ N} 进行描述, 式中, x0 为系统的初始状

态, t0 为系统的初始时间, tn 为第 n 个切换时刻,
σ(t) = in 表示第 in 个子系统工作. 文中假设切换信
号 σ(t) 在有限时间内只发生有限次切换, 且矩阵 Bi

为列满秩矩阵.
考虑参考模型

ẋxxr(t) = Gxxxr(t) + Hrrr(t) (2)

其中, xxxr(t) ∈ Rn 表示参考模型的状态, rrr(t) ∈ Rp

表示参考模型的输入.
定义状态跟踪误差 eee(t) = xxx(t) − xxxr(t), 对于第

i个子系统, 考虑如下形式的控制器

uuu(t) = M1ieee(t) + M2ixxxr(t) + M3irrr(t) (3)

其中, M1i,M2i 与M3i 为待设计的控制器增益矩阵.
联立式 (1)∼ (3) 可得

ėee(t) = ẋxx(t)− ẋxxr(t) =

X1σ(t)eee(t) + X2σ(t)xxxr(t)+

X3σ(t)rrr(t) + Fσ(t)ddd(t) (4)

其中, X1i = Ai + BiM1i, X2i = BiM2i + Ai −
G,X3i = BiM3i −H, i ∈ S.
首先, 给出无扰切换性能的定义.
定义 1. 对于给定的非负常值 α1, α2 和 α3, 如

果

||uuu(t+n )− uuu(t−n )||22 ≤
α1||eee(tn)||22 + α2||xxxr(tn)||22 + α3||rrr(tn)||22 (5)

在任意的切换时刻 tn 处均成立, 则称切换系统 (1)
在控制器 (3) 下关于 (α1, α2, α3, σ(t)) 具有无扰切
换性能. 此外, 称 α1, α2, α3 为无扰切换性能水平.
注 2. 式 (5) 左侧的项表示控制信号 uuu(t) 在切

换时刻 tn 处的抖振幅值. 值得注意的是在式 (5) 左
侧出现了 t+n 与 t−n , 但是在式 (5) 右侧却没有出现
t+n 与 t−n . 这是因为控制信号 uuu(t) 在切换时刻 tn 处

通常是不连续的, 而变量 eee(t),xxxr(t) 与 rrr(t) 在切换
时刻 tn 处是连续的. 式 (5) 刻画了切换时刻处控制
信号抖振的抑制水平. 定义 1 的主要理论参考依据
为文献 [17−20]. 在文献 [17−20] 的无扰切换性能
描述中, 控制信号受限的时间为子系统激活时间区
间或者整个状态空间. 而无扰切换的本旨是抑制切
换时刻处的控制信号抖振. 因此, 在文献 [17−20] 的
无扰切换性能描述中存在多余的控制信号受限时间.
也就是说, 除了切换时刻外, 控制信号在其他时间受
限均是不必要的. 定义 1 则改进了这一不足, 只对切
换时刻处的控制信号抖振进行限制. 所以定义 1 比
文献 [17−20] 中的无扰切换性能定义更符合无扰切
换控制的本旨.
接下来, 给出系统 (1) 状态跟踪无扰切换控制

问题的定义.
定义 2. 考虑具有参考模型 (2) 和控制器 (3) 的

切换系统 (1). 若存在一个切换规则 σ(t) 和一组具
有式 (3) 形式的控制器使切换系统 (1) 满足定义 1
的无扰切换性能和下面的状态跟踪性能:

1) 当 ddd(t) ≡ 0 时, 有 limt→∞ eee(t) = 0;
2) 当 ddd(t) 6= 0 时, 在零初始条件下, 对于任意

的 ddd(t) ∈ L2[0,∞), 有
∫ ∞

0

eeeT(τ)eee(τ)dτ ≤ λ2

∫ ∞

0

dddT(τ)ddd(τ)dτ (6)

其中, λ 为一个给定的非负常值称为 L2-增益水平,
则称切换系统 (1) 的状态跟踪无扰切换控制问题可
解.
本文的控制目标为: 通过设计切换律 σ(t) 和控

制器 (3) 为切换系统 (1) 的状态跟踪无扰切换控制
问题提供一个解决方案.
在建立本文主要结果之前, 给出一个需要用到

的引理.
引理 1[41]. 对于任意的正定矩阵 V 和矩阵 U ,

有

UV −1U ≥ U + UT − V

2 主要结果

为实现切换系统 (1) 的状态跟踪无扰切换控制
目标, 通过多 Lyapunov 函数方法建立如下定理 1.
定理 1. 考虑切换系统 (1). 对于给定的非负

常值 α1, α2, α3, λ, 如果存在正定矩阵 Ri, 矩阵
M2i,M3i, N1i, Zip, 非正常值 ρij, βij, i ∈ S 满足:

X2i = 0 (7)

X3i = 0 (8)
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Λ11i Fi Ri JiRi

∗ −λ2I 0 0
∗ ∗ −I 0
∗ ∗ ∗ −Qi




< 0 (9)

[
−α2I (∆M 2

ip)
T

∗ − 1
3
I

]
< 0 (10)

[
−α3I (∆M 3

ip)
T

∗ − 1
3
I

]
< 0 (11)




Φ11i NT
1i − Zip

T LiRi

∗ − 1
3
I 0

∗ ∗ −Oi


 ≤ 0, i 6= p, p ∈ S

(12)
其中

Λ11i = Λ̄11i + Λ̄T
11i +

s∑
j=1

ρijRi

Λ̄11i = RiA
T
i + NT

1iBi
T

∆M 2
ip = M2i −M2p, i 6= p, p ∈ S

∆M 3
ip = M3i −M3p, i 6= p, p ∈ S

Φ11i = −3Ri + Rp +
s∑

j=1

βijRi + α−1
1 I

Ji = [
√−ρi1,

√−ρi2, · · · ,
√−ρii−1,√−ρii+1, · · · ,

√−ρis],

Li = [
√
−βi1,

√
−βi2, · · · ,

√
−βii−1,√

−βii+1, · · · ,
√
−βis]

Qi = diag{R1, R2, · · · , Ri−1, Ri+1, · · · , Rs}
那么, 在控制器 (3) 与切换律

σ(t) = arg min
i∈S

{eeeTR−1
i eee} (13)

下, 切换系统 (1) 的状态跟踪无扰切换控制问题可
解.
证明. 本证明分为状态跟踪性质的证明和无扰

切换性能的证明两部分. 首先, 证明状态跟踪性质.
根据式 (7) 和 (8) 将系统 (4) 描述为

ėee(t) = X1σ(t)eee(t) + X2σ(t)xxxr(t)+

X3σ(t)rrr(t) + Fσ(t)ddd(t) =

X1σ(t)eee(t) + Fσ(t)ddd(t) (14)

为系统 (14) 的第 i 个子系统选择 Lyapunov 函数
Wi = eeeTR−1

i eee. 沿着系统 (14) 的状态轨线, 对 Lya-

punov 函数求导数可得:

Ẇi(eee(t)) = 2ėeeT(t)R−1
i eee(t) =

eeeT(t)(XT
1iR

−1
i + R−1

i X1i)eee(t)+

2eeeT(t)R−1
i Fiddd(t) (15)

于是, 有

Ẇi(eee(t)) + eeeT(t)eee(t)− λ2dddT(t)ddd(t) = ηηηT(t)Ωiηηη(t)
(16)

其中, ηηηT(t) = [eeeT(t) dddT(t)],

Ωi =

[
Ω11i R−1

i Fi

∗ −λ2I

]

Ω11i =XT
1iR

−1
i + R−1

i X1i + I

由切换规则 (13) 可知, 当第 i 个子系统工作时, 有

eeeT(t)R−1
i eee(t) ≤ eeeT(t)R−1

j eee(t), j = 1, 2, · · · , s

(17)
联立式 (16) 与 (17) 可得, 当第 i 个子系统工作时,
有

Ẇi(eee(t)) + eeeT(t)eee(t)− λ2dddT(t)ddd(t) =

ηηηT(t)Ωiηηη(t) ≤

ηηηT(t)Ωiηηη(t) + eeeT(t)
s∑

j=1

ρij(R−1
i −R−1

j )eee(t) =

ηηηT(t)Ψiηηη(t) (18)

其中

Ψi =

[
Ψ1i R−1

i Fi

∗ −λ2I

]

Ψ1i =Ω11i +
s∑

j=1

ρij(R−1
i −R−1

j )

于是, 如果Ψi < 0, 那么在第 i 个子系统的工作时间

区间内, 有

Ẇi(eee(t)) + eeeT(t)eee(t)− λ2dddT(t)ddd(t) ≤ 0 (19)

成立. 令 N1i = M1iRi 并对式 (9) 应用 Schur 引理
得:

Ξi =

[
Ξ1i Fi

∗ −λ2I

]
< 0 (20)

其中

Ξ1i =X1iRi + RiX
T
1i + RiRi+

s∑
j=1

ρij(Ri −RiR
−1
j Ri)
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对式 (20) 两边同时分别乘以 diag{R−1
i , I} 得 Ψi <

0, 从而得式 (19). 对于 d(t) 6= 0, 当第 i 个子系统工

作时, 从 τ = tn 到 tn+1 对式 (19) 两边的函数同时
进行积分得:

∫ tn+1

tn

[eeeT(τ)eee(τ)− λ2dddT(τ)ddd(τ)]dτ ≤

Wi(eee(tn))−Wi(eee(tn+1)) (21)

利用切换规则 (13) 可得:

Win
(eee(tn+1)) = Win+1(eee(tn+1)) (22)

联立式 (21) 和式 (22) 有

∫ t

0

[eeeT(τ)eee(τ)− λ2dddT(τ)ddd(τ)]dτ ≤

Wσ(0)(eee(0))−Wσ(t)(eee(t))

因为Wi(eee(t)) ≥ 0, 所以, 在零初始条件下, 当 t →
∞ 时, L2-增益性质 (6) 成立. 当 ddd(t) ≡ 0 时, 易知

Ẇi(eee(t)) = 2ėeeT(t)R−1
i eee(t) =

eeeT(t)(XT
1iR

−1
i + R−1

i X1i)eee(t)

根据式 (17), 当第 i 个子系统激活时, 有

Ẇi(eee(t)) =eeeT(t)(XT
1iR

−1
i + R−1

i X1i)eee(t) ≤
eeeT(t)(XT

1iR
−1
i + R−1

i X1i)eee(t)+

eeeT(t)
s∑

j=1

ρij(R−1
i −R−1

j )eee(t) =

eeeT(t)Υieee(t), (23)

其中, Υi = XT
1iR

−1
i +R−1

i X1i +
s∑

j=1

ρij(R−1
i −R−1

j ).

由于 Ψi < 0, 在第 i 个子系统的工作时间区间内,
有 Ẇi(eee(t)) < 0,∀eee(t) 6= 0. 与式 (22) 联立, 可得
limt→∞ eee(t) = 0

接下来, 证明切换切换系统 (1) 满足无扰切
换性能 (5). 假设在切换时刻 tn 处, 第 p 个子

系统代替第 i 个子系统开始工作, 对于任意的
i, p ∈ S, i 6= p, 在切换时刻 tn 处, 设 Uip(tn) =
||∆M 1

ipeee(tn) + ∆M 2
ipxxxr(tn) + ∆M 3

iprrr(tn)||22 −
α1||eee(tn)||22 − α2||xxxr(tn)||22 − α3||rrr(tn)||22, 其中,

∆M 1
ip = M1i −M1p. 于是, 有

Uip(tn) = ||∆M 1
ipeee(tn) + ∆M 2

ipxxxr(tn)+

∆M 3
iprrr(tn)||22 − α1||eee(tn)||22

− α2||xxxr(tn)||22 − α3||rrr(tn)||22 ≤
eeeT(tn)[3(∆M1

ip)
T∆M 1

ip − α1I]eee(tn)+

xxxT
r (tn)[3(∆M 2

ip)
T∆M2

ip − α2I]xxxr(tn)+

rrrT(tn)[3(∆M 3
ip)

T∆M 3
ip − α3I]rrr(tn)

(24)

根据式 (10)、(11) 和式 (24) 得:

Uip(tn) ≤eeeT(tn)[3(∆M1
ip)

T∆M 1
ip − α1I]eee(tn)+

xxxT
r (tn)[3(∆M 2

ip)
T∆M2

ip − α2I]xxxr(tn)+

rrrT(tn)[3(∆M 3
ip)

T∆M3
ip − α3I]rrr(tn) ≤

eeeT(tn)[3(∆M1
ip)

T∆M 1
ip − α1I]eee(tn)

(25)

根据式 (17) 和 (25) 知, 当第 i 个子系统工作时, 有

Uip(tn) ≤ eeeT(tn)[3(∆M 1
ip)

T∆M1
ip − α1I]eee(tn) ≤

eeeT(tn)[3(∆M 1
ip)

T∆M1
ip − α1I]eee(tn)+

eeeT(tn)
s∑

j=1

βij(R−1
i −R−1

j )eee(tn) =

eeeT(tn)Πipeee(tn) (26)

其 中, Πip = 3(∆M 1
ip)

T∆M 1
ip − α1I +∑s

j=1 βij(R−1
i − R−1

j ). 令 Zip = M1pRi 并对

式 (12) 应用 Schur 补引理得

3Ri(∆M 1
ip)

T∆M 1
ipRi − 3Ri + Rp+

α−1
1 I +

s∑
j=1

βij(Ri −RiR
−1
j Ri) ≤ 0 (27)

通过引理 1 可知

α1RiRi ≥ 2Ri − α−1
1 I (28)

RiR
−1
p Ri ≥ 2Ri −Rp (29)

联立式 (27)、(28) 和式 (29) 得:

3Ri(∆M 1
ip)

T∆M1
ipRi − α1RiRi + Ri+

s∑
j=1

βij(Ri −RiR
−1
j Ri)−RiR

−1
p Ri ≤ 0

(30)

对式 (30) 左右两边分别同时乘以 R−1
i 得:

Πip + R−1
i −R−1

p ≤ 0 (31)
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联立式 (26) 和式 (31) 得:

Uip(tn) ≤eeeT(tn)Πipeee(tn) ≤
eeeT(tn)(R−1

p −R−1
i )eee(tn) (32)

根据式 (22) 和式 (32) 可知

Uip(tn) ≤ eeeT(tn)(R−1
p −R−1

i )eee(tn) = 0 (33)

因此, 切换系统 (1) 满足无扰切换性能 (5). ¤
注 3. 定理 1 给出了一个充分条件用来实现

切换系统 (1) 的状态跟踪性质和无扰切换性能. 在
式 (7) 和式 (8) 成立的前提下, 式 (9) 保证了状态跟
踪性质, 式 (10)∼ (12) 保证了无扰切换性能 (5). 如
果式 (7)∼ (12) 可解, 就可以求解出控制器 (3) 的增
益矩阵M1i, M2i 与M3i. 进而, 在控制器 (3) 与切
换律 (13) 的共同作用下, 就可以同时保证切换系统
(1) 的状态跟踪性质与无扰切换性能.
注 4. 切换信号 (13) 可能产生滑模现象. 下面

说明即使产生滑模现象, 在 d(t) ≡ 0 的情形下, 任意
的滑动模态是稳定的. 不失一般性, 假设只有两个子
系统 i, j. 由切换律 (13) 可知, 滑模产生的条件为

[Ẇi(t)− Ẇj(t)]
∣∣
σ(t)=i

≥ 0 (34)

与

[Ẇj(t)− Ẇi(t)]
∣∣
σ(t)=j

≥ 0 (35)

其中, Ẇi(t)
∣∣
σ(t)=j

表示Wi(t) 沿着子系统 j 的时间

导数. 式 (34) 和式 (35) 可以分别等价描述为

eeeT(t)[XT
1i(R

−1
i −R−1

j ) + (R−1
i −R−1

j )X1i]eee(t) ≥ 0
(36)

与

eeeT(t)[XT
1j(R

−1
j −R−1

i ) + (R−1
j −R−1

i )X1j]eee(t) ≥ 0
(37)

下面说明任一子系统的 Lyapunov 函数沿着 Filip-
pov 解都是下降的. 对于任意的 i ∈ S, µ ∈ (0, 1),
有

Ẇi(eee(t)) =eeeT(t){[µX1i + (1− µ)X1j]TR−1
i +

R−1
i [µX1i + (1− µ)X1j]}eee(t) =

µeeeT(t)(XT
1iR

−1
i + R−1

i X1i)eee(t)+

(1− µ)eeeT(t)(XT
1jR

−1
i + R−1

i X1j)eee(t)
(38)

由式 (37) 可知

eeeT(t)(XT
1jR

−1
i + R−1

i X1j)eee(t) ≤
eeeT(t)(XT

1jR
−1
j + R−1

j X1j)eee(t) (39)

于是,由式 (9), (38)和式 (39)可知,对于 ∀eee(t) 6= 0,
有

Ẇi(eee(t)) = µeeeT(t)(XT
1iR

−1
i + R−1

i X1i)eee(t)+

(1− µ)eeeT(t)(XT
1jR

−1
i + R−1

i X1j)eee(t) ≤
µeeeT(t)(XT

1iR
−1
i + R−1

i X1i)eee(t)+

(1− µ)eeeT(t)(XT
1jR

−1
j +

R−1
j X1j)eee(t) < 0

所以, 当 ddd(t) ≡ 0 时, 任意的滑动模态都是渐近稳定
的.

3 应用

本节采用文献 [30] 中航空发动机切换线性模型
来验证所提出状态跟踪无扰切换控制方法的有效性.

所采用的模型为 90k 级涡扇航空发动机模型.
如文献 [42] 所述, 利用循环平台数据模型的构建方
法与基于系统辨识的方法, 可以得到由以下微分方
程进行描述的航空发动机模型:

[
∆Ṅf (t)
∆Ṅc(t)

]
=Aσ(t)

[
∆Nf (t)
∆Nc(t)

]
+

Bσ(t)∆Qf (t) + Fσ(t)d(t) (40)

其中, ∆Nf (t) 和 ∆Nc(t) 分别为航空发动机的风
扇转速变化量与核心机转速变化量, ∆Qf (t) 为燃
油流量变化量, d(t) 是航空发动机退化参数, σ(t) :
[0,∞) → {1, 2} 为切换信号, 当 σ(t) = i ∈ {1, 2}
时, 称第 i 个子模态工作.
参考模型由以下微分方程描述:

[
∆Ṅfr(t)
∆Ṅcr(t)

]
=G

[
∆Nfr(t)
∆Ncr(t)

]
+ Hr(t) (41)

其中, ∆Nfr(t) 与 ∆Ncr(t) 分别为航空发动机的参
考风扇转速变化量与核心机转速变化量, r(t) 为参
考输入信号.

设 ef (t) = ∆Nf (t) − ∆Nfr(t) 和 ec(t) =
∆Nc(t) − ∆Ncr(t) 分别为风扇转速跟踪误差与核
心机转速跟踪误差.
对于航空发动机模型 (40) 中的第 i 个子模型,

考虑其燃油流量变化量

∆Qf (t) = M1i

[
ef (t)
ec(t)

]
+ M2i

[
∆Nfr(t)
∆Ncr(t)

]
+

M3ir(t) (42)

其中, M1i,M2i 和M3i 为待设计的增益矩阵.
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如文献 [42] 所述, 为了实时得到更精确的数学
模型, 对于航空发动机模型 (40), 设计切换信号

σ(t) = arg min
i∈S

{[
ef (t)
ec(t)

]
R−1

i

[
ef (t)
ec(t)

]}
,

(43)
式中, Ri 为待求的正定矩阵.
模型 (40) 和 (41) 中的数据如下:

A1 =

[
−3.8557 1.4467
0.4690 −4.7081

]
, B1 =

[
230.6739
653.5547

]

A2 =

[
−3.7401 1.4001
0.4752 −4.5586

]
, B2 =

[
231.5508
657.3084

]

F1 =

[
1

0.5

]
, F2 =

[
0.8
0.1

]
,H =

[
225.5204
627.2142

]

G =

[
−4.0334 1.4777
0.5872 −4.6338

]

d(t) = e−0.3t

r(t) =





−0.5t, 0 ≤ t ≤ 5

0.2t, 5 < t ≤ 10

0, 其他

∆Nf (0) = ∆Nfr(0) = 0.5

∆Nc(0) = ∆Ncr(0) = −2

针对航空发动机模型 (40), 制定如下控制任务:
通过设计燃油流量变化量 (42) 和切换信号 (43) 使
航空发动机的风扇转速 ∆Nf (t) 跟踪上参考风扇
转速 ∆Nfr(t), 核心机转速跟踪上参考核心机转速
∆Ncr(t), 同时燃油流量变化量 ∆Qf (t) 执行无扰切
换控制.

由于定理 1 中保证状态跟踪性质的条件与保证
无扰切换性能的条件是相互耦合的, 所以不能同时
追求最好的状态跟踪性质与无扰切换性能. 因此, 为
了说明所提方法的有效性, 下面给出两组仿真对比:
第一组为在保证无扰切换性能的前提下, 追求最好
的状态跟踪性质, 第二组为在保证跟踪性质的前提
下, 追求最好的无扰切换性能.
首先, 给出第一组仿真对比. 考虑如下两种情

形:
1) 同时考虑状态跟踪性能和无扰切换性能
给定 β12 = β21 = −1, α1 = 1, 通过求解定理 1

中的式 (7)∼ (12) 得到控制器增益矩阵

M11 = [−0.0022 − 0.0041]

M12 = [−0.0018 − 0.0043]

M21 =10−3 × [0.0755 0.1160],M31 = 0.9617

M22 =10−4 × [0.1175 − 0.6478],M32 = 0.9564

Lyapunov 矩阵

R−1
1 =

[
0.2340 0.2188
0.2188 0.6682

]

R−1
2 =

[
0.2630 0.0482
0.0482 0.3373

]

最小 L2-增益水平 λ = 0.3080, ρ12 = −0.0015,
ρ21 = −0.1251.

2) 只考虑状态跟踪性质, 不考虑无扰切换性能
选择相同的 ρ12, ρ21, 通过求解定理 1 中的

式 (7)∼ (9) 得相同的控制器增益矩阵 M2i,M3i

和不同的控制器增益矩阵 M11 = [−1.2397 −
1.5590],M12 = [−1.5224 − 1.9083], Lyapunov 矩
阵

R−1
1 =

[
0.1955 −0.0688
−0.0688 0.0245

]

R−1
2 =

[
0.1565 −0.0550
−0.0550 0.0196

]

此时, 最小 L2-增益水平为 λ = 0.1620.
两种情形下得到的仿真效果如图 1∼ 4所示. 图

中有角标 b 的信号表示第二种情形下得到的信号,
无角标 b 的信号为第一种情形下得到的信号.

图 1 切换信号

Fig. 1 The switching signals
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图 2 燃油流量变化

Fig. 2 The fuel flow increments

图 3 风扇转速跟踪误差

Fig. 3 The tracking errors of the fan speed

图 4 核心机转速跟踪误差

Fig. 4 The tracking errors of the core speed

图 1 表示不同情形下的切换信号. 从图 1 中可
以看到当时间 t 大于 8 s 以后便不再发生切换了. 这
是因为控制系统在实际运行中是允许有一定的误差

的, 所以当系统状态轨迹满足误差精度要求后, 子
系统的 Lyapunov 函数就不再进行比较, 相应地, 该
控制系统也不会再发生切换. 图 2 表示不同情形下
的燃油流量变化情况. 图 2 表明第一种情形下得到
的燃油流量变化 ∆Qf (t) 具有更小的抖振幅值. 图 3
和图 4 反映了转速跟踪情况, 其中, 图 3 为风扇转
速跟踪误差, 图 4 为核心机转速跟踪误差. 通过图 3

和 4 不难发现, 第一种情形下得到的状态跟踪误差
具有更快的收敛速度与更小的抖振幅值.

仿真结果表明在考虑无扰切换性能的情况下,
切换模型 (40) 的状态跟踪误差具有更好的效果. 因
此, 可以说明所提出的无扰切换控制策略能改善状
态跟踪性能.

下面给出第二组仿真对比. 为了充分说明无扰
切换的效果, 我们考虑不同的参考信号 r(t) 与不同
的初始状态值.

取

r(t) =

{
−0.5 sin(t), 0 ≤ t ≤ 5

0, 其他

初始状态值 ∆Nf (0) = −2.1,∆Nc(0) = −0.9,

∆Nfr(0) = −0.1,∆Ncr(0) = 0.1.

考虑如下 4 种情形: 1) 同时考虑状态跟踪性能
和无扰切换性能 (5); 2) 只考虑状态跟踪性能, 不考
虑无扰切换性能; 3) 同时考虑状态跟踪性能和文献
[20] 中的无扰切换性能; 4) 同时考虑状态跟踪性能
和文献 [17] 中的无扰切换性能.

由定理 1 可知, 控制器增益M2i 和M3i 仅由式

(7) 和 (8) 决定, 与切换无关. 于是, 通过求解得到控
制器增益矩阵

M21 =10−3 × [0.0755 0.1160]M31 = 0.9617,

M22 =10−4 × [0.1175 − 0.6478],M32 = 0.9564

为了便于比较, 在以下 4 种对比情形中, 选取相
同的参数 ρ12 = ρ21 = −1, λ = 3 与相同的控制器
增益矩阵M2i, M3i.
接下来进行具体说明.
1) 同时考虑状态跟踪性能和无扰切换性能 (5).
通过求解定理 1 中的式 (9)∼ (12) 得到控制器

增益矩阵

M11 = [−0.0367 − 0.0878]

M12 = [−0.0308 − 0.0819]

Lyapunov 矩阵

R−1
1 =

[
77.1877 28.5031
28.5031 127.4399

]

R−1
2 =

[
109.0347 8.7740
8.7740 126.1410

]

最小无扰切换性能水平 α1 = 67.4393, α2 =
10−6 × 0.1102, α3 = 10−5 × 8.3987, 参数 β12 =
−2.2034, β21 = −1.3080.

2) 只考虑状态跟踪性质, 不考虑无扰切换性能.
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通过求解定理 1 中的式 (9) 得到控制器增益矩
阵

M11 = [−0.0900 − 0.2146]

M12 = [−0.0311 − 0.0826],

Lyapunov 矩阵

R−1
1 =

[
109.0927 95.5283
95.5283 290.1846

]

R−1
2 =

[
105.7225 10.4722
10.4722 126.9379

]

3) 同时考虑状态跟踪性能和文献 [20] 中的无扰
切换性能

此时, 无扰切换性能由条件为定理 1 中的式
(10) 和 (11) 以及




G̃i NT
1i −Ri(M∗

1 )T
UiRi

∗ −I 0
∗ ∗ −Oi


 ≤ 0 (44)

保证, 其中, M∗
1 为控制器增益 M1i 的参考值,

α4 表示无扰切换性能水平, µ̃ij ≤ 0 为待求参

数, G̃i =
s∑

j=1

µ̃ijRi − 2Ri + 1
α4

I, Ui = [
√−µ̃i1,

√−µ̃i2, · · · ,
√−µ̃ii−1,

√−µ̃ii+1, · · ·
√−µ̃is].

设 M∗
1 = [1 2], 通过求解定理 1 中的式

(9)∼ (11), 式 (44), 得到控制器增益矩阵

M11 = [−0.0396 − 0.0946]

M12 = [−0.0310 − 0.0824]

Lyapunov 矩阵

R−1
1 =

[
78.6785 32.2596
32.2596 136.6087

]

R−1
2 =

[
109.1470 9.0616
9.0616 126.8886

]

非正参数 µ̃12 = −5.4996, µ̃21 = −262.0396, 最小无
扰切换性能水平 α4 = 5.4768.

4) 同时考虑状态跟踪性能和文献 [17] 中的无扰
切换性能

此时, 保证无扰切换性能的条件为定理 1 中的
式 (10) 和 (11) 以及

(M1i −M∗
1 )T (M1i −M∗

1 ) ≤ α5I (45)

其中, α5 为无扰切换性能水平.

与情形 3) 选择相同的M∗
1 , 通过求解得到控制

器增益矩阵

M11 = [−0.0396 − 0.0946]

M12 = [−0.0310 − 0.0824]

Lyapunov 矩阵

R−1
1 =

[
92.1229 60.6710
60.6710 201.1888

]

R−1
2 =

[
111.0222 10.4278
10.4278 131.8623

]

最小无扰切换性能水平 α5 = 5.7335.
以上 4 种情形下的系统响应曲线如图 5∼ 8 所

示. 为便于区分, 情形 1) 中的得到的响应曲线没有
额外标记, 情形 2) 中得到的响应曲线用角标 b 进行

区分, 情形 3) 中得到的响应曲线用角标 1 进行区分,
情形 4) 中得到的响应曲线用角标 2 进行区分.

图 5 切换信号

Fig. 5 The switching signals

图 5 表示不同情形下的切换信号. 图 6 表示不
同情形下的燃油流量变化情况. 图 7 和 8 反映了转
速跟踪情况, 其中, 图 7 为风扇转速跟踪误差, 图 8
为核心机转速跟踪误差.
由图 5 可知, 情形 2) 中的切换信号 σb(t) 发生

切换的次数最为频繁, 情形 1) 中的切换信号 σ(t) 与
情形 4) 中的切换信号 σ2(t) 比情形 3) 中的切换信
号 σ3(t) 具有更少的切换频率. 从图 6 可以观察到,
在 4.4 s∼ 4.8 s的时间段内,情形 2)中得到的燃油流
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量变化 ∆Qfb(t) 还有明显的抖振, 在 0.9 s∼ 0.96 s
的时间段内, 情形 1) 中的燃油流量变化 ∆Qf (t) 比
情形 2)∼ 4) 中的燃油流量变化 ∆Qfb(t), ∆Qf1(t)
与 ∆Qf2(t) 的抖振更小. 通过图形 7 与 8 可知, 第
一种情形下得到的状态跟踪误差具有更小的幅值和

更快的收敛速度.

图 6 燃油流量变化

Fig. 6 The fuel flow increments

图 7 风扇转速跟踪误差

Fig. 7 The tracking errors of the fan speed

图 8 核心机转速跟踪误差

Fig. 8 The tracking errors of the core speed

仿真结果表明本文所提出的无扰切换控制策略

优于文献 [17] 和 [20] 中的无扰切换控制策略. 因此,
可以说明所提出的状态跟踪无扰切换控制方法是有

效的, 可以进一步考虑应用于真实的涡扇航空发动
机上以指导其控制设计.

4 结论

本文针对一类切换线性系统利用多 Lyapunov
函数方法研究了状态跟踪无扰切换控制问题. 从无
扰切换的本旨出发, 给出了一个无扰切换性能的描
述. 通过切换律和控制器的双重设计, 建立了一个实
现状态跟踪与切换时刻控制信号抖振抑制目标的充

分条件. 通过将所提出的状态跟踪无扰切换控制方
法应用于涡扇航空发动机模型上实现了该发动机模

型的转速调节, 验证了所提出状态跟踪无扰切换控
制方法的有效性和合理性. 此外, 本文考虑的跟踪性
质为状态跟踪, 未来可以考虑输出跟踪无扰切换控
制问题.
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