
 

四旋翼吊挂运输系统动态反馈

线性化轨迹控制
梁  晓1    胡欲立

1

摘    要   三维空间下的四旋翼吊挂运输系统是一种欠驱动、强

耦合、多变量的非线性系统. 根据系统的动力学特点, 将系统分解

为双质点系绳连接子系统和四旋翼姿态控制子系统. 选择与系统

自由度维数相同的广义坐标并基于虚位移原理计算对应的广义

力, 从而建立系统的拉格朗日动力学方程. 利用微分平滑特性证

明了运输系统存在平凡零动态, 因此可通过动态反馈转化为线性

和能控系统. 经过 2次动态扩展和变量代换, 原系统扩展为总相

对阶等于系统状态维度的线性能控系统. 基于赫尔维茨稳定性判

据, 设计了跟踪误差指数收敛的动态反馈控制律. 该方法可作为

一类非线性系统控制器设计的标准方法. 最后以三维空间的螺旋

曲线及水平面内频率变化的圆周曲线为参考轨迹进行仿真, 仿真

结果验证了控制系统的有效性.
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Abstract   A quadrotor with cable-suspended load in 3-D space is
considered, which is underactuated, strongly coupling and
nonlinear. According to the dynamic feature, the system is
decoupled into quadrotor attitude control subsystem and double
points link subsystem. The generalized coordinate with the same
dimension of the system freedom is selected and the generalized
force is calculated based on the principle of virtual displacement,
then the Lagrange dynamic equation of the system is established.
The quadrotor-load system is proved to have ordinary zero
dynamics based on differentially flat property, so it can be
transformed into linear and controllable system by dynamic
feedback. After 2 dynamic expansions and variable substitutions,
the original system is extended to a linear controllable system
whose total relative orders are equal to the system state
dimensions. Based on Hurwitz stability criterion, a dynamic
feedback controller with exponential convergence of position error
is designed. This method can be used as a standard method for a
class of nonlinear systems. Finally, the spiral curve in 3-D space
and the circular curve in the horizontal plane with varying
frequency are taken as the reference trajectory for simulation.
Simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed
method.
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四旋翼无人飞行器与单旋翼直升机类似,具有灵活的

运动机能和垂直起降的特点,但机械结构更简单, 能源利用

率和安全性更高, 具有广泛的应用前景[1]. 与此同时, 基于

四旋翼飞行器的无人运输系统作为一种便捷的航空运输手

段, 也出现在军用和民用的各个领域, 比如物资补给或灾

区救援. 然而由于运输可靠性和飞行安全性方面面临的困

难, 目前这些应用都还处于小范围的试用阶段. 因此, 设计

稳定可靠的四旋翼运输控制系统具有重要的理论和应用

价值.
四旋翼运送载荷最初采用安装运输装置的方式. 但这

种装置会增加飞行器的附加惯性, 导致其姿态响应缓慢.
一种替代方法是使用系绳吊挂结构, 吊挂结构不需要考虑

飞行器与载荷外形之间的匹配问题及装载容积的限制问

题, 同时保留飞行器姿态操作灵活性, 适应性更好. 吊挂结

构还能使飞行器与载荷之间保持一定距离, 特别适合于一

些对飞行器机体造成安全威胁的环境, 如地震灾区救援或

雷区探测扫描.
四旋翼吊挂运输系统具有欠驱动, 强耦合和非线性的

特点, 近年来针对该类系统的控制问题开展了大量研究.
文献 [2]基于拉格朗日方程设计了迭代型线性二次最优控

制器. 该控制器将模型线性化为不考虑载荷影响的独立飞

行器模式和考虑载荷影响的运输系统模式, 实现精确跟踪

的同时能有效拟制吊绳振荡. 但这种局部线性化方法仅在

平衡点附近可以较好地描述系统特性, 当系统偏离平衡点

严重时难以保证控制精度. 文献 [1]通过相平面内的几何

分析, 设计了两个轴向上分段式加速度轨迹. 然后基于反

步法设计了非线性轨迹跟踪控制器. 文献 [3−4] 针对吊挂

飞行系统的位置控制及负载摆动抑制问题, 基于能量法设

计了非线性控制器, 并对未知载荷质量和空气阻尼进行了

参数估计. 但文献 [1, 3]中的动力学模型和控制器均局限

于二维平面. 扩展到三维空间后, 系统状态变量增加 4 维,
非线性项更加复杂, 原来的设计方法很难进行扩展. 因此,
在保留系统非线性的前提下将控制系统扩展到三维空间就

成为当前重点研究方向. 文献 [5] 证明了系统是以载荷位

置和飞行器偏航角为平滑输出的微分平滑系统, 然后设计

了三维空间下的非线性几何控制器, 控制器将系统分为四

旋翼姿态, 系绳方位和载荷位置内外三个控制通道, 设计

外通道时假设内通道状态已经确定, 这种控制器虽然可以

使跟踪误差接近全局指数收敛. 但省略了内外通道之间的

非线性耦合关系, 未考虑同时变化的情况. 文献 [6] 重点考

察了起飞过程. 将其分解为起飞, 拉伸和上升三种离散状

态.通过一系列与状态相关的路径点来生成轨迹, 然后设计

了非线性控制器来跟踪这一轨迹, 但未涉及运输过程中的

轨迹跟踪问题. 文献 [7] 在三维空间下设计了时间上分段

控制的非线性控制器. 将吊绳振荡抑制设计为快动态, 轨
迹跟踪设计为慢动态. 当运输过程中产生较大振荡时, 控
制系统先对吊绳振荡进行抑制, 待振荡消除后再执行轨迹

跟踪. 因此该控制器仅适合于执行无时效性要求的普通运

输任务.
本文研究四旋翼吊挂运输系统执行紧急任务时的轨迹

控制问题. 所设计的轨迹跟踪控制器能实现三维空间下光

滑曲线轨迹的跟踪, 同时允许吊绳在运输过程中发生较大
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角度的振荡. 本文创新点包括: 1) 推导出形式更为简单的

动力学模型. 在求解模型时, 选择系统质心位置作为广义

坐标, 而不是文献 [4, 7]中选择的载荷位置, 这样将系统平

动和转动解耦, 使获得的动力学方程形式上更简单; 2) 提
出一种判断非线性系统可动态反馈线性化的简单方法. 经
典的非线性控制理论中, 判断一个系统能否实现动态反馈

线性化, 需要将系统方程转化为正则形式[8], 对于非线性项

较复杂的多变量系统, 这个转化过程通常是比较困难的.
本文基于微分平滑性提出了一种较简单的判断方法; 3)提
出一种实现多变量微分平滑系统反馈线性化的标准算法.
文献 [5]中证明了四旋翼系绳运输系统是微分平滑的, 但
对于如何实现微分平滑系统的反馈线性化, 相关文献并未

给出方法. 对于较简单的系统尚可通过观察和尝试的方法

进行, 当系统维数较多时 (如本文涉及的吊挂运输系统),
反馈线性化较难实现. 本文将动态扩展算法应用于微分平

滑系统, 给出了适合计算机编程实现的标准算法, 该算法

可扩展应用于一类具有微分平滑性的非线性系统.
本文内容安排如下: 第 1节基于广义拉格朗日方程建

立系统的动力学模型. 第 2节基于微分平滑和动态反馈线

性化理论设计轨迹跟踪控制系统. 第 3节通过仿真验证控

制系统的有效性. 第 4节对本文进行总结, 并对后续研究

进行展望.

1    系统模型建立

Σ1 Σ2

考察如图 1所示的四旋翼系绳运输系统, 假设系绳系

于四旋翼飞行器质心位置并且系绳不可伸缩, 因此绳上张

力相对四旋翼质心的力矩为 0, 四旋翼姿态控制与系绳方

位控制独立. 根据此特点, 整个运输系统可以分解为[9] 四旋

翼姿态控制子系统  和双质点系绳连接子系统  .
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图 1   四旋翼吊挂运输系统

Fig. 1    A quadrotor with cable-suspended load
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两个子系统通过四旋翼合升力  进行耦合. 在子系统

 中,   的方位对应飞行器期望的俯仰角和横滚角 (偏航

角由用户自由设定), 通过与飞行器的实际姿态比较, 产生

姿态误差信号. 四旋翼姿态控制器根据这一误差信号, 得
到三个轴向的控制力矩. 四旋翼四个螺旋桨的转速可以通

过控制力矩和  的幅值求出, 其计算式见文献 [10]. 因此,
只要得到  的值, 结合四旋翼姿态控制器即可确定飞行器

输入信号. 由于四旋翼姿态控制问题已在相关文献中进行

研究[11], 本文不再赘述. 本文的控制目标是在子系统   中
设计合适的  , 使载荷跟踪期望轨迹.

Σ2 Ox′y′z′

mq ml

以子系统  质心 O 为原点建立运动坐标系  ,
如图 1 所示. 用  ,   分别表示四旋翼和载荷的质量,

l1 l2
Σ2 q

(x, y, z, α, β) X =
[
x y z

]T ∈ R3

α Ox′y′ Ox′

β Oz′

用  ,    分别表示四旋翼和载荷质心到 O 点的距离. 当
系绳张紧时, 子系统   的自由度为 5, 选择广义坐标  

 , 其中,     是 O 点在

惯性系的坐标,   是系绳在  平面投影与  轴正向

的夹角,   是系绳与  轴正向的夹角.下面基于拉格朗日

广义动力学方程建立系统模型.
注 1. 本文建立模型时已假定系绳处于张紧状态, 在系

统起飞阶段, 系绳会经历从松弛到张紧的过渡过程. 这个

过程可以分解为起飞、拉伸、上升三个阶段分别进行控制,
详细说明参见文献 [6].

1.1    拉格朗日函数

系统的拉格朗日函数由平动动能, 转动动能和势能组

成, 当选择系统质心 O 为参考点时, 系统的平动动能和势

能可以很容易的得到[12]

Ttrans =
1

2
mẊTẊ

V = mgz (1)

m = mq +ml

ω
Xq

其中,   表示系统总质量, 势能 V 以地面为

0势能面. 为了求出系统的转动动能, 考虑先求飞行器质心

的线速度, 再求系绳转动角速度  , 最后求转动动能. 用
 表示四旋翼质心位置, 首先写出其关于广义坐标的表

达式

Xq =

 xq

yq
zq

 =

 x+ l1SβCα

y + l1SβSα

z + l1Cβ

 (2)

Sx = sinx, Cx = cosx
Xq

其中 ,     .  由于转动动能与质心

O 的位置无关, 不考虑式中的质心位置, 对  求导有

ω =
Ẋq

l1
=


β̇CβCα − α̇SβSα

β̇CβSα + α̇SβCα

−β̇Sβ

 (3)

于是系统转动动能为

Trot =
1

2
IωTω =

1

2
I(β̇2 + α̇2S

2

β) (4)

I = mql
2
1+

mll
2
2 = mql1l

其中 ,   I 为系绳绕质心 O 的转动惯量 ,  且  

 , 联立式 (1)和式 (4), 得到系统的拉格朗日函

数为

L = Ttrans + Trot − V =
1

2
mẊTX +

1

2
mql1l(β̇

2 + α̇2S2
β)−mgz (5)

1.2    广义力

Σ2

下面利用虚功原理求各广义坐标对应的广义力, 首先

写出子系统  所受主动力做的虚功

Auo
= uoxδxq + uoyδyq + uozδzq (6)

(δxq, δyq, δzq) Xq其中,   表示  笛卡尔坐标的变分, 根据式

(2)写出它们关于广义坐标的表达式
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δxq = δx+ l1CβCα × δβ − l1SβSα × δα

δyq = δy + l1CβSα × δβ + l1SβCα × δα

δzq = δz − l1Sβ × δβ (7)

δα = δx = δy = δz = 0, δβ ̸= 0令   , 联立式 (6) 和
式 (7), 得

Qβ =
Auo

δβ
= l1(uoxCβCα + uoyCβSα − uozSβ) (8)

Qβ β δβ =

δx = δy = δz = 0, δα ̸= 0,

其中 ,    为广义坐标   对应的广义力 . 同理 , 令  

 得

Qα = l1(−uoxSβSα + uoySβCα) (9)

x, y, z类似地, 可以求出坐标  对应的广义力

Q
x
= uox, Q

y
= uoy, Q

z
= uoz (10)

Σ2 uo

注 2. 求广义力时, 不需考虑系统所受的保守力, 因此

子系统  仅有唯一的主动力  , 具体参见文献 [12].

1.3    拉格朗日方程

将式 (5)和式 (8)~(10)代入拉格朗日动力学方程

d
dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= Qqi

qi其中,   表示第 i 个广义坐标. 整理得

ẍ =
uox

m

ÿ =
uoy

m

z̈ =
uoz

m
+ g

β̈ =
uoxCβCα + uoyCβSα − uozSβ

m1l
+ α̇2SβCβ

α̈ =
−uoxSα + uoyCα

m1lSβ
− 2α̇β̇Cβ

Sβ
(11)

Σ2

(X, α, β)
式 (11) 即为子系统   的动力学微分方程 ,  求出

 后, 载荷轨迹为

Xl =

 xl

yl

zl

 =

 x− l2SβCα

y − l2SβSα

z − l2Cβ

 (12)

uo

Xl X∗
l

式 (11)和式 (12)分别构成系统的状态方程和输出方

程, 轨迹跟踪控制系统设计的目标是找到合适的  , 使载

荷轨迹  稳定跟踪期望轨迹  .

2    控制系统设计

2.1    线性化与能控性

对于式 (11)和式 (12)表示的非线性系统, 首先提出

的问题是它是否是能控的. 下面的理论[13−15] 给出了分析非

线性系统能控性的一条途径.
考虑如下仿射形式的多变量非线性系统

ξ̇ = f(ξ) +

m∑
i=1

gi(ξ)ui

ρi = hi(ξ), i = 1, · · · ,m
(13)

f(ξ), gi(ξ) ui ρi其中,   是光滑向量场,   ,   分别是系统输入

和输出.

ξ0 (r1, · · · , rm)
ξ0 k < ri − 1, 1 ≤ i ≤ m,

1 ≤ j ≤ m

定义 1(向量相对阶). 对式 (13)表示的多变量非线性

系统, 在  处有一个向量相对阶  , 当且仅当

在   的 邻 域 内 满 足 对 所 有      
 有

Lgj
Lk
fhi(ξ) = 0 (14)

m×m同时  阶矩阵

E =

 Lg1L
r1−1
f h1(ξ) · · · LgmLr1−1

f h1(ξ)
...

. . .
...

LgmLrm−1
f hm(ξ) · · · LgmLrm−1

f hm(ξ)


(15)

ξ0 L(·)在  处可逆, 式中  为李导数算子.
t = 0

t
t = 0

定义 2(零动态与平凡零动态). 对于定义在  邻

域内的所有  , 如果存在由一个初始状态和一个输入函数

组成的对, 它们使系统的输出在  邻域内恒为零, 这种

情况下系统的动态称为零动态. 如果系统的零动态对应唯

一的常量状态和常量输入, 则称系统具有平凡零动态.
非线性系统的零动态是线性系统零点概念的推广. 简

单来说, 通过控制输入使输出恒为 0时系统的内动态即称

为零动态. 它描述了系统 “不可观测”的那一部分性质. 下
面的引理提供了通过系统零动态考察系统能控性的方法.

引理 1. 对于式 (13)描述的系统, 如果它有平凡零动

态, 那么它可通过动态扩展算法得到一个可正则化的扩展,
并经过动态反馈与坐标变换转换成线性和能控的系统[8].

定理 1. 由式 (11)和式 (12)描述的系统具有平凡零动

态, 因此它可通过动态扩展算法转换成一个线性和能控的

系统.
证明. 由于四旋翼吊挂运输系统是以载荷位置为平滑

输出的微分平滑系统[5, 16], 这意味着系统的状态和输入均可

表示成平滑输出及其导数的形式, 如果能得到它们之间的

解析表达式, 根据定义 2, 只要令表达式中的平滑输出及其

导数为 0, 即可得到系统的零动态, 下面基于这一思路求系

统零动态.
T T T =[Tx Ty Tz]

T)

ml

设系绳上张力为   (  为矢量, 且  ,
在地面系, 对  应用牛顿第二定律有

T = ml

 ẍl

ÿl
z̈l − g

 (16)

T β当系绳张紧时,   所在方向即绳的方向, 因此方位角  可

由下式求得

β = arccos

 z̈l − g√
(ẍl)

2
+ (ÿl)

2
+ (z̈l − g)

2

 (17)

β ẌL ẌL = 0 β = 0.

XL = 0 x = 0, y = 0, z = l2.

uox = uoy = 0, uoz = −mg.

式 (17)为  关于  的函数. 令  , 得   代
入输出方程 (12), 并令  , 得   

再代入状态方程 (11), 得   
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α T下面考察  , 根据  的方向矢量得到关系

α = arctan
(
ÿl
ẍl

)
(18)

ẌL = 0
α α x′oy′

Ox′ β = 0
x′oy′

α
β = 0, x = 0, y = 0, z = l2

当  时, 右边分式中分子分母均为 0, 无法求出

 的值. 联系系统的物理含义,   定义为系绳在  平面

的投影与  轴正向的夹角, 当  时, 系绳处于竖直

方向, 系绳在  平面的投影退化到一点. 在这种情况

下,   无定义. 事实上, 系统在此时由 5维退化到 4维, 变
量  已经确定了系统的常量状

态, 此状态即为系统的平凡零动态. 根据定义 2 和引理

1可知, 系统可通过动态扩展算法转换成一个线性和能控

的系统.                                                              □
上面的证明过程表明, 对于微分平滑系统, 由于系统

状态和输入均可表示成平滑输出及其导数的函数, 当平滑

输出及其导数为 0时, 如果系统状态和输入有定义, 那么

它一定是一个常量. 因此系统有平凡零动态, 可以通过动

态扩展算法转换成线性和能控的系统, 我们把这个结论归

纳如下.
推论 1. 如果一个系统是微分平滑的, 那么它可通过动

态扩展算法转换成线性和能控的系统.

2.2    动态扩展算法

下面运用动态扩展算法[17−18] 对系统 (11)和 (12)进行

转换. 由于系统的非线性项主要集中在状态方程 (11)的第

4个和第 5个子式, 为简化表达式, 进行如下变量代换:

−uoxSα + uoyCα

mqlSβ
− 2α̇β̇CβSβ = u1

uoxCβCα + uoyCβSα + uozSβ

2mqlSβCβ
= u2

uoxCβCα + uoyCβSα − uozSβ

2mqlSβCβ
= u3

(19)

这样, 状态方程变为

ẍ

l2
= (u2 + u3)SβCα − u1SβSα − 2α̇β̇CβSα

ÿ

l2
= (u2 + u3)SβSα + u1SβCα + 2α̇β̇CβCα

z̈

l2
= (u2 − u3)Cβ +

g

l2

β̈ = 2u3SβCβ + α̇2SβCβ

α̈ = u1

(20)

取

ξ =
[
ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6, ξ7, ξ8, ξ9, ξ10

]T
=[

x, ẋ, y, ẏ, z, ż, β, β̇, α, α̇
]T

(21)

则状态方程和输出方程变为如下的形式

ξ̇ = f(ξ) + g1(ξ)u1 + g2(ξ)u2 + g3(ξ)u3 (22)
h1 = xl = ξ1 − l2Sξ7Cξ9

h2 = yl = ξ3 − l2Sξ7Sξ9

h3 = zl = ξ5 − l2Cξ7

(23)

其中

f =



ξ2
−2l2ξ8ξ10Cξ7Sξ9

ξ4
2l2ξ8ξ10Cξ7Cξ9

ξ6
g
ξ8

ξ210Sξ7Cξ7

ξ10
0


, g1 =



0
−l2Sξ7Sξ9

0
l2Sξ7Cξ9

0
0
0
0
0
1



g2 =



0
l2Sξ7Cξ9

0
l2Sξ7Sξ9

0
l2Cξ7

0
0
0
0


, g3 =



0
l2Sξ7Cξ9

0
l2Sξ7Sξ9

0
−l2Cξ7

0
2Sξ7Cξ7

0
0


下面利用动态扩展算法求系统相对阶, 算法基本步

骤为:
h1, h2, h3

f g1, g2, g3

步骤 1. 从低阶到高阶依次求平滑输出  关于

系统向量场  和  的李导数, 直到某个控制变量

前的系数非 0.
步骤 2. 判断控制输入变量前的系数矩阵是否可逆, 如

果可逆, 则求解过程结束; 否则进入步骤 3.
步骤 3. 按照文献 [5]中的迭代方式引入新的状态变量

和坐标变换公式, 将原系统的向量场扩展为新的形式, 然
后回到步骤 1.

重复上述过程, 直到系数矩阵可逆的情况出现. 具体

求解过程如下:
1)第 1次求相对阶

h1对  第 1次求导得

Lg1h1 = 0, Lg2h1 = 0, Lg3h1 = 0

Lfh1 = ξ2 + l2ξ10Sξ7Sξ9 − l2ξ8Cξ7Cξ9

第 2次求导得

Lg1Lfh1 = 0, Lg2Lfh1 = l2Sξ7Cξ9

Lg3Lfh1 = −l2Sξ7C2ξ7Cξ9

h1出现不等于 0的系数, 因此  可能的相对阶为 2.
h2, h3同理, 对  求相对阶得

Lg1h2 = 0, Lg2h2 = 0, Lg3h2 = 0

Lg1Lfh2 = 0, Lg2Lfh2 = l2Sξ7Sξ9

Lg3Lfh2 = −l2Sξ7C2ξ7Sξ9

Lg1h3 = 0, Lg2h3 = 0, Lg3h3 = 0

Lg1Lfh3 = 0, Lg2Lfh3 = l2Cξ7

Lg3Lfh3 = −l2Cξ7C2ξ7

h2, h3即  经过 2次求导, 出现控制输入, 它们可能的相对

阶都是 2, 矩阵 E 为
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E =

 0 l2Sξ7Cξ9 −l2Sξ7C2ξ7Cξ9

0 l2Sξ7Sξ9 −l2Sξ7C2ξ7Sξ9

0 l2Cξ7 −l2Cξ7C2ξ7


E Rank(E) = 1观察  的第 2列和 3列是线性相关的, 因此  .

MATLAB
注 3. 推导过程涉及求多变量函数的李导数, 手工计算

难度较大, 本文利用  的符号运算功能辅助设计.
2)动态扩展第 1次迭代

L2
fh3 + E(3, 2)u2 + E(3, 3)u3 = η1令  , 则输入变为u2 =

η1 − L2
fh3

E(3, 2)
− E(3, 3)v3

E(3, 2)
u1 = v1
u3 = v3

(24)

η̇1 = v2 u2扩充状态  , 把  代入式 (22), 系统向量场变为

ξ̃ = [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6, ξ7, ξ8, ξ9, ξ10, η1]
T

f̃ =

[
f + g2

ξ11 − L2
fh3

E(3, 2)
, 0

]T
g̃1 = [g1, 0]

T

g̃2 = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]
T

g̃3 =

[
g3 − g2E(3, 3)

E(3, 2)
, 0

]T
(25)

3)第 2次求相对阶

h1对  第 1次求导得

Lg̃1h1 = 0, Lg̃2h1 = 0, Lg̃3h1 = 0

第 2次求导得

Lg̃1Lf̃h1 = 0, Lg̃2Lf̃h1 = 0, Lg̃3Lf̃h1 = 0

第 3次求导得

Lg̃1L
2
f̃
h1 = 0, Lg̃2L

2
f̃
h1 = tan ξ7Cξ9 , Lg̃3L

2
f̃
h1 = 0

h1出现不等于 0的系数, 因此  可能的相对阶为 3.
h2, h3同理, 对  有

Lg̃1h2 = Lg̃2h2 = Lg̃3h2 = 0

Lg̃1Lf̃h2 = Lg̃2Lf̃h2 = Lg̃3Lf̃h2 = 0

Lg̃1L
2

f̃
h2 = Lg̃3Lf̃h2 = 0

Lg̃2L
2

f̃
h2 = tan ξ7Sξ9

Lg̃1h3 = Lg̃2h3 = Lg̃3h3 = 0

Lg̃1Lf̃h3 = Lg̃2Lf̃h3 = Lg̃3Lf̃h3 = 0

Lg̃1L
2

f̃
h3 = Lg̃3Lf̃h3 = 0

Lg̃2L
2

f̃
h3 = 1

h2, h3即对  求导 3次, 出现控制输入, 因此它们可能的相

对阶都是 3, 矩阵 E 为

E =

 0 tan ξ7Cξ9 0
0 tan ξ7Sξ9 0
0 1 0



Rank(E) = 1显然矩阵 E 仍然不可逆, 且  .
4)动态扩展第 2次迭代

v2 = η2令  , 则输入变为{v2 = η2
v1 = w1
v3 = w3

(26)

扩充状态为

η̇2 = w2

v2把  代入式 (25), 系统新的状态变量和向量场为

ξ̄ = [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6, ξ7, ξ8, ξ9, ξ10, η1, η2]
T

f̄ =

[
f̃ + g2η2

0

]
ḡ1 =

[
g̃1
0

]
ḡ2 = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]

T

ḡ3 =

[
g̃3
0

]
(27)

5)第 3次求相对阶

h1, h2, h3再次对  求导 (省略求导过程), 第 4次求导

时出现控制输入, 对应的矩阵 E 为
ξ8Cξ9−ξ10Cξ7Sξ7Sξ9

C2
ξ7

tan ξ7Cξ9 2 tan ξ7Cξ9(η1+g)

ξ8Sξ9+ξ10Cξ7Sξ7Cξ9

C2
ξ7

tan ξ7Sξ9 2 tan ξ7Sξ9(η1+g)

0 1 0


矩阵 E 的行列式为

det(E) = 2ξ10(η1 + g)tan2ξ7
ξ10 ̸= 0, η1 ̸= −g, ξ7 ̸= π/2 det(E) ̸= 0

ξq = {ξ|ξ7 ̸= π/2, ξ10 ̸= 0,

ξ11 ̸= −g} (ξ, η1, η2)

(w1, w2, w3) f̄ , ḡ1, ḡ2, ḡ3

(xl, yl, zl)
r1 = r2 = r3 = 4

当  时,   , 矩阵

E可逆. 因此系统非奇异点集为 

 [15]. 这就是说以   为新状态变量, 以

 为新输入, 以   为系统向量场的

扩展系统, 在非奇异点集上对输出   有不变向量

相对阶  , 并且相对阶满足

r1 + r2 + r3 = n = 12

2.3    轨迹跟踪控制器

对于扩展系统 (27), 由于矩阵 E 可逆, 可解出反馈输入 w1

w2

w3

 = E−1




x
(4)
l − L4

f̄
h1

y
(4)
l − L4

f̄
h2

z
(4)
l − L4

f̄
h3


 (28)

引入跟踪误差 
e1 = xl(t)− xl

∗(t)

e2 = yl(t)− y∗l (t)

e3 = zl(t)− z∗l (t)

xl
∗(t), yl

∗(t), zl
∗(t)其中,   表示参考轨迹. 令
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x
(4)
l = x∗

l
(4) −

3∑
j=0

k1,je
(i)
1

y
(4)
l = y∗l

(4) −
3∑

j=0

k2,je
(i)
2

z
(4)
l = z∗l

(4) −
3∑

j=0

k3,je
(i)
3

(29)

ki,j (i = 1, 2, 3, j = 0, 1, 2, 3)选择系数  使多项式

pi(s) = s4 + ki,3s
3 + ki,2s

2 + ki,1s+ ki,0

为 HURITZ多项式, 则式 (27)和式 (28)构成的闭环系统

是跟踪误差指数收敛的系统[17].

X∗
L XL

X
(1)
L ,X

(2)
L ,X

(3)
L

w1, w2, w3 w2

w3 u2 w1, w3 u1, u3

uox, uoy, uoz

u2

u2

系统扩展后控制结构如图 2所示, 图中载荷的参考轨

迹  由轨迹规划器产生, 从运输系统的输出中采集 

及其高阶导数  , 代入线性反馈式 (29)和
式 (28), 得到  . 其中,   经过 2个积分器, 联
合  , 代入式 (24)得到  . 而  即  , 再经过

变量代换式 (19), 得到实际的控制输入  . 从
图中可以看出, 在控制输入  前叠加了 2个积分器, 这意

味着系统的控制输入不仅与系统当前状态有关, 还与 
的一、二阶导数有关, 控制量本身是受微分方程控制的动

态过程, 这就是动态反馈的特点.

  
变
量
代
换

运
输
系
统
模
型

uox, uoy

uoz

X, α, β

XL ~ XL

XL ~ XL

(3)

坐
标
变
换

u1

u3

u2

w1

w3

w2

w1

w3

w2

xl   − Lf h1

zl   − Lf h3

yl   − Lf h2

η1 η2 4(4)
(4)

(4)

(4)

(4)

(4)

(4)

4

4
E−1( )=

* *

线性反馈

∫ ∫

轨迹生成

xl 

yl 

zl 

 

图 2   跟踪控制系统结构图

Fig. 2    Tracking controller block diagram
 

注 4. 与文献 [6]中的控制结构不同, 上图给出的控制

结构是单级的. 即给出系统的实际状态和参考轨迹以后,
控制系统只需通过一次精确的数学计算即可得到控制输

入. 只是为便于对这个过程的理解, 上图把控制输入的计

算过程按照逻辑关系分解为几个步骤, 这是数学计算的分

解而不是控制环节的分解. 而在文献 [6]中, 对载荷位置和

系绳方位的控制是分两级的, 在控制系绳方位时, 假定载

荷位置已经完成了控制. 因此省略了它们之间的非线性耦

合关系, 未考虑同时变化的情况.

3    仿真

为验证本文所提方法的有效性, 选择下面两种典型曲

线作为参考轨迹进行MATLAB仿真, 检验控制器的跟踪

效果, 仿真中使用的参数如表 1.
另外, 控制系统需要不断获取载荷位置的高阶导数,

仿真中采用的算法如下:

4× 6
[x, y, z, t]T

1)每次系统产生新状态后, 将载荷最近 6个轨迹点数

据与相应的时间点存放于  二维数组中, 数组的每列

由位置坐标和对应的时间构成, 表示为  , 代表

一个轨迹点;
x

y, z
2)取第 4行时间值和第 1行  坐标值, 对 6个点数据

进行 5次多项式拟合. 同理, 对  坐标的轨迹进行拟合;
3)对拟合曲线求 1到 3阶导数, 即得到当前时刻载荷

的高阶导数值.
注 5. 在实际应用环境下, 控制系统需要获取系统质心

位置, 系绳方位角等状态变量. 由于载荷位置是系统的平

滑输出, 而系统状态变量都可以用平滑输出及其导数的函

数表示. 因此, 只需设计传感器采集载荷位置, 再结合上述

拟合曲线求导算法, 就能得到需要的系统状态变量. 关于

载荷位置的观测参见文献 [19].

3.1    跟踪螺旋曲线

在灾区救援时, 载荷可能需要围绕建筑物做螺旋上升

运动, 开展近距离探测或喷洒作业. 针对此种应用场景, 设
计了三维空间的一条螺旋曲线作为参考轨迹考察控制系统

的跟踪效果, 螺旋曲线方程为
xl(t) = 10 cos(t)
yl(t) = 10 sin(t)
zl(t) = t

(30)

Hurwitz选择下面的  多项式

pi(s) = (s+ 3)4 (31)

展开上式得反馈系数集为

{ki,0, ki,1,ki,2, ki,3}={81, 108, 54, 12} (32)

i = 1, 2, 3
(x, y, z, α, β) = (11, 1, 0, 0.5, 0) x, y

η1 = η2 = 1

其中,    . 为检验误差收敛效果, 初始位置选择

 , 即载荷初始位置在 
方向与参考轨迹各有 1 个单位的误差. 增加的系统状态

 . 需要注意的是, 这里选择的初始状态避开了

系统奇异点. 时间步长值设置为 0.01 s, 仿真时间为 10 s.
另外, 将本文所用方法与文献 [5]中方法进行比较, 得到的

跟踪轨迹和轨迹误差收敛情况如图 3和 图 4所示.

x, y

图 3中, 细实线是螺旋上升的参考轨迹, 粗实线线是

实际的载荷轨迹. 图中还给出了飞行器, 载荷和系绳在部

分中间时刻的相对位置. 从图中可以看出, 载荷在初始误

差下能逐渐趋近并稳定跟踪参考轨迹. 误差的收敛曲线如

图 4 所示, 采用本文动态反馈方法大约经过 4 s, 载荷在

 轴方向的轨迹误差收敛到原点附近, 见图 4(a). 文献 [5]
中几何控制方法误差收敛到原点的时间大约是 6 s, 见图 4(b).
从对比情况看, 在同样初始误差的情况下, 本文设计的控

 
表 1    仿真中使用的模型参数

Table 1    Model parameters in the simulations

变量 参数 单位

mq 0.4 kg

ml 0.1 kg

l1 0.8 m

l2 0.2 m

g −9.8 m·s−2
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制器误差收敛更快. 它的代价是在跟踪过程中要不断采集

控制变量本身的值和其导数值, 控制变量不仅依赖系统此

刻的状态, 还依赖它的历史数据.

xoy xoz
xoy

xoz

另外, 从圆周运动规律可知, 要牵引载荷做圆周运动,
提供向心力的飞行器必须位于圆心方向, 因此图 3中的飞

行器轨迹位于载荷轨迹内侧. 图 5和图 6分别是轨迹跟踪

曲线在  平面和  平面的投影, 它们更加清晰地反映

了此特点. 螺旋曲线投影到  平面变成圆周曲线 (见图 5),
投影到  平面变成正弦曲线 (见图 6). 在这两种投影方

式下, 飞行器在初始时刻都位于曲线外侧, 跟踪过程开始

以后, 飞行器迅速从外侧移动到内侧 (圆心方向), 从而为

载荷的曲线运动提供向心力. 控制输入曲线见图 7, 跟踪过

程中最大的控制力出现在最初的 2 s内, 大约为 20 N. 这
对应飞行器从外侧移动到内侧的过程.

β β(1)

β 0.7 rad

跟踪过程中系绳的振荡曲线如图 8所示, 图中给出了

系绳与竖直方向夹角  及其角速度  的变化曲线. 经过

初始阶段的调整之后,   角稳定在   (约 40度)附
近, 其角速度稳定在 0附近. 此时系绳扫过的曲面近似于

以纵轴为中心夹角为 40度的圆锥曲面. 系绳在如此大角度

运动的情况下, 采用局部线性化逼近的方法是不适合的,
而本文设计的控制器在此情况下仍保持了良好的跟踪效果.
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图 3    两种控制方法下螺旋曲线跟踪轨迹对比

((a)动态反馈控制方法; (b)几何控制方法)

Fig. 3    Track a spiral curve via two control methods.

((a) Dynamic feedback control; (b) Geometry control)
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图 4    两种控制方法下跟踪螺旋曲线误差收敛情况对比

((a)动态反馈控制方法; (b)几何控制方法)

Fig. 4    Position errors convergence when tracking a spiral curve

via two control methods. ((a) Dynamic

feedback control; (b) Geometry control)
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图 6    xoz 平面螺旋曲线跟踪轨迹
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3.2    跟踪频率变化圆周曲线

由于本文设计的控制器允许吊绳发生较大角度的振

荡, 因此当参考轨迹的曲线特征发生变化时, 能较快地实

现跟踪. 文献 [7]中基于分段控制方法设计的控制器, 当参

考轨迹发生变化时, 控制器首先抑制吊绳上产生的振荡,
待振荡消除后再执行轨迹跟踪, 因此其轨迹收敛速度较慢.
为了说明这一点, 选择频率变化的圆周曲线作为参考轨迹

对两种控制方法的跟踪效果进行验证. 曲线定义为
xl(t) = 5 cos

(
2π
T
t

)
yl(t) = 5 sin

(
2π
T
t

)
zl(t) = 0

(33)

2π π
1 rad/s 2 rad/s

(x, y, z, α, β) = (5, 1, 0, 1, 0)

其中, T 是圆周运动的周期, 仿真中 T 从  切换到  , 对
应的角频率从   到   .  载荷的初始状态为

 , 其他仿真参数不变, 轨迹跟

踪情况如图 9所示.
图 9(a) 是本文动态反馈控制方法得到的跟踪轨迹,

图 9(b)是文献 [7]中分段控制方法得到的跟踪轨迹. 其中
细实线是参考轨迹, 粗实线是载荷实际轨迹. 两图中载荷
轨迹逐渐趋近并跟踪参考轨迹, 都能实现轨迹跟踪的效果.
但分段控制方法产生的轨迹重合点滞后一些, 这说明其实
现轨迹跟踪需要的过程较长. 这一点也可以从两种控制方
法得到的误差收敛曲线看出来. 图 10(a), 图 10(b)分别是
两种控制方法轨迹误差收敛曲线. 从图中可以看出, 随着
参考轨迹频率的改变, 轨迹误差经过了两次收敛过程, 本

文动态反馈控制方法误差收敛时间大约在 3 s 左右, 而分

段控制方法误差收敛时间则接近 5 s, 这说明本文设计的控

制器在参考轨迹特征发生变化时能更快地实现轨迹跟踪.
这个特点在吊挂运输系统执行紧急任务时是很有必要的.

x, y

β
z

β

图 11 是跟踪过程中飞行器轨迹的变化曲线, 从图中

可以看出, 飞行器   坐标是正余弦曲线. 参考轨迹频率

切换后, 正余弦曲线的幅值减小, 频率增加, 同时 z 坐标也

减小. 这说明随着参考轨迹频率的增大,飞行器的频率同步

增加, 而飞行器轨道半径和竖直方向的高度同步减小. 这
是因为随着载荷频率增加, 运转角速度增大, 需要的向心

力更大. 这个更大的向心力通过增加绳与竖直方向的夹角

来提供. 图 12中   角变化曲线也反映出这一点. 频率切换

后, 绳与竖直方向夹角从 0.5 rad 增加到 1 rad. 在载荷 
坐标不变的情况下,    角增加就意味着飞行器高度降低.

4    结论与展望

本文研究了四旋翼吊挂运输系统在三维空间下的轨迹

跟踪问题. 得到的结论有: 1)运输系统可以分解为两个相

互耦合的子系统, 基于广义拉格朗日方法可以获得系统精

确的动力学模型; 2)运输系统具有平凡零动态, 因此是可

线性化和能控的; 3)采用标准的动态扩展算法可以将原系

统等价转化为总相对阶与系统维数相等的线性能控系统;
4)仿真结果表明所设计的控制器误差收敛时间短, 对参考

轨迹的频率变化具有自适应性, 能较好地实现系绳大角度

振荡情况下载荷轨迹的跟踪.
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图 7    螺旋曲线跟踪过程中控制力曲线

Fig. 7    Curve of the control force when tracking

a spiral curve
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图 8    螺旋曲线跟踪过程中系绳振荡角曲线

Fig. 8    Curve of swing angel on the cable when

tracking a spiral curve
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图 9    两种控制方法跟踪圆周曲线轨迹对比

(a)动态反馈控制方法; (b)分段控制方法

Fig. 9    Track a circle via two control methods. (a) Dynamic

feedback control; (b) Two-time-scale control
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对于一个非线性多变量系统, 需要满足什么条件以及

采用什么方法来实现精确反馈线性化, 经典非线性控制理

论中针对这些问题给出的解决方法比较复杂, 在实际应用

中较难实现. 本文结合微分平滑和动态反馈线性化理论提

出了一套简单可行的判断和实现方法. 该方法适合于一类

具有微分平滑性的多变量非线性系统. 后续研究将会考虑

将此方法扩展应用于多四旋翼协同运输问题, 这是解决单

四旋翼有效载荷不足的有效途径.
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图 10    两种控制方法跟踪圆周曲线误差收敛情况对比

((a)动态反馈方法; (b)分段控制方法)

Fig. 10    Position errors convergence when tracking a circle curve

via two control methods. ((a) Dynamic feedback control; (b)

Two-time-scale control)
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图 11    跟踪过程中四旋翼位置变化曲线

Fig. 11    Position curve of quadrotor when tracking
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