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工业物联网中的精确时钟同步:网络化控制理论观点

王 頲 1, 2 徐小权 1, 2 唐晓铭 1, 3 黄庆卿 1, 3 李永福 1, 3

摘 要 本文针对物联网中时变的时钟参数, 运用网络化控制理论观点, 通过对时钟状态建模的本质分析, 区别于 “相对时钟

建模”, 提出了全分布规模化时钟状态追踪卡尔曼滤波 (Kalman filtering). 考虑量测的丢失, 则扩展为追踪时钟参数的修正

Kalman filtering 算法. 我们提出了以 BMU (Basic measurement unit) 构建新的MMSE (Minimum mean square error) 等

价变换下的能观测性状态解耦量测模型, 新的量测模型能够实现MMSE 量测规模化扩展, 且理论上分析了时钟同步的条件和

计算了统计时钟同步误差的相应上界, 并且在时钟同步精度与潜在的通信网络质量间作出了量化均衡.
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Precise Clock Synchronization in Industrial Internet of Things:

Networked Control Perspective
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Abstract In this paper, aiming at the time-varying clock parameters in the internet of things, the fully distributed

scaled Kalman filtering for clock state tracking, which is different from the “relative clock modeling”, has been proposed

by using the point of view of the networked control theory through the essential analysis of the clock state modeling.

Considering the loss of measurement, it can be extended to the modified Kalman filtering algorithm for tracking the clock

parameters. We have proposed an observable state decoupling measurement model under a new MMSE (minimum mean

square error) equivalent transformation based on BMU (basic measurement unit). The new measurement model is able

to realize the scaled expansion of MMSE measurement, and theoretically analyze the conditions of clock synchronization

and calculate the corresponding upper bound of statistical clock synchronization error, and quantify the balance between

synchronization accuracy of clock and potential quality of the communication network.
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适合关键业务型工业物联网 (Industrial inter-
net of things, IIoT) 应用的工业无线传感器网络
(Industrial wireless sensor networks, IWSN) 需要
部署在典型严酷工业环境中, 具有关键要求[1]. 在
IIoT 中, 数据融合、能量管理、传输调度、定位和追
踪协议要求所有的节点运行在公共的时间基准[2].
通过使用统计信号处理观点, 很多时钟同步协议归
类为参数估计问题, 已经在不同的网络随机延迟分
布下, 评估了一些经典协议的性能[3]. 由于 IWSN
中存在许多不可靠的因素, 例如包延迟、丢失、节点
失效等, 导致这些同步协议算法的性能大大地降低,
甚至算法失败. 特别指出, 国内学者针对时钟同步问
题的前沿理论研究, 可参见文献 [4]. 国际前沿研究
中, 一致性算法[5−6] 在分析中没有考虑包延迟, 因
此, 在收敛的时钟参数中产生了大的均方误差. 在文
献 [7] 中, 鲁棒平均时间同步 (Robust average time
synchronization, RoATS) 提出来相应于边界通信
延迟, 以鲁棒的方法调节节点的时钟频率和时钟偏
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移. 在文献 [8] 中, 提出一组基于 2 阶一致性的随机
时钟同步协议. 已经证明, 在这样的方法下, 可以总
是调节算法参数, 且在概率均方意义下达到时钟同
步. 然而, 一致性算法[7−8] 不能在分析中量化消息延

迟的影响, 特别是包延迟. 作为耦合状态模型的相对
时钟模型依赖于交互平均以达到同步补偿或协作控

制过程. 因此, 已经存在的协议和一致性平均方法受
限于网络规模, 随着网络规模的扩展, 时钟同步收敛
性能将下降.

IIoT 在规模网络下分布式精确时钟同步问题仍
然是处于目前的研究热点. 作为耦合状态模型的相
对时钟状态模型依赖于协作控制过程. 受限于网络
尺寸的一致性时钟同步方法的收敛率研究集中在收

敛性 (稳定性), 难以量化和分析收敛率, 特别是对于
不可靠网络.
当存在消息延迟时 (固定时延), 用于文献 [2] 的

卡尔曼滤波 (Kalman filtering) 导出了用于时钟偏
移追踪的消息传递方法 (双向信息交换). 事实上, 文
献 [2] 的时钟模型具有新的不同本质 (节点的时钟
状态依赖于状态空间模型度量下自身节点状态的噪

声扰动). 文献 [2] 的绝对时钟模型建模为解耦状态
模型, 但量测模型仍然是绝对状态的辅助量测过程.
事实上, 存在状态耦合关系. 根据现代控制理论观
点, 通过分析文献 [2], 发现无法满足系统的能观测
性 (更坚实的理论依据参见附录 A). 因此本文首先
针对绝对时钟模型的能观测性的问题.
考虑包丢失 (过度的延迟被认为是丢失) 和节

点失效作为节点量测信息丢失, 为了量化丢失的
量测信息的影响, 已经广泛地采用两类通道模型:
1) 独立同分布 (Independent and identically dis-
tributed, i.i.d.) 模型, 建模包丢失过程为一个独立
同分布过程[9]; 2) 在马尔科夫模型下, 包处理过程描
述为二元马尔科夫链[10].

在独立同分布 (i.i.d.) 模型下, 文献 [2] 和文献
[11−13] 集中在间隙卡尔曼滤波的稳定性, 此时仅一
个传感器传输它的原始量测, 且存在一个临界丢包
率. 在临界丢包率以上, 状态估计误差协方差矩阵的
均值将发散为无穷[9]. 在文献 [9] 中, 也给出了临界
丢包率的上界和下界. 对于一般的向量系统, 众所周
知难以显式地表达临界丢包率. 也是源于处理文献
[9] 的局限性, 文献 [13] 中对于一步可观测系统下界
可显示为 “紧” 的, 包括文献 [12] 中所示的非退化系
统. 然而, 文献 [14] 中的一个反例显示临界丢包率严
格地位于下界和上界之间.
针对含多传感器的网络化状态估计问题, 许多

研究者广泛研究了针对不同传感器, 约束于可能不
同的包丢失情形[15−20]. 在文献 [21] 中, 开发了一种
新的回归矩阵技术, 用于研究针对于 MMSE (Min-

imum mean square error) 估计器的必要与充分稳
定条件, 它适用于单一传感器和多传感器情形.
在 “工业物联网” 的前期研究中, 文献 [4] 针对

不可靠量测的 “相对时钟模型”, 基于适合在线运算
的 Tubes-MPC (Model predictive control) 控制方
法完成 “指数收敛性” 量化分析. 文献 [1] 已经开展
的工业物联网 TDMA (Time division multiple ac-
cess) 确定性调度算法中, 维护高可靠性的时间精度
具有重要意义. 文献 [22] 作为本文重要研究背景的
“工业物联网” 精确时钟同步的紧时隙需求, 本文提
出的 MMSE 等价变换能观测性观测模型符合噪声
量测的实际应用模型, 对文献 [22] 的理想观测器进
行了深度分析扩展.
本文的建模与适用性: 1) 建模特点: 文献 [2]

的网络拓扑来源于实际的网络应用拓扑结构 (如
工业无线 ISA100、WirelessHart、WIA-PA 中的
Mesh 网络拓扑), 具体的网络协议可参考前期文献
[22−24] 和文献 [25]. 2) 协议特点: 对于本文及文
献 [2] 的分布式网络拓扑 (全分布、短时延 Cyber-
Physical 环境要求), 具体应用于无线 Mesh 网络
(Wireless mesh network, WMN)[23−24], 将在工业
物联网 TDMA 独立时隙间实现无冲突的数据传输,
以有效提高资源利用率[25].

为了不依赖于特定的相对参考节点或网络结构,
文献 [2] 中绝对状态模型建模为绝对状态空间模型,
状态相对于本地时钟的理想状态 (状态空间 “0”点).
本文通过对文献 [2] 的 “能观测性” 的分析, 建立了
MMSE 等价变换的能观测性观测模型, 观测模型的
能观测性是系统状态确定性估计的必要条件. 由提
出的新的解耦观测模型, 建立了基于文献 [2, 15] 的
规模网络的修正的卡尔曼滤波, 建立了时钟同步的
量化分析的收敛条件.
本文的主要贡献是:
1) 基于前期的研究[4, 22, 26−27], 本文基于卡尔曼

滤波的精确时钟同步研究, 从 “网络化控制理论观
点” 准确定位文献 [2] 的研究实质 (参见命题 1), 分
析了双向信息交换的物理量测模型和在 BMU (Ba-
sic measurement unit) 下建立的适用于大规模网络
的 “能观测性” 精确量测模型.

2) 通过使用 MMSE 等价能观测性量测模型,
能够得到确定性的绝对状态的估计值 (基于理想状
态 (1, 0)). 能够解除节点间的状态耦合与控制耦合.
时钟同步问题被转化为对于本地时钟理想状态 (1,
0) 的分布式卡尔曼滤波精确设定点状态追踪问题.

3) 通过MMSE 等价能观测性的状态解耦的量
测模型, 实现了对工业物联网的时钟同步精度的量
化分析.

注 1. 本文使用有 N 个传感器节点 {S1, S2,
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· · · , SN} 的网络为研究对象, 对于任意节点 Si, i ∈
{1, 2, · · · , N}. Ni 表示 Si 的邻居节点集合, Ni =
{Ni(j) = mj|m1, · · · ,mj, · · · ,m|Ni|} (mj ∈ Ni,
j ∈ {1, · · · , |Ni|}); Nj 表示 Sj 的邻居节点集合,
Nj = {Nj(o) = mo|m1, · · · ,mo, · · · ,m|Nj |} (mo ∈
Nj, o ∈ {1, · · · , |Nj|}). N[i] 表示包含 Si 及其邻居

节点的局部子系统, N[i] = {Ni, i}, 元素个数 |N[i]|
= |Ni|+ 1. (·)M×N 表示任意M 行 N 列的矩阵.
注 2. 不可靠量测丢包变量定义, 参见表 1.

表 1 不可靠量测丢包变量定义

Table 1 Definition of unreliable packet loss variables

名称 定义

π
{i,j}
i,k 描述 Si 和 Sj 间第 k 次信息交换. 交换成功, 则 π

{i,j}
i,k =

1; 否则 π
{i,j}
i,k = 0. 多链路下, Si 与任意邻居 Smj

间则

为 π
{i,mj}
i,k

φi,j 描述 Si 和 Sj 间的接收概率, P (π
{i,j}
i,k = 1) = φi,j ,

P (π
{i,j}
i,k = 0) = 1 − φi,j . 多链路下, Si 与任意邻居

Smj
间则为 φi,mj

χ 表示一个同步周期, Si 与 |Ni| 个邻居的 |Ni| 次信息交换
中, 丢包组合 χ = {χ1, χ2, · · · , χg, · · · , χ

2|Ni| |g ∈ {1,
2, · · · , 2|Ni|}}, χg 为第 g 种丢包情况, 共 2|Ni| 种

π
{i,mj}
i,g,k 描述第 k 个采样周期第 g 种丢包情况时 (χg), Si 与 Smj

信息交换是否成功地取值. 若成功, π
{i,mj}
i,g,k = 1, 否则

π
{i,mj}
i,g,k = 0

Li,g,k 如 π
{i,mj}
i,g,k , 则 Li,g,k = diag{π{i,m1}

i,g,k , · · · , π
{i,mj}
i,g,k ,

· · · , π
{i,m|Ni|}
i,g,k }, 表示 Si 与所有邻居在 χg 情况时的

丢包系数矩阵

ηi,g,k 与所有邻居在 χg 时的概率 ηi,g,k =
∏|Ni|

j=1 αi,mj,k

αi,mj,k 表示 Si 与 Smj
信息交换概率

αi,mj,k =





φi,mj
, 若 π

{i,mj}
i,k = 1

1− φi,mj
, 若 π

{i,mj}
i,k = 0

γi,g,k 第 k 步绝对量测信息 γi,k 在 χg 情况时的具体表达式,

γi,g,k 为构造的值, 实际量测中不可获得

zi,g(k) 第 k 步相对量测信息 zi(k) 在 χg 情况时的具体表达式,

zi,g(k) 为一个实际中能够量测的值

1 系统解耦状态模型

文献 [2] 中, 考虑了传感器时钟偏斜和累积时钟
偏移的演化模型

xi(k) = Aixi(k − 1) + bi + wi(k) (1)

时钟状态 xi(k) =

[
βi(k)
ϑi(k)

]
, βi(k) 和 ϑi(k) 分

别是在第 k∆ 次采样中的瞬时偏斜和累积偏移.

状态转移矩阵 Ai =

[
1 0

∆τ0 1

]
, wi(k) 是高斯

噪声, 且均值为 0 和协方差矩阵 Qi = σ2
q ×[

∆ 0
0 ∆(∆ + 1)(2∆ + 1)τ 2

0 /6

]
, 并且状态转移常数

bi =

[
0

−∆τ0

]
. τ0 是采样周期, ∆τ0 (∆ À 1) 称为

同步周期.
为了达到全网的时钟同步, 所有节点的时钟读

数 ci(k) 必须被调节为公共的值. 假定 UTC (Uni-
versal time coordinated) 作为准确的参考时间, 也
就是 β(k) = 1 和 ϑ(k) = 0, 并且基于离散时钟读数
模型 ci(k) = k∆τ0 + ϑ(k− 1) + [β(k− 1)− 1]∆τ0,
全网时钟同步任务将对应于 UTC 追踪时变的时钟
偏斜 {βi(k)}N

i=1 和累积偏移 {ϑi(k)}N
i=1. 对比于文

献 [2], 假定节点 S1 为具有准确时钟的参考节点实

现绝对时钟量测模型是不合理的 (更坚实的理论依
据参见附录 A). 方程 (1) 中的节点时钟状态建模源
于自身节点扰动的物理模型 (而不依赖于其他节点),
称方程 (1) 为绝对时钟状态模型.

2 本地能观测性解耦观测器

2.1 大规模系统本地观测器

现有研究均采用相对时钟状态模型, 及相对时
钟量测模型以获取时钟状态的观测值. 因采用相对
时钟模型, 则收敛性能依赖于网络规模. 本节将讨论
我们提出的从文献 [2] 的绝对状态空间模型出发, 构
建能观测性系统量测方程的新方法.

节点 Si 和它的邻居节点 Sj 之间的双向时间戳

交换如图 1. 不同于文献 [2], 我们在量测关系上平
等地对待 Si 和 Sj, 例如式 (10), 同时存在 z

{i,j}
i,k 和

z
{j,i}
j,k .
事实上, IWSN 有一系列的不可靠的因素, 会对

时间戳丢失产生影响. 因此, 我们必须考虑时间戳丢
失的影响 (全面的丢包假设参见文献 [21, 28]; 可扩
展说明参见第 3 节). 在一轮双向信息交换过程中
(如图 1 所示), 无论哪一部分的时间戳丢失, 它将影
响时间戳交换轮次的成功, 只要两个相邻节点在有
限的时间内没有接收到相应的时间戳, 就认为这一
轮时钟信息交换失败, 也就是说, 包发生了丢失.
对于时间戳交换事件仅有两种情形: 交换成功

或者失败[15]. 使用伯努利随机变量 π
{i,j}
i,k (π{j,i}j,k =

π
{i,j}
i,k ) 描述节点 Si 和节点 Sj 间第 k 次信息交换的

丢包事件. 如果成功, 则 π
{i,j}
i,k = 1; 否则 π

{i,j}
i,k = 0

(见表 1). 假定随机变量 π
{i,j}
i,k (k ∈ N) 遵守独立同
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分布[15], 则 P (π{i,j}i,k = 1) = φi,j, P (π{i,j}i,k = 0) = 1
− φi,j, φi,j 为节点 Si 和节点 Sj 间的接收概率; 假
定随机变量 π

{i,j}
i,k 和 π

{l,n}
l,k 彼此独立 (l 6= i且 n 6= j

或 l 6= j 且 n 6= i), 则 P (π{i,j}i,k π
{l,n}
l,k ) = P (π{i,j}i,k ) ×

P (π{l,n}l,k ).

图 1 一组时钟信息交换过程 (z
{i,j}
i,k 和 z

{j,i}
j,k

互为对称量测信息)

Fig. 1 A set of clock information exchange processes

(z
{i,j}
i,k and z

{j,i}
j,k are symmetrical measurement

information each other)

2.1.1 问题的提出

根据附录 A 的详细分析, 文献 [2] 利用双向信
息交换机制建立的系统量测模型, 结合完全解耦的
节点时钟状态转移方程 (1), 由此得到的系统时钟状
态空间模型, 无法满足系统状态的能观测性.
由附录 A, 从现代控制理论视点, 对于子系统的

量测模型, 不管是一对邻居节点的一组量测, 还是多
对邻居节点的多组量测, 子系统的量测矩阵 C 都不

可逆, 即根据当前步的观测值不能马上确定系统当
前步的状态, 进一步得知子系统的能观测性矩阵Wo

的秩不为 2|N[i]| (Rank(Wo) = 2|N[i]| − 2), 即无论
多少组观测值都不能确定子系统当前步的状态, 换
句话说, 子系统是不可观测的.

2.1.2 物理过程分析、策略、MMSE等价变换

根据现代控制理论, 通过量测值确定系统内部
的状态, 正确地选择合适的量测模型是保证系统能
观测性的关键. 为此, 我们引入 BMU, 深入研究双
向信息交换的物理过程本质, 希望能够建立一个辅
助的绝对时钟量测模型.

结合辅助量测模型, 通过线性变换, 将文献 [2]
的相对量测模型转换为一个具有 MMSE 性能等价
的解耦量测模型, 从而保证系统的能观测性. 参考这
个等价变换过程, 构造一个修改的卡尔曼滤波观测

器. 将其描述为下面的定理 1.
定理 1. 考虑式 (8), (10), (11)和式 (15), BMU

的能观测性已构建 MMSE 等价性能量测的必要条
件: 建立方程 (8)∼ (16) 为系统能观测性量测模型
的演化线索. 在 BMU 分析模型下, 构造符合物理
过程的辅助量测模型, 通过MMSE 量测性能等价变
换, 建立实现子系统能观测性的量测模型, 实现子系
统的能观测性.
已经证明 (参见定理 2), 通过将方程 (11) 中的

独立量测噪声线性转换为相关量测噪声 (由文献 [29,
6.6 节] 信号处理实例, 易获得量测 “相关噪声” 的
理解). 运用分布式卡尔曼滤波能够实施 MMSE 量
测.
证明.
1) 能观测性策略. BMUs 能观测性的清晰证明

可以参考附录 B. 这一部分是方程 (8)∼ (16) 实现能
观测性证明的精炼版本, 提示我们理解关键点.

2) 能观测性的量测模型 –物理过程分析. 这一
部分将分析双向信息状态量测的物理模型与MMSE
等价线性变换.

对于时钟读数模型, 可以表达为标准时间和累
积时钟偏移形式

ci(k) = k∆τ0 + ϑi(k) (2)

根据如图 1 所示的信息交换的过程, 仅考虑信息交
换各自时间之间的关系, 也就是 T

{i,j}
2,k 和 T

{i,j}
3,k 间,

T
{i,j}
1,k 和 T

{i,j}
4,k 间的关系, 能够得到下面的方程

π
{i,j}
i,k T

{i,j}
1,k = π

{i,j}
i,k [k∆τ0 + ϑi(k)] (3)

π
{i,j}
i,k T

{i,j}
2,k = π

{i,j}
i,k [k∆τ0 + dij + X

{i,j}
k + ϑj(k)]

(4)

π
{i,j}
i,k T

{i,j}
3,k = π

{i,j}
i,k [k∆τ0 + dij + X

{i,j}
k +

D + ϑj(k)] (5)

π
{i,j}
i,k T

{i,j}
4,k = π

{i,j}
i,k [k∆τ0 + 2dij + X

{i,j}
k +

Y
{i,j}

k + D + ϑi(k)] (6)

当节点 Si 在第 k 次同步周期发送时钟信息时,
这里 k∆τ0 是参考时间, 而 dij 是节点 Si 和 Sj 间的

固定时延 (且 dij 是对称的
[2, 4]), D 是量测节点 Sj

发送应答信息的相应时间; X
{i,j}
k 是在节点 Si 和节

点 Sj 传输过程的随机时延; Y
{i,j}

k 是在节点 Sj 和

节点 Si 传输过程的随机时延. ¤
注意到, 由统计信号处理的建模观点, 由文献

[29] 中的 6.6 节, 文献 [2] 的建模参数能够通过技术
方法获得 (例如, 量测方程 (文献 [2] 中的式 (17)) 的
噪声量测的统计方差). 而观测方程 (7) 和 (8) 则无



1724 自 动 化 学 报 47卷

法直接获得. 因此, 文献 [2] 中的式 (17) 做为建模的
假设前提是合理的.

1) 辅助参考绝对量测状态是真实存在的, 但不
可直接获得

考虑随机时延X
{i,j}
k 和Y

{i,j}
k ,包含几个相互独

立的随机过程, 按照中心极限定理, X
{i,j}
k 和 Y

{i,j}
k

符合高斯延迟模型. 文献 [30] 证实了将随机时延建
为高斯分布模型的置信度为 99.8%. 因此, 假设随
机时延 X

{i,j}
k 和 Y

{i,j}
k 服从均值为 0, 方差为 σ2

v 的

高斯分布. 根据式 (3) 和式 (6), 节点 Si 的观测方程

为

γ
{i,j}
i,k = π

{i,j}
i,k [T {i,j}1,k + T

{i,j}
4,k −

2k∆τ0 − 2dij −D] =

π
{i,j}
i,k [2ϑi(k) + X

{i,j}
k + Y

{i,j}
k ] (7)

如果每一个节点 Sj 从节点 Si 处接收到发送的

信息, 响应立即给出, 我们能够使 D = 0. 关于节点
Si 邻居的所有的观测方程 (7) 组集在一起, 能够得
到

γi,k = πi,k[Mix(k) + ζi(k)] (8)

式中, x(k) = [xT
1 (k), · · · ,xT

i (k), · · · ,xT
N(k)]T ∈

R2N×1 是全局状态向量; πi,k = diag{π{i,m1}
i,k , · · · ,

π
{i,mj}
i,k , · · · , π

{i,m|Ni|}
i,k } ∈ R|Ni|×|Ni| 是丢包矩

阵; γi,k = [γ{i,m1}
i,k , · · · ,γ

{i,mj}
i,k , · · · ,γ

{i,m|Ni|}
i,k ]T ∈

R|Ni|×1 是系统的状态量测; Mi ∈ R|Ni|×2N 是量

测矩阵, 满足 Mi(j, m) =

{
2, 若m = 2i

0, 否则
; ζi(k)

= [ζi,m1(k), · · · , ζi,mj
(k), · · · , ζi,m|Ni|(k)]T ∈ R|Ni|

是量测噪声, 假定一次量测中节点 Si 与所有邻居节

点进行信息交换的量测噪声相同, 则可改为 ζi,m1(k)
= · · · = ζi,mj

(k) = · · · = ζi,m|Ni|
(k), 符合 0 均值和

协方差 Rζi
.

针对节点 Si 的局部子系统的绝对时钟状态量

测方程可表达为

γi,k = πi,k[M̃ixxxN[i](k) + ζi(k)] (9)

式中, xN[i](k) = Λixxx(k) ∈ R2|N[i]|×1 表示局部子

系统时钟状态向量, 包含节点 Si 及其所有邻居节

点 Smj
的状态向量, 且 xN[i](k) = Λixxx(k); 量测

系数向量 M̃i = MiΛΛΛT
i = [M̃T

i,m1
, · · · ,M̃T

i,mj
, · · · ,

M̃T
i,m|Ni|

]T 是矩阵Mi 排除所有节点 Si 非邻居节点

对应列后的约化矩阵. 且 Λi ∈ R2|N[i]|×2N 是对应

于节点 Si 的提取矩阵, 满足

Λi(n,m) =




1, 若 n 是奇数, m = 2N[i]([n
2
])− 1

1, 若 n 是偶数, m = 2N[i]([n
2
])

0, 否则

式中, n ∈ {1, 2, · · · , 2|N[i]|}, 且 m ∈ {1, 2, · · · ,
2N}.

因为存在标准时间 k∆τ0 和固定时延,不能直接
获得 γi,k, 因此, 需要另一个量测模型. 根据式 (3)∼
(6), 我们能够得到节点 Si 的观测模型 (对称量测信
息 z

{j,i}
j,k 可以通过另一组时间戳获得, 存在于辅助量

测节点中)

z
{i,j}
i,k = π

{i,j}
i,k [(T {i,j}2,k + T

{i,j}
3,k )−

(T {i,j}1,k + T
{i,j}
4,k )] =

π
{i,j}
i,k [2ϑj(k)− 2ϑi(k) + X

{i,j}
k − Y

{i,j}
k ]

z
{j,i}
j,k = π

{j,i}
j,k [(T {j,i}2,k + T

{j,i}
3,k )−

(T {j,i}1,k + T
{j,i}
4,k )] =

π
{j,i}
j,k [2ϑi(k)− 2ϑj(k) + X

{j,i}
k − Y

{j,i}
k ]

(10)

2) 双向信息交换、采集辅助相对状态量测
以节点 Si 为中心的所有观测方程 (10) (即方程

组 (10) 的第 1 个方程) 进行组集:

zi(k) = πi,k[Hixxx(k) + υi(k)] (11)

式中, zi(k) = [z{i,m1}
i,k , · · · ,z

{i,mj}
i,k , · · · , z

{i,m|Ni|}
i,k ]T

∈ R|Ni| 是系统的状态量测. 在实际中, z
{i,mj}
i,k 和对

应的对称量测信息 z
{mj ,i}
mj ,k , 用于更新绝对状态辅助

量测, 并通过辅助量测的更新消息彼此互传 (参见附
录 B). Hi ∈ R|Ni|×2N 是量测矩阵, 满足

Hi(j, m) =





−2, 若 m = 2i

2, 若 m = 2Ni(j)

0, 否则

υυυi(k) ∈ R|Ni| 是量测噪声, 符合 0 均值和协方差矩
阵为RRRυi

.
注意到矩阵 HHH i 的特殊结构, 能够从观测模型

(11) 中提取它自身节点和所有邻居节点的状态

zi(k) = πi,k[H̃ixxxN[i](k) + υi(k)] (12)

式中, H̃i ∈ R|Ni|×2|N[i]| 是局部子系统的观测矩阵,
且 H̃i = HiΛΛΛT

i .
3) 组集参考绝对量和相对量的量测
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对于所有 Si, 式 (8) 和式 (11) 作为行交替地组
集在一起, 我们能够得到全局量测模型

Z(k) = λ(k)[Gx(k) + $(k)] (13)

式中, λ(k) = blkdiag{(λ1(k), · · · , λi(k), · · · ,

λN(k)} 是全局丢包矩阵, λi(k) = diag{π{i,m1}
i,k ,

π
{i,m1}
i,k , · · · , π

{i,mj}
i,k , π

{i,mj}
i,k , · · · , π

{i,m|Ni|}
i,k ,

π
{i,m|Ni|}
i,k )}; Z(k) = [ZT

1 (k), · · · ,ZT
i (k), · · · ,

ZT
N(k)]T 是状态量测, Zi(k) = [γ{i,m1}

i,k ,z
{i,m1}
i,k , · · · ,

γ
{i,mj}
i,k , z

{i,mj}
i,k , · · · ,γ

{i,m|Ni|}
i,k ,z

{i,m|Ni|}
i,k ]T ∈R2|Ni|;

G(k) = [GT
1 (k), · · · ,GT

i (k), · · · ,GT
N(k)]T 是量测

矩阵.
另 外, $(k) = [$T

1 (k), · · · ,$T
i (k), · · · ,

$T
N(k)]T 是 0 均值, 方差为R$ 的高斯噪声, R$ =

blkdiag{R$1 ,R$2 , · · · ,R$N
}, $i(k) ∈ R2|Ni| 是

0 均值, 且方差为R$i
∈ R2|Ni|×2|Ni| 的高斯噪声.

4) 局部子系统量测的MMSE 等价线性变换
在双向信息交换和对称量测信息条件下, 因为

π
{j,i}
j,k = π

{i,j}
i,k , 对量测模型 (13) 实施线性行变换,

能够得到特定结构的新的量测模型

Y (k) = λ(k)[Γx(k) + ψ(k)] (14)

式中, Y (k) = [Y T
1 (k), · · · ,Y T

i (k), · · · , Y T
N (k)]T

是状态量测, Yi(k) = PiZZZ(k) ∈ R2|Ni|; Γ =
[ΓT

1 , · · · ,ΓT
i , · · · ,ΓT

N ]T 是量测矩阵, Γi = PiGGG ∈
R2|Ni|×2N , 满足 Γi(n,m) =

{
2 若 m = 2i

0 否则
.

另外, ψ(k) = [ψT
1 (k), · · · , ψT

i (k), · · · ,

ψT
N(k)]T 是 0 均值, 方差为 Rψ 的高斯噪声, ψi(k)

= Pi$$$(k) ∈ R2|Ni|×1 且方差为Rψ = PR$P T, 其
中 P (k) = [P T

1 (k), · · · , P T
i (k), · · · ,P T

N (k)]T, 且 P

是可逆矩阵, Pi ∈ R2|Ni|×2
∑N

i=1 |Ni|.

Pi(n,m) =





1, 若 n 是偶数, j = Ni([n
2
]),

i = Nj(o) 且 m =∑j−1

k=1 2|Nk|+ 2o− 1

(−1)n−1, 若 m =
∑i−1

k=1 2|Nk|+ n

0, 否则

式中, n ∈ {1, 2, · · · , 2|Ni|}, m ∈ {1, 2, · · · ,∑N

k=1 2|Nk|}. Nj(o) 参见注 1. Pi(n,m) 直观的
理解参见附录 D-2 中的 “物理变换矩阵”.

5) 能观测性系统量测方程
在实际的大规模网络中, 通过使用方程 (13) 的

信息交换, 能够实现如方程 (14) 所示的 MMSE 等
价变换 (附录 B). 为了证明量测方程 (11) 在辅助量

测方程 (8) 的协助下存在MMSE 量测性能解耦, 对
应于式 (11), 在式 (14) 中抽取偶数行, 我们得到一
个解耦的量测方程, 在MMSE 量测的等价变换上等
价于能观测性方程 (13)∼ (15).

yi,k = πi,k[Cix(k) + νi(k)] (15)

式中, yi,k = ViYYY i ∈ R|Ni| 是系统状态量测; Ci =
ViΓΓΓi ∈ R|Ni|×2N 是量测矩阵, 满足

Ci(j, m) =

{
2, m = 2i

0, 否则

νi(k) = Viψψψi ∈ R|Ni| 是量测噪声, 符合 0 均值和协
方差矩阵 Rνi

= E[νi(k)νT
i (k)] = ViPPP iRRR$P T

i VVV T
i ,

并且 Vi ∈ R|Ni|×2|Ni| 是对应于节点 Si 的提取矩阵,
满足

Vi(j, m) =

{
1, 若 m = 2j

0, 否则

注意到矩阵 Ci 的特殊结构, Ci 中对应于其他

节点的值 (除了 Si) 是 0. 因此, 对于节点 Si 的解耦

量测模型为

yi,k = πi,k[C̄ixxxi(k) + νi(k)] (16)

式中, C̄i 是解耦量测矩阵, C̄i =




0 2
0 2
...

...


 ∈ R|Ni|×2.

为了区分观测方程 (11) 和 (15), 我们称观测方
程 (11) 是耦合观测方程, 且观测方程 (15) 是解耦观
测方程. 在下面的设计过程中, 将解耦观测方程视为
理论分析工具.

定理 2. 在 BMU 能观测性量测模型的必要条
件下, 系统存在MMSE 性能等价变换.

证明.
1) 基于 BMU的MMSE等价变换 (拆分观点).
证明参见附录 C.
2)多量测 BMU的MMSE等价变换 (含丢包矩

阵的拆分观点).
证明参见附录 D. ¤

2.2 含量测丢包的卡尔曼滤波

对于本文的多链路观测模型, 任一节点 Si 共

有 |Ni| 个邻居节点, 则在对称双向信息交换时钟同
步机制下的一次时钟同步信息交换中, Si 共进行了

|Ni| 次信息交换. 其中每一次信息交换都有可能会
发生丢包事件, χg 表示第 g 种丢包情况 (参见表 1).
由 Li,g,k = diag{π{i,m1}

i,g,k , · · · , π
{i,mj}
i,g,k , · · · ,

π
{i,m|Ni|}
i,g,k } (Li,g,k 参见附录D-1),将式 (9)和式 (12)
扩展为
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γi,g,k = Li,g,k × M̃i,kxN[i](k) + ζi(k) =

M̃i,g,kxN[i](k) + ζi,g(k) (17)

zi,g(k) = Li,g,k × H̃i,kxN[i](k) + υi(k) =

H̃i,g,kxN[i](k) + υi,g(k) (18)

式中, M̃i,g,k = Li,g,k[M̃
{i,m1}
i , · · · , M̃

{i,mj}
i , · · · ,

M̃
{i,m|Ni|}
i ]T 和 H̃i,g,k = Li,g,k[H̃

{i,m1}
i , · · · ,

H̃
{i,mj}
i , · · · , H̃

{i,m|Ni|}
i ]T 表示绝对和相对量测矩

阵 M̃i 和 H̃i 中含丢包信息交换下的量测矩阵, 其
中 ζi,g(k) = Li,g,k[ζi(k), ζi(k), · · · ]T 和 υi,g(k) =
Li,g,k[υi(k),υi(k), · · · ]T 表示量测噪声.

根据式 (16)∼ (18), 可得 χg 下的能观性量测方

程

yi,g,k = C̄i,g,kxi(k) + νi,g(k) (19)

式中, C̄i,g,k = Li,g,k[C̄
{i,m1}
i , · · · , C̄

{i,mj}
i , · · · ,

C̄
{i,m|Ni|}
i ]T 表示解耦量测方程的量测矩阵 C̄i 中

含丢包信息交换下的量测矩阵, νi,g(k) = Li,g,k ×
[νi(k),νi(k), · · · ]T 表示量测噪声, Rνi,g,k

表示量测

噪声协方差, Rνi,g,k
= Li,g,k ×Rνi,k

.
使用解耦观测模型 (15) 和耦合观测模型 (11),

能够建立解耦观测器和耦合观测器. 并针对观测器
量测的MMSE 性能等价变换进行了深入分析. 不同
于文献 [2], 已严格证明存在卡尔曼滤波的 MMSE
等价变换 (参见定理 2).
考虑系统的状态空间方程 (1) 和解耦观测模型

(16), 沿着文献 [9, 15] 中的分析, 我们组合了所有的
丢包情形, 并创建了修正的卡尔曼滤波:

x̂i(k|k − 1) = Ax̂i(k − 1|k − 1) + bi (20)

Pi(k|k − 1) = APi(k − 1|k − 1)AT + Qi (21)

x̂(k|k) = x̂(k|k − 1)+

Ki,g,k[yi,g,k − C̄i,g,kx̂i(k|k − 1)]
(22)

Ki,g,k = Pi(k|k − 1)C̄T
i,g,k(C̄i,g,kPi×

(k|k − 1)C̄T
i,g,k + Rνi,g,k)−1 (23)

Pi(k|k) = Pi(k|k − 1)−
Ki,g,kC̄i,g,kPi(k|k − 1) (24)

式中, x̂i(k|k) 和 x̂i(k|k − 1) 表示 k 时刻的估计状

态和预报状态, 且 Pi(k|k) 和 Pi(k|k − 1) 是后向和
前向误差协方差矩阵. 集散式观测器 (20)∼ (24) 用
于理论分析.

考虑系统状态方程和第 3.1.2 节中耦合量测方
程 (12), 以及辅助绝对量测方程 (9), 能够建立修正

的分布式卡尔曼滤波. 耦合量测方程 (12) 仅处理它
自身节点和所有邻居节点的状态. 修正卡尔曼滤波
的量测更新将写为下面的分布式形式

x̂i(k|k) = x̂i(k|k − 1) + Ki,g,k[(γNi,g,k −
M̃Ni,g,kx̂N[i](k|k − 1))(zi,g(k)−
H̃i,g,kx̂N[i](k|k − 1))] (25)

式中, γNi,g,k = Li,g,k × γNi,k = Li,g,k[γ
{m1,i}
m1,k ,

· · · , γ
{mj ,i}
mj ,k , · · · ,γ

{m|Ni|,i}
m|Ni|,k

]T, γ
{mj ,i}
mj ,k 是节点 Smj

的绝对状态量测信息, 且 M̃Ni,g,k = Li,g,k

× M̃Ni
= Li,g,k × [M {m1,i}

m1
, · · · ,M

{mj ,i}
mj , · · · ,

M
{m|Ni|,i}
m|Ni| ]TΛΛΛT, M

{mj ,i}
mj 是量测矩阵 Mmj

对应

于 γ
{mj ,i}
mj ,k 的行.
注 1. 在实际算法中, 实际将用 γ̄Ni,k 替

换 γNi,k, 满足 γ̄Ni,k+1 = γ̄Ni,k + zNi,k − zNi,k+1,
γ̄Ni,0 = [(T {m1,i}

1,0 + T
{m1,i}
4,0 − 2dm1,i), · · · , (T {mj ,i}

1,0

+ T
{mj ,i}
4,0 − 2dmj ,i), · · · , (T

{m|Ni
|,i}

1,0 + T
{m|Ni|,i}
4,0 −

2dm|Ni|,i
)]T − D 和 ZNi,k = [z{m1,i}

m1,k , · · · ,z
{mj ,i}
mj ,k ,

· · · , z
{m|Ni|,i}
m|Ni|,k

]T.

ηi,g,k (参见表 1) 满足 ηi,g,k =
∏|Ni|

mj=1 αi,mj ,k,

其中, αi,mj ,k =

{
φi,mj

, π
{i,mj}
i,k = 1

1− φi,mj
, π

{i,mj}
i,k = 0

, 则根据

式 (24) 和式 (25), 可以分别求出节点状态估计
值 x̂i(k|k) 和估计误差协方差值 E[x̂(k|k)] 的期望
Pi(k|k) 和 E[x̂i(k|k)]. 用更新的期望值作为下一次
更新的初始值, 可以得到

Pi(k|k) = Pi(k|k − 1)−
2|Ni|∑
g=1

ηi,g,kKi,g,kC̄i,g,kPi(k|k − 1) (26)

x̂i(k|k) = x̂i(k|k − 1) +
2|Ni|∑
g=1

ηi,g,kKi,g,k ×

[yi,g,k − C̄i,g,kx̂i(k|k − 1)] (27)

代入耦合量测方程 (12), 以及辅助绝对量测方程 (9)

x̂i(k|k) = x̂i(k|k − 1) +
2|Ni|∑
g=1

ηi,g,kKi,g,k[(γNi,g,k −

M̃Ni,g,kx̂N[i](k|k − 1))(zi,g(k)−
H̃i,g,kx̂N[i](k|k − 1))] (28)

3 时钟同步长期运行稳定性统计边界

在绝对时钟建模 (通过必要的基础性噪声建模,
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以量化时钟同步精度, 方便用于大数据分析) 的基础
上, 能够得到基本包丢失假设模型下的时钟同步精
度分析的保守边界. 更多引入 Markov 等包丢失模
型[21], 将进一步细化时钟同步精度的边界分析.

我们已经提出与模型具有 MMSE 量测性能等
价的解耦模型 (16). 子系统中心节点的 MMSE 优
化性能 (通过邻居辅助测量节点) 与系统中其他子
系统中心节点的MMSE 优化性能一致 (相邻子系统
有重叠). 因此, 本节针对本地子系统中节点的 “可靠
性边界” 分析能够应用于全局系统中的所有节点.

卡尔曼滤波稳定性依赖于误差协方差矩阵

Pi(k) = Pi(k|k − 1) 收敛于某一有限矩阵. 从前
面的讨论, 我们知道量测更新式 (27) 和式 (28) 在量
测丢失的情形下, 理论上是MMSE 性能等价的, 且
将式 (23) 和式 (26) 代入式 (21)

Pi(k + 1) = APi(k)AT + Qi−
2|Ni|∑
g=1

ηi,g,kAPi(k)C̄T
i,g,k(C̄i,g,kPi(k)×

C̄T
i,g,k + Rνi,g,k)−1C̄i,g,kPi(k)AT

(29)

我们知道, 对于没有量测丢失的理想通信网络
(πi,k = I), 偶对 (A,Qi) 的稳定性和偶对 (A, C̄i)
的可检测性能够确保 Pi(k) 从任一初始条件收敛
为唯一值[31]. 在量测丢失的情形, 对于给定的初
始条件 Pi(0), 沿着时间传播的误差协方差矩阵
{Pi(k)}∞0 (按时间排列的序列) 是一个随机过程.
考虑平均意义上的收敛, 也就是, 当 k → ∞ 时,
E[Pi(k + 1)] = E[E[Pi(k + 1)|Pi(k)]] ≤ ∞, 且如文
献 [15] 中那样, 建立相应的收敛条件和稳定域边界.
如文献 [15] 那样, 我们以如下定理的形式给出收敛
条件:
定理 3 (时钟同步的收敛条件). 对于给定的稳

定系统 (1) 和 (16), 也就是矩阵偶对 (A,Qi) 和 (A,
C̄i) 是可控和可观测的, ∃0 ≤ {φc,1, · · · , φc,|Ni|} ≤
1, 使得 limk→∞ E[Pi(k)] = ∞, 如果所有量测的接
收率都在临界值, 除了邻居节点 j, 即 0 ≤ φj ≤ φc,j.
根据定理 3, 状态估计过程的稳定性 (时钟同步

过程) 依赖于 E[Pi(k)] 的收敛性, 依次依赖于相对
独立的邻居节点的量测的接收率. 由于在多通信链
路中随机的量测丢失, 求解误差协方差的稳态边界
非常困难. 文献 [15] 通过对比文献 [9] 中研究的聚集
量测方案, 计算出收敛解的上界和下界, 和对应的临
界接收率的上界和下界, 并且得到一个连结的 k 维

域, 这里: 1) 在内域的内部, 系统被定义为不稳定;
2) 在外域的外部, 系统被定义为稳定; 3) 当处于两
者之间, 系统是不确定的. 考虑系统 (1), 矩阵 A 的

最大特征值是 1, 过程噪声 Qi 很小, 产生量测的临
界接收率下界 φi

c,lb = 0, 并且在汇聚情景下收敛解
P i

c,lb 相应的下界接近于 0. 此外, 对于时钟同步系
统, 应该更加关注稳定性, 因此, 我们焦点集中在外
域的外部.
量测的临界接收率的上界能够通过以下的优化

问题进行求解[15]:

min
v

tr(Si)

s.t.





φi
c,ubu

T
i (1)Θ(C̄i,P

i
c,ub,Rνi

)ui(1) =
2|Ni|∑
g=1

αi,gu
T
i (1)Θ(C̄i,g,P

i
c,ub,Rνi,g)×

ui(1) + si(1)

φi
c,ubu

T
i (1)Θ(C̄i,P

i
c,ub,Rνi

)ui(1) =
2|Ni|∑
g=1

αi,gu
T
i (2)Θ(C̄i,g,P

i
c,ub,Rνi,g)×

ui(2) + si(2)
(30)

式中, Θ(C̄i,P
i
c,ub,Rνi

) = C̄T
i (C̄iPPP

i
c,ubC̄

T
i +Rνi

)−1

× C̄i; ui(·) 是矩阵 P i
c,ub 的特征向量; Si = [si(1)

0; 0 si(2)] 是松弛矩阵, 满足 Si ≥ 0; 对于 g = 1, 2,
· · · , 2|Ni| 的概率变量 αi,g = E[ηi,g,k], φi

c,ub 通过以

下线性矩阵不等式问题求解

φi
c,ub = arg minφ

s.t.

{
Ψφ(X,W ) > 0

0 ≤ X ≤ I
(31)

其中,

Ψφ(X,W ) =



X
√

φ(XA + WC̄i)
√

(1− φ)XA√
φ(ATX + C̄T

i W T) X 0√
(1− φ)ATX 0 X




误差协方差 P i
c,ub 的上界可以通过求解下面的

半正定问题得到

P i
c,ub = arg max tr(P )

s.t.





[
APAT − P + Qi

√
φAPC̄T

i√
φC̄iPAT C̄iPC̄T

i + Rνi

]
≥ 0

P ≥ 0
(32)

其中, φ = φi
c,ub.



1728 自 动 化 学 报 47卷

4 系统状态可靠性与性能评估

4.1 时钟状态估计精度性能对比

1) 事实上, 考虑运行在独立子系统上的并行分
布式滤波算法, 从第 4.1.1 节可知不完全能观的量测
模型将导致卡尔曼滤波不稳定.

2) 由附录 B 的 “BMU 能观测性证明”、附录 C
的 “MMSE 等价变换证明”, 能够移除作用于文献
[2] 中的式 (17) 不能观量测模型下的强制 “K 对角
化” 条件 (试图解决卡尔曼滤波不稳定的状态估计).
4.1.1 问题的进一步阐释

1) 本地状态估计的必要条件
本文状态观测器设计目标之一是使观测误差

e(k) 的极限趋于有限值式 (33), 与之等价的命题是:
命题 1. 若为 “时钟状态追踪” (Clock state

tracking) 系统, 即通过引入合适的输出反馈, 使 “时
钟状态追踪” 误差系统 (34) 渐近稳定 (即讨论误差
系统 (34) 的镇定问题).

lim
k→∞

E[e(k|k)eT(k|k)] = S (33)

其中, e(k|k) = x(k)− x̂(k|k). 对于卡尔曼滤波, 使
式 (34) 渐近稳定, 即求解合适的卡尔曼增益K 使

特征值 |λ(A−KC)| < 1.

e(k|k) = (A−KC)e(k − 1|k − 1) + ν + Kw

(34)

在经典控制理论中, 即是输出反馈系统的镇定
问题.本文以式 (38)为例,若给定一组期望的特征值
{λ1(A−KC), · · · , λ4(A−KC)}(|λi(A−KC)| <
1, 则存在对应的特征方程

d(s) = s4 + a3s
3 + a2s

2 + a1s + a0 (35)

其中, a0, · · · , a3 是期望特征方程对应的系数. 令 Ā

= A − KC, 根据 Cayley-Hamilton 定理, 有矩阵
方程 d(Ā) = 0.

d(Ā) = Ā4 + a3Ā
3 + a2Ā

2 + a1Ā + a0III = 0
(36)

得到 Ackermann 公式

d(A)




CA3

CA2

CA

C




−1 


1
0
0
0




= K (37)

d(A) 是一个给定常数, 若想通过式 (37) 求解
得到K,需保证 [CA3 CA2 CA C]T 存在Moore-
Penrose 逆. 因此, [CA3 CA2 CA C]T 一定是

列满秩矩阵. 对于系统 (39), 通过 “观测器状态空间
极点配置” 的讨论[32−33], 仍然等价于须式 (39) 在
BMU 下式 (38) (A, C̄

{i,j}
i ) 能观. 对于卡尔曼滤波

在能观性条件下的唯一稳态解的讨论, 可参考文献
[34−35] (已超出本文的讨论范围.)
所以, 时钟参数确定性估计的必要条件是保证

系统的能观测性 (参见附录 B).

4.1.2 性能评估模型

1) BMU 的能观测性
a) 事实上, Si 和 Sj 间的相对状态能够由

z
{i,j}
i (k) (或 z

{j,i}
j (k)) 测量 (文献 [2] 中的式 (17)).

但 Sj 和 Si 的状态不可观 (证明见附录 A), 仅能确
定 xi(k) 和 xj(k) 相对量测值.

b) 结合式 (1) 与式 (16), 当系统在完全量测下
时 (不发生丢包), 能够得到关于节点 Si 的 BMU 能
观测性量测模型 (参见附录 B) 为

{
xi(k) = Axi(k − 1) + bi + wi(k)

y
{i,j}
i,k = C̄

{i,j}
i xi(k) + ν

{i,j}
i (k)

(38)

BMU 的能观测性证明详见附录 B.
2) 子系统的能观测性 (BMU 的线性组合)
证明详见附录B.1. 性能评估请参见第 4.1.3节.

4.1.3 仿真与性能评估

实验参数设置 Ai =

[
1 0

0.1 1

]
, A = diag{Ai,

Aj}. Aj 与Ai 相同. wi(k) =

[
1

0.1

]
ui(k), σ2

RP
=

0.1. Qi = Qj =

[
2.7× 10−15 2.7× 10−16

2.7× 10−16 2.7× 10−17

]
, Q =

diag{Qi,Qj}. P (0|0) = diag(Pi(0|0),Pj(0|0)),

Pi(0|0) = 100III2×2, x̂i(0|0) = x̂j(0|0) =

[
10
10

]
,

x̂(0|0) =

[
x̂i(0|0)
x̂j(0|0)

]
.

定义根平方均方误差 (Root average mean
square error, RAMSE) 为

RAMSE(ς(k)) =

1
M

M∑
l=1

√√√√ 1
N

N∑
i=1

(ς̂i,l(k)− ςi,l(k))2

其中, ς ∈ {β, ϑ}, N 是节点数量, M 为试验次数.
定义根平方误差 (Root mean square error,

RMSE) 为
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RMSE(ς(k)) =

√√√√ 1
N

N∑
i=1

E[(ς̂i,l(k)− ςi,l(k))2]

其中, ς ∈ {β, ϑ}.
1) 能观测性对卡尔曼滤波的影响
参考方程 (1) 与方程 (12), 系统的相对量测模

型为
{

x(k) = Ax(k − 1) + b + w(k)

Z(k) = Cx(k) + ν(k)
(39)

本实例 BMU 的方程定义详见附录 A 中式
(A3).

根据附录 B, 我们认识到若想确定性估计可控
的时钟参数, 必须保证系统的能观测性. 式 (39) 中,
在 BMU 下, 能观测性矩阵的秩是 2, 意味着式 (39)
是一个不完全能观测的系统 (附录 A). 本实例比较
基于式 (39) 和基于式 (38) 的 RMSE 和 RAMSE,
以此评估系统的能观测性对卡尔曼滤波稳定性的影

响.
由图 2 和图 3 可以看出, 系统能观测性的缺失

造成了其对应的卡尔曼滤波不稳定, 即 β(k) 和 β̂(k)
之间的偏差, 即 RAMSE(β(k)), 随着步数的增加
而增大. 并且 RMSE(β(k)) (或 RMSE(ϑ(k))) 具
有同样的变化趋势. 而图中基于式 (38) 的卡尔曼滤
波则可以正常完成滤波.

图 2 可观性对 BMU RAMSE 系统稳定性的影响

Fig. 2 Effect of observability for system stability of

a BMU-RAMSE

2) 解耦量测模型的可扩展性
解耦量测模型具有MMSE性能的可扩展性. 本

实例将比较不同规模的子系统的滤波性能 (本质为
以 BMU 为单元的多量测链路子系统). 根据式 (38),
以 Si 为中心, 有 Ni 个邻居节点的子系统作如下扩

展 {
xi(k) = Axi(k − 1) + bi + wi(k)

yi,k = C̄ixxxi(k) + νi(k)
(40)

其中, yi,k = [γ{m1,i}
m1,k − z

{i,m1}
i,k , · · · ,γ

{mj ,i}
mj ,k −

z
{i,mj}
i,k , · · · , γ

{m|Ni|,i}
m|Ni|,k

− z
{i,m|Ni|}
i,k ]T, yi,k ∈ R|Ni|,

C̄i =




0 2
0 2
...

...


 ∈ R|Ni|×2. 本实例中试验次数M =

80, 仿真结果如图 4 和图 5 所示.

图 3 可观性对 BMU-RMSE 系统稳定性的影响

Fig. 3 Effect of observability for system stability of

a BMU-RMSE

图 4 BMU 系统 RAMSE 估计性能

Fig. 4 Estimation performance with BMU

systems-RAMSE

通过观察图 4 和图 5, 我们能够发现, 随着邻居
节点个数的增多, 子系统在 k 时刻可以获得更多的
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量测值. 卡尔曼滤波的估计性能也会因此由子系统
多链路量测 “过采样” 而得到改善. 从图中可以看
出, 有 10 个邻居节点的子系统的 RAMSE 下降最
快并且也最先达到稳态.

图 5 BMU 系统 RMSE 估计性能

Fig. 5 Estimation performance with BMU

systems-RMSE

4.2 不可靠工业物联网状态追踪性能评估

通过定理 1、定理 2 及 MMSE 等价变换分析,
子系统中心节点的 MMSE 优化性能与其他子系统
中心节点的MMSE 性能一致. 不失一般性, 本节中
本地子系统时钟同步状态的可靠性性能评估是规模

可扩展的.
在仿真中, 选择 4 个节点, 如图 6 所示. 采样周

期 τ0 = 0.1s 且 ∆ = 1, 且 σ2
q = 2.7 × 10−10. 以节

点 S1 为例, 邻居节点是 S2, S3 和 S4, 相应的量测方
差为: Rζ1 = Rυi

= diag{0.25, 0.125, 0.5}, Rν1 =
diag{0.5, 0.25, 1}.
考虑汇聚的情景, 通过求解能够获得关于 φ1

c 的

上界, 且计算结果为 φ1
c,ub = 0.01. 通过求解, 能够

计算相应的收敛的误差协方差的上界, 且通过求解,
能够计算每个邻居节点的临界接收率的边界.
对于 φ1

c,ub > 0.01 → 1, 重复以上的步骤, 对于
节点 S1, 我们能够计算在不同的潜在通信链路质量
下对应的时钟同步准确度的均衡值. 同样, 节点 S2,
S3 和 S4 也能够通过求解和获得均衡值.

图 6 显示从每一个邻居节点的量测临界接收率
与收敛的误差协方差矩阵的迹对应的上界. 对于时
钟同步系统中, 依赖于估计的状态所需要的准确度,
容易通过图 6 推断出相应的网络设施质量的需求.
例如, 要求 tr(P1) 的稳态值为 0.001, 则对于

φ1,c,ub > 0.0855, φ2,c,ub > 0.041, φ3,c,ub > 0.2155
能够定义为稳定. 我们做 1 000 次 Monte Carlo 实

验 (如图 7 所示). 图中显示在丢包情形下 (虚线) 和
没有丢包的情形下 (实线), 迭代次数与误差协方差
矩阵的迹的平均的关系, 且经过验证, 经过有限时间
后, 在统计意义下, 误差协方差矩阵的迹 (如图 7 所
示) 没有超过相应的上界.

图 6 测量的临界接受率— 上限

Fig. 6 Critical acceptance rate of measurement —

upper bound

图 7 Monte Carlo 实验

Fig. 7 Monte Carlo experiment

针对本文的实验验证与进一步研究, 相关的研
究中 (参见一致性算法[5, 7−8] 和文献 [36]) 已经存在
全面的阐述. 对于复杂的大数据工程的适应性验证
非常重要, 仍需结合具体的工程实现细节进行分析.

5 结论

时钟同步系统的规划和设计中, 重要的方面是
同步性能的权衡. 我们已经提出能观测性 MMSE
等价变换的状态解耦量测方程及全分布式修改卡尔

曼滤波 (适用于网络规模化扩展). 通过理论分析时
钟同步的条件和计算统计同步误差相应的上界, 当
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前论文在时钟同步准确性与潜在的通信链路质量间

已经作了量化均衡. 针对规模化工业物联网的硬实
时调度任务的 “紧时隙”, 如 “工业物联网确定性调
度中 TDMA 紧时隙时间精度边界可靠性分析” 具
有重要的研究意义.
本文已经提供了包丢失假设下的可扩展研究的

基本框架与线索. 进一步, 我们能够追踪工业无线网
络 Cyber-Physical 条件下状态估计的前沿研究, 以
全面考察规模化精确时钟同步的状态估计精度. 针
对时钟同步具体应用领域, 本文已经提供了必需的
(理论分析的) 研究参考价值; 进一步扩展研究的框
架线索 (如Markov模型[21] 等); 基于综合优化角度,
在更全面完整包丢失信道模型假设下 (如文献 [28]
等), 则能在本文卡尔曼滤波建模基础上扩展时钟同
步无线频谱感知的状态估计策略.

附录A 问题的提出

文献 [2] 从一对节点出发, 利用双向信息交换机
制建立系统量测模型, 结合完全解耦的节点的时钟
状态转移方程 (1), 得到一个子系统的时钟状态空间
模型 (文献 [2] 中的式 (17). 我们以一对节点 Si 和

Sj (BMU) 为例, 分析基本量测单元的能观测性. 对
于 Si 和 Sj 节点分别有下面的系统




xi(lk) = Aixxxi(lk−1) + bi + wi(lk)

zi,lk =
[
0 −2 0 2

] [
xi(lk)

xj(lk)

]
+ νi(lk)

(A1)





xj(lk) = Ajxxxj(lk−1) + bj + wj(lk)

zj,lk =
[
0 2 0 −2

] [
xi(lk)

xj(lk)

]
+ νj(lk)

(A2)

其中, 对于 m = i, j, Am =

[
1 0

∆τ0 1

]
, 时钟状态

xm(lk) =

[
βm(lk)
θm(lk)

]
, wm(lk) 和 νm(lk) 分别为过程

噪声和量测噪声, bm =

[
0

−∆τ0

]
. 结合式 (A1) 和

(A2), 可以得到关于 BMU 系统的状态空间模型
{

x(k) = Ax(k − 1) + b + w(k)

Z(k) = Cx(k) + ν(k)
(A3)

其中, 子系统状态 x(k) =

[
xi(lk)
xj(lk)

]
, 状态转移矩

阵 A =

[
Ai 0
0 Aj

]
, 常数项 b =

[
bi

bj

]
, 过程噪声

w(k) =

[
wi(lk)
wj(lk)

]
, 观测值 Z(k) =

[
zi,lk

zj,lk

]
, 观测

矩阵 C =

[
0 −2 0 2
0 2 0 −2

]
, 观测噪声 ν(k) =

[
νi(lk)
νj(lk)

]
. 定义: 对于系统 (A3), 若能根据第 k 步及

以后若干步的观测 Z(k), Z(k + 1), · · · , Z(k + N−
1), 就能唯一地确定出第 k 步的每一状态 x(k), 则
称系统在第 k 步是能观测的. 若系统在任何一步上
都能观测, 则称系统是完全能观测的, 或简称能观测
的.
从系统 (A3) 的观测方程可以看出, 第 k 步的

观测矩阵的秩为 1(x(k) 的维数为 4), 那么由 Z(k)
不能把 x(k) 唯一地确定出来. 考虑再加 3 步观测
Z(k + 1), Z(k + 2), Z(k + 3), 根据系统的观测方
程和状态方程不难得出



Z(k)

Z(k + 1)

Z(k + 2)

Z(k + 3)


 =




C

CA

CA2

CA3


x(k)+




0

C(b + w(k + 1))
2∑

m=0

CAm(b + w(k + N − 1−m))

3∑
m=0

CAm(b + w(k + N − 1−m))




+




ν(k)

ν(k + 1)

ν(k + 2)

ν(k + 3)




(A4)

Wo(N) =
[
C CA · · · CAN−1

]T

, 则

Wo(4) =




0 −2 0 2

0 2 0 −2

−2∆τ0 × 1 −2 2∆τ0 × 1 2

2∆τ0 × 1 2 −2∆τ0 × 1 −2

−2∆τ0 × 2 −2 2∆τ0 × 2 2

2∆τ0 × 2 2 −2∆τ0 × 2 −2

−2∆τ0 × 3 −2 2∆τ0 × 3 2

2∆τ0 × 3 2 −2∆τ0 × 3 −2




可以很容易知道, 矩阵Wo(4) 秩为 2, 由方程 (A4)
知, 通过 Z(k), Z(k + 1), Z(k + 2), Z(k + 3) 不能
把 x(k) 唯一地确定出来 (不存在最小二乘解), 即使
再增加更多的观测值, 矩阵Wo(N) (N > 4) 的秩仍
然为 2, 即还是不能把 x(k) 唯一地确定出来 (只能
唯一确定偏斜和偏移的相对量 (最小二乘解)). 因此
基本量测单元是不可观的.
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对于由多组基本量测单元构成的子系统, 由
于基本量测单元之间的相互独立, 类似一组 BMU
的情况, 得子系统的能观测性矩阵 Wo(N) (N >

2|N[i]|) 的秩为 2|N[i]| − 2 ((x(k) 的维数为 2|N[i]|),
能够唯一确定所有邻居节点 Sj (j ∈ Ni) 与中心节
点 Si 的相对偏移量 ϑj(k) − ϑi(k) 和相对偏斜量
βj(k) − βi(k). 不能把 x(k) 唯一地确定出来 (不存
在最小二乘解), 所以子系统是不可观的.

附录 B BMU能观测性证明

通过上述研究得知系统 (A1) 是不可观的, 使用
多组量测值仅能确定中心节点 Si 与邻居节点 Sj 之

间的时钟状态相对量, 为能确定 Si 的状态, 通过分
析双向信息交换机制, 对每一个节点建立一个自身
状态量测模型

γ
{i,j}
i,k = M

{i,j}
i x(k) + ζ

{i,j}
i (k) (B1)

γ
{j,i}
j,k = M

{j,i}
j x(k) + ζ

{j,i}
j (k) (B2)

其中, x(k) =

[
xi(k)
xj(k)

]
, M

{i,j}
i = [0 2 0 0] 和

M
{j,i}
j = [0 0 0 2]; ζ

{i,j}
i (k) 和 ζ

{j,i}
j (k) 为相互独

立的量测噪声. 以 Si 为例, 借助辅助量测 (B2), 对
系统 (A1) 中的量测进行的MMSE 等价变换可以描
述为

γ
{j,i}
j,k − z

{i,j}
i (k) =

(M {j,i}
j −H

{i,j}
i )x(k) + ζ

{j,i}
j (k)− υ

{i,j}
i (k)

(B3)

即, 令 y
{i,j}
i,k = γ

{j,i}
j,k − z

{i,j}
i (k), C

{i,j}
i = M

{j,i}
j −

H
{i,j}
i = [0 2 0 0], ν

{i,j}
i (k) = ζ

{j,i}
j (k)−υ

{i,j}
i (k),

其中, H
{i,j}
i = [0 −2 0 2],则得y

{i,j}
i,k = C

{i,j}
i x(k)

+ ν
{i,j}
i (k). 方程 (B3) 可以描述成 Si 依靠量测节

点 Sj 达到观测自身状态. 下面通过能观测加以证明
(说明), 系统可以简化成

{
xi(k) = Axi(k − 1) + bi + wi(k)

y
{i,j}
i,k = C̄

{i,j}
i xi(k) + ν

{i,j}
i (k)

(B4)

其中, C̄
{i,j}
i = [0 2].

从系统 (B4) 的观测方程可以看出, 第 k 步的观

测矩阵的秩为 1 (xi(k) 中包含 βi(k) 和 ϑi(k)), 那
么由 y

{i,j}
i,k 不能把 xi(k) 唯一地确定出来. 考虑再

加 1 步的观测 y
{i,j}
i,k+1, 根据系统 (B4) 的观测方程和

状态方程不难得出

[
y
{i,j}
i,k

y
{i,j}
i,k+1

]
=

[
C̄
{i,j}
i

C̄
{i,j}
i A

]
xi(k)+

[
0

C̄
{i,j}
i (bi + wi(k + 1))

]
+

[
ν
{i,j}
i (k)

ν
{i,j}
i (k + 1)

]
(B5)

令 W̄
{i,j}
i,o (N) =




C̄
{i,j}
i

C̄
{i,j}
i A

...
C̄
{i,j}
i AN−1




, 计 算

W̄
{i,j}
i,o (2) =

[
0 2

2∆τ0 × 1 2

]
, 可以很容易知道矩

阵 W̄
{i,j}
i,o (2) 秩为 2, 由方程 (B5) 知, 通过 y

{i,j}
i,k ,

y
{i,j}
i,k+1 能把 xi(k) 唯一地确定出来, 若再增加更多的
观测值, 矩阵 W̄

{i,j}
i,o (N) (N > 2) 的秩仍然为 2, 仍

然能把 xi(k) 唯一地确定出来 (此时为最小二乘解).
类似地, 通过 y

{j,i}
j,k = γ

{i,j}
i,k − z

{j,i}
j (k) 和 y

{j,i}
j,k+1 就

能把 xj(k) 唯一地确定出来. 因此在该量测方程下
BMU 是能观测性的.
B.1 由BMU组合扩展的系统层面的能观测性证
明

对于无线传感器网络 (WSN) G(V, E), 可以分
成 |E|组独立的BMU,其中 |E|代表无向图G中所

有边数. Si (i = {1, 2, · · · , N}) 为中心及其所有周
围邻居节点组成的子系统, 分成 |Ni| 组 BMU, |Ni|
为 Si 的邻居节点数. BMU(Si) = {BMU(Si, Sj)|
(Si, Sj) ∈ E, 且 Si, Sj ∈ V }, 其中, BMU(Si, Sj)
表示由 Si 和 Sj 构成的 BMU, 借助辅助量测 γi,k

= Mixxx(k) + ζi(k), 进行 MMSE 等价变换 (如式
(13)∼ (15) 所示), 可以得到解耦的量测方程 yi,k

= C̄ixxxi(k) + νi(k) (如式 (16), 不含丢包时), 类似
BMU 的能观测证明过程, 可以得到能观测性矩阵

W̄i,o(2) =

[
C̄i

C̄iA

]
=




0 2
...

...
2∆τ0 2

...
...




易知 rank(W̄i,o(2)) = 2, 说明子系统也是能观测性
的.
B.2 详细的算法过程 (量测消息传输、量测更新)

正是因为在实际中时钟状态的直接量测难以获

得, 所以有必要通过一个可用量测模型和一个时钟
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状态转移模型确定时钟的状态.
针对 BMU, 通过式 (B3), 我们构造出一个具有

能观测性的量测方程, 并利用作为时钟状态的直接
量测 γ̄

{j,i}
j,k 客观存在的事实, 从理论上说明 (证明)

MMSE 等价变换的可行性.
为在实际应用中实现式 (B3) 的量测步骤 (特

指 MMSE 等价量测), 由替换观测量 γ̄
{j,i}
j,k 来代替

γ
{j,i}
j,k , γ̄

{j,i}
j,k = γ̄

{j,i}
j,k−1 + z

{j,i}
j,k−1 − z

{j,i}
j,k 和 γ̄

{j,i}
j,0 =

γ
{j,i}
j,0 = T

{j,i}
1,0 + T

{j,i}
4,0 − 2dij −D. 在实际双向信息

交换过程中, 对于 Si 而言, 我们知道 z
{i,j}
i (k) 在本

地, 而 z
{j,i}
j,k 和 z

{j.i}
j,k−1 位于 Sj 中, 所以在 Sj 上更新

γ̄
{j,i}
j,k , 然后向 Si 发送量测信息 γ̄

{j,i}
j,k .

附录 C 可靠量测下MMSE等价变换

整个网络由多个相互独立的 BMU 组成, 我们
以一个 BMU 来阐述这一过程. 以 BMU (Si − Sj)
为例, 通过双向信息交换机制, 可以得到下面的量测
模型

zi,k = Hixxx(k) + υi(k) (C1)

zj,k = Hjxxx(k) + υj(k) (C2)

其中, Hi = [0 − 2 0 2] 和 Hj = [0 2 0 − 2];

x(k) =

[
xi(k)
xj(k)

]
, 对于m = i, j, 时钟状态 xm(k) =

[
βm(k)
ϑm(k)

]
; 量测噪声 νi(k) 和 νj(k) 是相互独立的高

斯噪声.
通过能观测性分析, 知道在量测模型 (C1) 和

(C2) 下的 BMU 系统是不可观的. 为解决 BMU 系
统的不可观问题, 以达到通过观测值确定系统状态,
引入下面的辅助量测模型 (绝对量测模型)

γi,k = Mixxx(k) + ζi(k) (C3)

γj,k = Mjxxx(k) + ζj(k) (C4)

其中, Mi = [0 2 0 0] 和Mj = [0 0 0 2]; 量测噪
声 ζi(k) 和 ζj(k) 为相互独立的高斯噪声.
借助辅助量测 (C3) 和 (C4), 对量测模型 (C1)

和 (C2) 进行的MMSE 等价变换可以描述为

γj,k − zi,k = (Mj −Hi)x(k) + ζj(k)− υi(k)
(C5)

γi,k − zj,k = (Mi −Hj)x(k) + ζi(k)− υj(k)
(C6)

其中,令 yi,k = γj,k−zi,k 和Ci = Mj−Hi = [0 2
0 0]; yj,k = γi,k−zj,k 和Cj = Mi−Hj = [0 0 0
2]; νi(k) = ζj(k)−υi(k) 和 νj(k) = ζi(k)−υj(k).

方程 (C5) (方程 (C6)) 可以描述成 Si (Sj) 依靠量
测节点 Sj (Si) 达到观测自身状态.
C.1 证明过程 (拆分的观点)
因为变换 (C5) 和 (C6) 具有对称性, 只需证明

其中一个即可. 以 Si 为例, 为证明式 (C5) 的变换过
程是MMSE 等价变换, 我们以具有MMSE 量测性
能的卡尔曼滤波为观测器, 证明时钟状态 xi(k) 在
变换之前的量测模型 (C1) 和 (C4) 下的估计误差协
方差矩阵与在变换之后的量测模型 (C5) 下的估计
误差协方差矩阵趋向一致 (具有相同的收敛值).

BMU 的时钟状态转移方程为

x(k) = Ax(k − 1) + b + w(k) (C7)

其中, 状态转移矩阵 A =

[
Ai 0
0 Aj

]
, 常数项 b =

[
bi

bj

]
, 过程噪声 w(k) =

[
wi(k)
wj(k)

]
是均值为 0 和协

方差为Q =

[
Qi 0
0 Qj

]
的高斯噪声.

组合量测方程 (C1) 和 (C4), 得变换之前的量
测模型为

Zi,j(k) = Gi,jx(k) + $i,j(k) (C8)

其中, 量测值 Zi,j(k) =

[
γj,k

zi,k

]
, 量测矩阵 Gi,j =

[
Mj

Hi

]
=

[
0 0 0 2
0 −2 0 2

]
, 量测噪声 $i,j(k) =

[
ζj(k)
υi(k)

]
是均值为 0 和协方差为 R$i,j

∈ R2×2 的

高斯噪声.
由方程 (C7) 和 (C8) 组成的变换前 BMU 系

统在标准卡尔曼滤波下的验前估计误差协方差矩阵

(State error covariance prediction) Spre
i,k 满足

Spre
i,k = ASpre

i,k−1A
T + Q+

ASpre
i,k−1G

T
i,j(Gi,jS

pre
i,k−1G

T
i,j +

R$i,j
)−1Gi,jS

pre
i,k−1A

T (C9)

因为变换之后的量测模型 (C5) 是状态解耦的,
对于 Sj 的状态是不可观的, 而为了确保 BMU 系
统的能观测性以及不影响 Si 节点状态的估计误差

协方差, 需要 (再次) 借助辅助量测 (C4) (算法过程
解释为需要由辅助量测输出 (C4), 见附录 B.2), 通
过消息传递参与 Si 节点的状态估计. 组合量测方程
(C4) 和 (C5) 得变换之后的量测模型为
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Yi,j(k) = Γi,jx(k) + ψi,j(k) (C10)

其中, Yi,j(k) =

[
γj,k

γj,k − zi,k

]
是量测值, 量测矩

阵 Γi,j =

[
Mj

Mj −Hi

]
=

[
0 0 0 2
0 2 0 0

]
, ψi,j(k) =

[
ζj(k)

ζj(k)− νi(k)

]
是量测噪声, 均值为 0 和协方差为

Rψi,j
∈ R2×2 的高斯噪声. 很容易得到一个可逆矩

阵 Pi,j =

[
1 0
1 −1

]
, 使得 Γi,j = Pi,jGi,j 和 ψi,j(k)

= Pi,j$i,j(k) 以及Rψi,j
= Pi,jR$i,j

P T
i,j 成立.

由方程 (C7) 和 (C10) 组成的变换前 BMU 系
统在标准卡尔曼滤波下的验前估计误差协方差矩阵

(State error covariance prediction) 满足

Spost
i,k = ASpost

i,k−1A
T + Q + ASpost

i,k−1Γ
T
i,j ×

(Γi,jS
post
i,k−1Γ

T
i,j +

Rψi,j
)−1Γi,jS

post
i,k−1A

T (C11)

将 Γi,j = Pi,jGi,j 和 Rψi,j
= Pi,jR$i,j

P T
i,j 代入方

程 (C11), 并利用可逆矩阵的性质 Pi,jP
−1
i,j = I, 方

程 (C11) 可以重写为

Spost
i,k = ASpost

i,k−1A
T + Q+

ASpost
i,k−1G

T
i,j(Gi,jS

post
i,k−1G

T
i,j +

R$i,j
)−1Gi,jS

post
i,k−1A

T (C12)

对比迭代式 (C9) 和 (C12), 知 (C9) 和 (C12)
有相同的收敛解 (卡尔曼滤波的协方差矩阵收敛值
与初始值无关, 它是唯一的), 甚至, 当设置相同的初
始值时, 即 Spost

i,0 = Spre
i,0 , 可以得到 Spost

i,k = Spre
i,k , 对

于 ∀k ∈ N. 所以量测方程 (C10)和 (C8)在MMSE
量测性能上是等价的, 也显示了量测方程 (C1) 在辅
助量测方程 (C4) 的帮助下存在MMSE 量测性能解
耦. 由此容易得到时钟状态 xi(k) 在变换之前的量
测模型 (C1) 和 (C4) 下的估计误差协方差矩阵与在
变换之后的量测模型 (C5) 下的估计误差协方差矩
阵趋向一致 (具有相同的收敛值).

附录 D 多链路量测的MMSE等价变换证明 (拆
分)

D.1 绝对量测与相对量测中丢包系数矩阵定义

将不可靠网络下的绝对量测方程 (9) 和相对量
测方程 (12) 展开可表示为

γi,k =




π
{i,m1}
i,k · · · 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...
0 · · · π

{i,mj}
i,k · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 · · · π
{i,m|Ni|}
i,k



×




M̃
{i,m1}
i xN[i](k) + ζi(k)

...
M̃

{i,mj}
i xN[i](k) + ζi(k)

...

M̃
{i,m|Ni|}
i xN[i](k) + ζi(k)




(D1)

zi(k) =




π
{i,m1}
i,k · · · 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...
0 · · · π

{i,mj}
i,k · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 · · · π
{i,m|Ni|}
i,k



×




H̃
{i,m1}
i xN[i](k) + υi(k)

...
H̃

{i,mj}
i xN[i](k) + υi(k)

...

H̃
{i,m|Ni|}
i xN[i](k) + υi(k)




(D2)

式中, M̃
{i,mj}
i 和 H̃

{i,mj}
i , mj ∈ Ni, 表示 M̃i 和

H̃i 中与邻居节点 Smj
对应的行.

本节将以绝对量测方程和相对量测方程 (D1)
和 (D2) 为例, 分析不可靠状态观测模型的具体表现
形式. 为了更清晰讨论一般情况, 做以下分析:
丢包系数矩阵 Li,g,k = diag{π{i,m1}

i,g,k , · · · ,
π
{i,mj}
i,g,k , · · · , π

{i,m|Ni|}
i,g,k }T (参见表 1). 假定当 g = 1

时, 为第 1 种丢包情况发生, 此时 π
{i,m1}
i,g,k = π

{i,m2}
i,g,k

= · · · = π
{i,m|Ni|}
i,g,k = 0, 表示节点 Si 与所有的邻

居节点信息交换失败, γi,g,k = 0, zi,g(k) = 0; 当
g = 2|Ni| 时, 表示第 2|Ni| 种丢包情况发生, 此时
π
{i,m1}
i,g,k = π

{i,m2}
i,g,k = · · · = π

{i,m|Ni|}
i,g,k = 1, 表示节点

Si 与所有的邻居节点信息交换均成功, 丢包情况未
发生, 此时 γi,g,k = M̃i,kxN[i](k) + ζi(k), zi,g(k) =
H̃i,kxN[i](k) + υi(k). 因此, 绝对量测方程和相对
量测方程展开表达为
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γi,g,k =




π
{i,m1}
i,g,k · · · 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...
0 · · · π

{i,mj}
i,g,k · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 · · · π
{i,m|Ni|}
i,g,k



×




M̃
{i,m1}
i xN[i](k) + ζi(k)

...
M̃

{i,mj}
i xN[i](k) + ζi(k)

...

M̃
{i,m|Ni|}
i xN[i](k) + ζi(k)




(D3)

zi,g(k) =




π
{i,m1}
i,g,k · · · 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...
0 · · · π

{i,mj}
i,g,k · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 · · · π
{i,m|Ni|}
i,g,k



×




H̃
{i,m1}
i xN[i](k) + υi(k)

...
H̃

{i,mj}
i xN[i](k) + υi(k)

...

H̃
{i,m|Ni|}
i xN[i](k) + υi(k)




(D4)

根据丢包系数矩阵 Li,g,k 的定义, 将式 (D3) 和式
(D4) 重写为

γi,g,k = M̃i,g,kxN[i](k) + ζi,g(k) (D5)

zi,g(k) = H̃i,g,kxN[i](k) + υi,g(k) (D6)

其中, M̃i,g,k = Li,g,k[M̃
{i,m1}
i , · · · ,M̃

{i,mj}
i , · · · ,

M̃
{i,m|Ni|}
i ]T 和 H̃i,g,k = Li,g,k[H̃

{i,m1}
i , · · · ,

H̃
{i,mj}
i , · · · , H̃

{i,m|Ni|}
i ]T 表示绝对量测方程和相

对量测方程的量测矩阵 M̃i 和 H̃i 中含丢包信息交

换下的邻居节点的量测矩阵, ζi,g(k) = Li,g,k[ζi(k),
ζi(k), · · · ]T 和 υi,g(k) = Li,g,k[υi(k),υi(k), · · · ]T
表示相应的量测噪声.
D.2 多量测的MMSE等价变换证明 (拆分, 可靠
量测)
有 |Ni| 个邻居节点的 Si, 在不丢包情况下, 系

统的时钟状态方程为

xN[i](k) = AxN[i](k − 1) + b + w(k) (D7)

其中, 状态转移矩阵 A = blkdiag{Ai,Am1 , · · · ,

Amj
, · · · ,Am|Ni|

}, 常数项 b = diag{bi, bm1 , · · · ,

bmj
, · · · , bm|Ni|

}, 过程噪声 w(k) = [wi(k),
wm1(k), · · · ,wmj

(k), · · · ,wm|Ni|
(k)]T 是均值为 0

和协方差为 Q = diag{Qi,Qm1 , · · · ,Qmj
, · · · ,

Qm|Ni|
} 的高斯噪声.

1) 物理层面 (PHY-level). Si 相对其任意邻居

节点 Smj
的绝对量测方程和相对量测方程可分别表

示为

γ
{i,mj}
i,k = M̃

{i,mj}
i xN[i](k) + ζ

{i,mj}
i (k) (D8)

z
{i,mj}
i,k = H̃

{i,mj}
i xN[i](k) + υ

{i,mj}
i (k) (D9)

2) 算法层面 (ALG-level). 任意邻居节点 Smj

相对 Si 的绝对量测方程为

γ
{mj ,i}
mj ,k = M {mj ,i}

mj
xN[i](k) + ζ{mj ,i}

mj
(k) (D10)

算法层面将方程 (D10) 与方程 (D9) 交替组合,
得到以 Si 为中心的组合量测方程, 即对应于以下形
式

Z̄
{i,mj}
i (k) =

[
γ
{mj ,i}
mj ,k

z
{i,mj}
i,k

]
=

Ḡ
{i,mj}
i xN[i](k) + $̄

{i,mj}
i (k) =

[
M̃

{mj ,i}
mj

H̃
{i,mj}
i

]
xN[i](k) +

[
ζ
{mj ,i}
mj (k)

υ
{i,mj}
i (k)

]

(D11)

将方程 (D11) 进行能观性变换 (见附录 C), 可以得
到新的变换后的量测方程

Ȳ
{i,mj}

i (k) =

[
γ
{mj ,i}
mj ,k

γ
{mj ,i}
mj ,k − z

{i,mj}
i,k

]
=

Γ̄{i,mj}
i xN[i](k) + ψ̄

{i,mj}
i (k) =

[
M̃

{mj ,i}
mj

M̃
{mj ,i}
mj − H̃

{i,mj}
i

]
xN[i](k)+

[
ζ
{mj ,i}
mj (k)

ζ
{mj ,i}
mj (k)− υ

{i,mj}
i (k)

]
(D12)

组合所有邻居相对 Si 的变换, 则可分别得到式
(D11) 和 (D12) 的组集表达式为

Z̄i(k) = ḠixxxN[i](k) + $̄i(k) (D13)

Ȳi(k) = Γ̄ixxxN[i](k) + ψ̄i(k) (D14)

其中, Z̄i(k) 和 Ȳi(k) 分别是在算法层面上进行
能观性行变换前与变换后节点 Si 相对于所有

的邻居节点的组合量测方程的状态量测值, 满
足 Z̄i(k) = [Z̄{i,m1}

i , · · · , Z̄
{i,mj}
i , · · · , Z̄

{i,m|Ni|}
i ]T,
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Ȳi(k) = [Ȳ {i,m1}
i , · · · , Ȳ

{i,mj}
i , · · · , Ȳ

{i,m|Ni|}
i ]T;

Ḡi 和 Γ̄i 是相应的量测矩阵, 满足 Ḡi =
[Ḡ{i,m1}

i , · · · , Ḡ
{i,mj}
i , · · · , Ḡ

{i,m|Ni|}
i ]T, Γ̄i =

[Γ̄{i,m1}
i , · · · , Γ̄{i,mj}

i , · · · , Γ̄
{i,m|Ni|}
i ]T; $̄i(k) 和

ψ̄i(k) 是 均 值 为 0, 方 差 分 别 为 Ri,$̄i
和

Ri,ψ̄i
的高斯噪声, 满足 $̄i(k) = [$̄{i,m1}

i (k),
· · · , $̄

{i,mj}
i (k), · · · , $̄

{i,m|Ni|}
i (k)]T, ψ̄i(k) =

[ψ̄{i,m1}
i (k), · · · , ψ̄

{i,mj}
i (k), · · · , ψ̄

{i,m|Ni|}
i (k)]T 和

Ri,$̄ = blkdiag{Ri,$̄1 , · · · ,Ri,$̄j
, · · · ,Ri,$̄|Ni|

},
Ri,ψ̄ = blkdiag{Ri,ψ̄1

, · · · ,Ri,ψ̄j
, · · · ,Ri,ψ̄|Ni|

}. 要
想证明关于节点 Si 的方程 (D13) 与 (D14) 是否存
在MMSE 等价变换, 就要证明估计误差协方差矩阵
的递推方程:

Spre
i,k = AiSSS

pre
i,k−1A

T
i + Qi +

AiSSS
pre
i,k−1Ḡ

T
i (ḠiSSS

pre
i,k−1Ḡ

T
i +

Ri,$̄)−1ḠiSSS
pre
i,k−1A

T
i (D15)

Spost
i,k = AiSSS

post
i,k−1A

T
i + Qi +

AiSSS
post
i,k−1Γ̄

T
i (Γ̄iSSS

post
i,k−1Γ̄

T
i +

Ri,ψ̄)−1Γ̄iSSS
post
i,k−1A

T
i (D16)

当设定相同的初始误差协方差矩阵时, 即 Spre
i,0 =

Spost
i,0 时, Spre

i,k = Spost
i,k , 那么方程 (D13) 与 (D14)

存在MMSE等价变换.要使Spre
i,k = Spost

i,k ,根据附录
C 所述, 需要证明是否存在可逆矩阵 Pi, 使得 Γ̄i =
PiḠi, Ri,ψ̄ = PiRRRi,$̄P T

i 和 PiPPP
−1
i = P T

i (P T
i )−1.

3) 算法变换矩阵. 计算证明, 对于方程 (D13),
存在这样一个可逆矩阵 P I

i 满足方程 (D13) 到
(D14) 的变换, P I

i ∈ R2|Ni|×2|Ni| 满足: P I
i =

blkdiag{ρ,ρ, · · · ,ρ}, 其中 ρ =

[
1 0
1 −1

]
. 通过

P I
i , 完成如式 (D12) 能观性线性变换. 而且, 可靠网
络下节点多链路量测算法层面存在 MMSE 等价变
换.

4) 物理变换矩阵. 参考量测方程 (D8), 令量测
模型 (13) 和 (14) 的物理变换矩阵 Pi = P II

i . 同理,
则存在物理层面的MMSE 等价变换 (证明略).
D.3 多量测的MMSE等价变换证明 (拆分, 不可
靠量测)

由附录 D.1 可知, 在不可靠网络下, 节点 Si 的

绝对量测方程和相对量测方程可分别表示为

γi,g,k = Li,g,k[M̃ixxxN[i](k) + ζi(k)] =

M̃i,g,kxN[i](k) + ζi,g(k) (D17)

zi,g(k) = Li,g,k[H̃ixxxN[i](k) + υi(k)] =

H̃i,g,kxN[i](k) + υi,g(k) (D18)

考虑丢包以及 π
{i,j}
i,k = π

{j,i}
j,k , 参考式 (D10), 根据式

(D17) 将节点 Si 的邻居节点关于节点 Si 的绝对量

测方程改写为

γmj ,g,k = Li,g,k[M̃mj
xN[i](k) + ζmj

(k)] (D19)

本节将在算法层面对不可靠网络下单节点多链

路的MMSE 等价变换进行证明.
将式 (D17) 与式 (D18) 交替组合, 得到不可靠

网络下节点 Si 的组合量测模型:

Z̄i,g(k) = Wi,g,k[ḠixxxN[i](k) + $̄i(k)] =

Ḡi,gxN[i](k) + $̄i,g(k) (D20)

其中, Wi,g,k = diag{π{i,m1}
i,g,k , π

{i,m1}
i,g,k , · · · , π

{i,mj}
i,g,k ,

π
{i,mj}
i,g,k , · · · , π

{i,m|Ni|}
i,g,k , π

{i,m|Ni|}
i,g,k } ∈ R2|Ni|×2|Ni|.

将式 (D19) 与式 (D18) 交替组合, 进行特定行
变换, 得到不可靠网络下变换后的节点 Si 的组合量

测模型:

Ȳi,g(k) = Wi,g,k[Γ̄ixxxN[i](k) + ψ̄i(k)] =

Γ̄i,gxN[i](k) + ψ̄i,g(k) (D21)

通过对比上一节可靠网络下的 MMSE 等价变
换证明, 我们可以知道要想证明在丢包情况下的
MMSE 等价, 同样只需证明是否存在可逆矩阵 Pi,g,
使得 Γ̄i,g = Pi,gḠi,g, Ri,g,ψ̄ = Pi,gRi,g,$̄P T

i,g 和

Pi,gP
−1
i,g = P T

i,g(P
T
i,g)

−1.
容易得到, 存在这样一个可逆矩阵 P I

i,g, 且 P I
i,g

= P I
i . 因此不可靠网络下单节点多链路量测在算法

层面存在MMSE 等价变换.
同理, 在物理层面上, 可以证明存在可逆矩阵

P II
i,g , 且 P II

i,g = P II
i . 因此不可靠网络下单节点多链

路量测在物理层面同样存在MMSE 等价变换.
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