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单量子比特系统状态的在线估计

唐雅茹 1 丛 爽 1 杨靖北 1

摘 要 针对具有退相干效应与测量反馈随机噪声的随机开放量子系统, 采用对状态影响较弱的连续弱测量在线获取一系列

状态的部分信息, 实现量子状态的在线估计. 由泡利矩阵构造初始测量算符, 并推导出在线的随时间变化的测量算符; 基于压

缩传感理论来减少测量次数; 采用最小二乘优化算法对自由演化中的量子密度矩阵状态进行重构, 完整地给出了量子态在线

估计的过程. 所提出的在线量子态估计方案, 在一个量子位系统上进行了系统仿真实验. 数值仿真实验结果表明, 在满足压缩

传感理论的条件下, 仅需 2 次连续弱测量所得到的测量值之后, 就可以高精度地实现在线变化的单比特量子密度矩阵估计.
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On-line State Estimation of One-qubit System
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Abstract For a stochastic open quantum system with decoherence effect and measurement feedback random noise, the

continuous weak measurement is used to obtain state information on the line to realize the online estimation of quantum

state. The Pauli matrix is used to construct the initial measurement operator, and online time-varying measurement

operator is derived. The compressed sensing theory is used to reduce the number of measurements. The least squares

optimization algorithm is used to reconstruct the state of the quantum density matrix in free evolution, and the whole

process of online estimation of quantum state is derived. The proposed online estimation scheme of quantum state is

carried out on the one-qubit system. The numerical simulation results show that under the condition of satisfying the

compressed sensing theory, the quantum density matrix estimation of high-precision online of one-qubit can be achieved

only after 2 measurements of continuous weak measurement.
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根据系统是否与环境相互作用, 可以将量子系
统分为封闭量子系统和开放量子系统. 封闭量子系
统是一个孤立的、与外界无相互作用或能量交换的

系统. 开放量子系统与环境相互作用, 会产生诸如
耗散、消相干等现象; 对量子状态进行测量, 会给
量子状态引入随机性而成为随机开放量子系统[1].
由于量子状态无法通过直接测量的结果来获得, 因
此需要通过多次测量来对量子态进行重构. 量子层
析就是一种确定未知量子状态的方法, 它是通过反
复制备相同的量子态, 对量子态进行完备测量, 根
据测量结果, 建立含有量子态元素的方程组, 求出
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量子态的全部元素. 人们利用估计出的量子状态,
可以真正实现量子系统的状态反馈控制[2−6]. 为了
能够准确估计出量子的状态, 量子层析需要测量获
得该状态在一组完备观测算符下对应的测量值 (投
影均值). 对于 n 量子比特状态密度矩阵而言, 其
维数为: d = 2n, 对密度矩阵的完备测量的数目为:
d× d = 2n × 2n = 4n, 很显然随着量子位数 n 的增

加, 量子层析所需要的测量次数呈指数增长[7]. 压缩
传感理论为降低量子状态估计中的测量次数问题提

供了新的解决问题的理论[8−11]. 该理论指出: 如果
一个量子系统密度矩阵的秩 r 远小于其维度的 d, 也
就是 r ¿ d, 那么只需要 O(rd log d) 个观测算符上
的测量值, 就可以保证以高概率值重构出的密度矩
阵 ρ[12]. 将压缩传感引入量子态估计可以极大减少
所需要的测量次数, 提高状态估计的效率. Smith 等
首次将压缩传感理论用于量子系统中, 在完备测量
的基础上随机选取观测值实现了状态到状态的量子

映射的离线估计, 提供了一种利用压缩感知理论求
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解凸优化问题的新思路[13−14]. 根据观测算符、所对
应的测量值、压缩传感理论以及优化算符来重构密

度矩阵 ρ 的过程, 就是量子状态的估计过程.
我们考虑测量带来的退相干效应以及随机噪声

的开放量子系统, 采用对估计状态影响较小的间接
连续弱测量 (Continuous weak measurement), 通
过连续不断地进行在线弱测量, 来实现量子态的
在线估计 (Online estimation). 通过引入探测系统
(Probe system), 并与被测系统 (System measured)
发生关联, 然后通过对探测系统进行直接投影测量
(Projective measurement), 根据测量结果推导出作
用在被测系统上的测量算符. 在测量与估计的过程
中, 系统状态是随时间自由演化的变化状态, 导致测
量算符不再是常数矩阵, 变成也是随时间变化的测
量演化矩阵. 由此可以在线估计出随时间变化的量
子系统状态. 同时, 我们基于压缩传感理论, 采用最
小二乘 (Least square, LS) 优化算法, 将本文所提
出的在线量子态估计方案, 在一个量子位系统中进
行了状态在线估计的仿真实现. 并对系统在不同的
外加控制场、测量强度, 以及弱测量观测算符的情况
下, 对在线状态估计结果的影响进行了性能实验与
结果分析.
本文结构安排如下, 第 1 节为在随机开放量子

系统在连续弱测量过程中, 作用在被测系统上的测
量算符, 以及根据系统状态演化方程而随时间变化
的测量算符的推导; 第 2 节为基于压缩传感理论, 利
用 LS 优化算法的量子态在线估计的实现过程; 第 3
节为一个量子位系统状态在线估计的仿真实验, 以
及各参数对估计性能影响的分析; 最后第 4 节为全
文总结.

1 随机开放量子系统的连续弱测量

基于连续弱测量的量子态在线估计过程如图 1
所示, 其中, 通过引入的探测系统 P 与被测系统 S

的状态发生耦合关联, 在时间 t 时刻进行弱测量操

作, 来获得含有系统 S 状态信息的测量值, 再基于压
缩传感理论和 LS 优化算法对测量值进行在线估计,
并通过施加一定控制调节量来获得该时刻被测系统

状态的估计值. 在整个状态估计的过程中, 系统的状
态是随时间自由演化的状态, 通过不断的连续弱测
量, 对演化的系统状态进行估计, 实现对变化的量子
状态的在线估计.

图 1 基于连续弱测量的量子态在线估计过程

Fig. 1 Structure of online quantum state estimation

based on continuous weak measurement

在连续的每一次弱测量操作中, 对探测系统进
行直接投影测量; 根据量子连续弱测量理论和所获
得测量值, 可以推导出作用在被测系统上的测量算
符; 根据所建立的状态优化求解方程, 采用优化算法
进行量子状态的重构. 对被测系统 S 的一次完整的

间接弱测量操作过程如图 2 所示, 其中, 量子弱测
量是通过引入一个探测系统 P 与被测系统 S 发生

短时间的关联, 使探测系统 P 包含被测系统 S 的

部分信息, 然后对探测系统 P 进行投影测量, 根据
此测量结果来推导出作用在被测系统 S 上的测量算

符[15]. 图 2 中左边虚框为探测部分, 右边虚框为测
量读出部分. 不同于投影测量等强测量会造成被测
系统的瞬时塌缩, 弱测量是一个非瞬时的测量过程,
对量子系统造成的影响较弱.

当探测系统 P 作为输入量与被测系统 S 发生

耦合时, 组成联合系统 S ⊗ P . 设探测系统 P 的初

态为 |φ〉, 被测系统 S 的初态为 ρ0 = |ψ〉 〈ψ|, HS 和

HP 分别为 S 和 P 的哈密顿量, 联合系统 S ⊗P 的

哈密顿为H = HP ⊗HS. 此时, 联合系统 S ⊗ P 的

初态为: |Ψ〉 = |φ〉 ⊗ |ψ〉. 经过 ∆t 时间的联合演化

后, |Ψ〉 变为 |Ψ(∆t)〉, 将其作为探测部分的输出送
入测量读数部分进行读数, 读数过程表现为利用投
影算符 πk = |k〉 〈k| 对探测系统 P 进行的投影测

量, 读出结果为探测系统 P 在希尔伯特空间上本征

态 |k〉 的本征值. 在弱测量过程中, 当探测系统 P

与被测系统 S 间的相互作用强度 ξ 和作用时间 ∆t

图 2 量子间接弱测量过程

Fig. 2 Process of quantum indirect weak measurement
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都足够小时, 即弱测量强度 λ = ξ∆t → 0, 测量对被
测系统 S 的影响很小时, 为量子弱测量.
在测量和在线估计的过程中, 系统状态是随时

间不断演化成为新的状态, 所以需要对不断变化的
状态进行重构. 通过连续不断的测量、数据获取, 以
及新状态的不断在线重构, 可以得到在线估计状态
的连续变化轨迹. 下面我们将根据弱测量、连续弱
测量以及在线估计全过程, 推导出在线估计所需要
的随时间变化的、作用在被测系统上的测量算符.

1.1 量子弱测量下的测量算符的推导

在一次量子弱测量过程中, 联合系统初态 |Ψ〉
经过 ∆t 的演化时间后, 变为 |Ψ(∆t)〉:
|Ψ(∆t)〉 = U(∆t) |Ψ〉 = U(∆t)(|φ〉 ⊗ |ψ〉) (1)

其中, U(∆t) 为联合系统的联合演化算符:

U(∆t) = exp(−iξ0∆tH/~) (2)

其中, ξ0 表示相互作用强度 (单位 1/s).
由于弱测量过程是对探测系统 P 进行投影测

量, 根据正交投影测量公式, 可知联合系统第 k 个本

征值所对应的状态 |Ψk(∆t)〉 为:

|Ψk(∆t)〉=( |k〉 〈k| ⊗ I ·U(∆t) |φ〉 ⊗ |ψ〉 )/Θk (3)

其 中, Θk 为 标 准 化 参 数 Θk =√
〈Ψ(∆t)|Πk |Ψ(∆t)〉, 代表测得结果为 |k〉 的概

率.
弱测量的读出部分为探测系统测量后的某个本

征态, 测量后的被测系统 S 的状态为 |ψk(∆t)〉. 根
据完备正映射原理[16] 可知, 联合系统在 ∆t 时间后

的状态还可表示为:

|Ψk(∆t)〉 = |k〉 ⊗ |ψk(∆t)〉 (4)

比较式 (3) 和式 (4), 可以得出整个测量过程前后被
测系统 S 状态变化的关系式:

|ψk(∆t)〉 = 〈k| ⊗ I · U(∆t) |φ〉 ⊗ |ψ〉 /Θk (5)

为了表示方便, 定义 Kraus 算符Mk:

Mk = 〈k| ⊗ I · U(∆t) |φ〉 ⊗ I (6)

标准化参数 Θk 可由Mk 表示为:

Θk =
√
〈ψ|Mk

†Mk |ψ〉 (7)

将式 (6) 和 (7) 代入式 (5), 可得:

|ψk(∆t)〉 =
Mk√

〈ψ|Mk
†Mk |ψ〉

|ψ〉 (8)

式 (8) 就是被测系统 S 测量前后状态之间的关

系式. 由式 (8) 可以看出, 如果将整个弱测量过程看
作是对被测系统 S 的一次测量操作, 那么式 (8) 中
的Mk 就是作用在系统 S 上的测量算符, 它是由探
测系统P 的初态 |φ〉,读出的投影算符 πk = |k〉 〈k| ,
以及联合系统的演化算符 U(∆t) 构成的广义测量算
符.
在量子态在线估计中, 一次弱测量操作无法获

得重构量子态的足够信息, 需要足够的测量次数, 才
能估计出系统 S 的状态密度矩阵. 由于在线测量过
程中, 量子系统的状态是随时间进行自由演化, 所
要估计的状态不再是一个定常不变的状态, 导致作
用在被测系统上的测量算符也不再是定常矩阵. 因
此就需要求出连续弱测量下随时间变化的测量算符

Mk(t).

1.2 连续弱测量下的测量算符的演化

在薛定谔绘景下, 图 1 中被测量子系统随机主
方程 (SME)[17] 可以写为:

ρ(t + ∆t)− ρ(t) = − i
~
[H(t), ρ(t)]∆t+

∑ [
Lρ(t)L† − 1

2
(
L†Lρ(t) + ρ(t)L†L

)]
∆t+

√
η

∑ [
Lρ(t) + ρ(t)L†

]
dW

ρ0 = ρ(0) (9)

其中, ρ(t) 为密度矩阵, ~ 为普朗克常量, 通常取
~ = 1, H(t) = H0 +uxHx, H(t) 为总哈密顿量, H0

为被测系统哈密顿量, Hx 为控制哈密顿量, ux 是外

加控制调节量; η 是测量效率, 且满足 0 < η ≤ 1; 令
D[L, ρ] = LρL†− 1

2

(
L†Lρ + ρL†L

)
, 表示测量过程

带来的确定性退相干作用, 表现为 Lindblad 形式的
漂移项; 令 H[L, ρ] = Lρ + ρL†, 表示测量过程带来
的随机扩散项, 表现为对量子系统状态产生的干扰,
也称为反向效应 (Back-action). 在零差测量情况
下, dW 为零差测量时测量输出带来的噪声, 是一维
Wiener 过程, 满足: E(dW ) = 0, E[(dW )2] = ∆t.
在连续弱测量过程中, 我们对 U(∆t) 进行

Talyor 展开, 并舍去三阶以上微小量, 可得:

U(∆t) ≈ I ⊗ I − iξ0∆tH − (ξ0∆t)2H2/2 (10)

将式 (10) 代入到式 (6) 中, 可以得到弱测量算
符Mk(t) 的表达式为:

Mk(∆t) ≈ I 〈k| φ〉 − iξ0∆tHS 〈k| HP |φ〉 −
(ξ0∆t)2H2

S 〈k| H2
P |φ〉/2 (11)
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若令 rk = (ξ0∆t)H2
S 〈k| H2

P |φ〉 , k = 1, 2, · · · , d,
则弱测量算符Mk(t) 的一般形式为:

Mk(∆t) = I 〈k φ〉 − [rkλ/2 + iλHS 〈k| HP |φ〉 ]
(12)

令 k = j, 即 〈j| φ〉 = 1, 此时弱测量算符Mk 为:

Mj(∆t) = I − (ξ0rk=j/2 + iξ0HS)∆t (13)

根据完备算符条件: (Mj⊥)2 + (Mj)
2 = I, 可得,

Mk 6=j(∆t) = Mj⊥(∆t) =
√

rk 6=j∆t (14)

对于一个二能级量子系统进行弱测量时, 测量
算符组仅包含 M0(∆t) 和 M1(∆t) 两个算符, 通过
选择合适的算符 L, 可以构建出相应的弱测量算符
M0(∆t) 与M1(∆t) 分别为:

M0(∆t) = Mj − i(1− ξ0)HS∆t =

I − (
L†L/2 + iH(t)

)
∆t

M1(∆t) = L ·
√

∆t (15)

根据构建的弱测量算符, 可得连续弱测量
过程中测量算符的演化方程为: M(t + ∆t) =
M0(∆t)†M(t)M0(∆t) + M1(∆t)†M(t)M1(∆t). 通
过令: t = ∆t · k, 可以得到测量算符的演化方程的
离散形式为:

M(k + 1) =M0(∆t)†M(k)M0(∆t)+

M1(∆t)†M(k)M1(∆t) (16)

其中, k = 1, 2, · · · , N,N 为仿真实验系统演化次数.
将式 (15) 代入式 (9) 系统动力学方程中, 并定

义系统演化算符为:

A0 =M0(∆t) +
√

ηL · dW =

I − (
L†L/2 + iH(t)

)
∆t +

√
ηL · dW

A1 =M1(∆t) +
√

ηL · dW =

L ·
√

∆t +
√

ηL · dW (17)

根据式 (17) 的系统演化算符, 可以得到离散形
式的随机开放量子系统演化方程为:

ρ(k + 1) = A0ρ(k)A†
0 + A1ρ(k)A†

1 (18)

2 基于压缩传感的量子态在线估计

压缩传感 (Compressed sensing, CS)理论指出:
如果量子状态的密度矩阵 ρ 为低秩矩阵, 那么只需
要 O(rd log d) 随机观测量的测量值, 将系统状态的
估计问题转化为一个优化问题来重构出密度矩阵,
其中 d 和 r 分别为状态密度矩阵 ρ 的维度与秩[12].

基于量子连续弱测量和压缩感知理论可知, 在
线量子状态估计过程是测量一次, 估计一次, 当测量
次数达到或超过 m (m ≤ d) 时, 可以获得满足性能
指标的估计值. 根据式 (16), 可以根据测量算符构造
出不断随时间和测量次数变化的采样矩阵:

A = [vec (M1), vec (M2), · · · , vec (Mm)]T (19)

其中, 在测量次数小于 m 情况下, 采样矩阵的维数
为测量次数, 当测量次数大于 m 后, 采样矩阵的维
数保持 m 个, 并且每增加一次新测量列向量, 将去
掉最前面的一次的测量列向量, 以保证采样矩阵的
不断更新.

对应于采样矩阵所获得的测量值是: y =
[y1, y2, · · · , ym]T. 理论上, 可以通过计算密度矩阵 ρ

和采样矩阵 A 的内积值来获得测量值为:

yl = 〈ρ,Ml〉 = tr(ρMl), l = 1, 2, · · · ,m (20)

基于压缩传感理论, 量子态估计过程中所用到
的测量次数仅需要m 次, 其估计误差为:

ε = y −Aρ̂ (21)

根据压缩传感理论可知, 只要采样矩阵 A 满

足限制等距条件 (Restricted isometry property,
RIP):

(1− δ)||ρ̂||F ≤ ||Aρ̂||2 ≤ (1 + δ)||ρ̂||F (22)

其中, δ ∈ (0, 1) 为等距常数, || · ||F 为 Frobenius 范
数, 那么, 在估计误差允许范围内, 就可通过求解满
足带有约束条件的最优范数的问题唯一确定 d2 个

待估计的密度矩阵元素:

arg min ‖ρ̂‖∗
s. t. ρ̂ ≥ 0, tr(ρ̂) = 1, ||y −Avec(ρ̂)||2 ≤ ε

(23)

其中, ρ̂ 为利用压缩传感重构出的估计密度矩阵,
‖ρ̂‖∗ 表示 ρ̂ 的核范数, ε 表示估计误差, vec(·) 为变
换算符, 表示任意矩阵的每一列按顺序首尾相连变
换成的矢量, 上述核范数优化问题等价于在正定约
束下目标为 ρ̂ 的二范数最小的优化问题:

arg min ‖A · vec(ρ̂)− y‖2

s. t. ρ̂ ≥ 0, tr(ρ̂) = 1 (24)

根据本文所给出的量子连续弱测量过程, 单量
子比特系统状态在线估计的算法过程为:

1) 给定系统自由哈密顿量H0, 系统控制哈密顿
量 Hx, 系统外加的恒定控制量 ux, 系统 Lindblad
算符 L, 计算系统哈密顿量: H = H0 + uxHx, 根
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据式 (15), 计算单量子比特系统的两个弱测量算符
M0(∆t) 和M1(∆t);

2) 根据式 (16), 计算 k 时刻系统连续弱测量下

的测量算符M(k);
3) 基于压缩传感理论选择合适的测量次数 m,

根据式 (19), 构造采样矩阵 A(k); 根据式 (20) 获得
系统的测量值 y(k);

4) 根据非负 LS 算法来求解正定约束下的
二范数最小的优化问题: arg min ‖A · vec(ρ̂)− y‖2

s .t. ρ̂ ≥ 0, tr(ρ̂) = 1, 求出 k 时刻下的估计密度矩

阵 ρ̂(k);
5) 循环步骤 2)∼ 4), 可以得到连续演化系统的

估计状态.

3 量子态在线估计仿真实验及其结果分析

本节我们将在MATLAB 环境下进行了单量子
比特系统状态在线估计的数值仿真实验, 考虑随机
开放量子系统的退相干效应和随机噪声, 研究二能
级量子系统状态的演化轨迹与所对应的在线估计状

态的性能, 并通过对比仿真实验结果, 分析当系统参
数在不同的外加控制场、相互作用强度、弱测量观

测算符下, 对状态在线估计结果性能的影响.
我们选择处于 z 方向恒定外加磁场 Bz 与 x 方

向控制磁场 Bx = A cos φ 中的 1
2
自旋粒子系综 S

的状态 ρ(t) 作为被估计对象, 系统的初始状态为:
ρ(0), 随时间演化的状态为 ρ(k). 对系统 S 施加连

续的弱测量, 初始观测算符为M(0). 系统演化方程
为式 (18), 其中, 被测系统的本征频率为: ω0 = γBz;
γ 是粒子系综的自旋磁比满足: Ω = γA 为系统的

Rabi 频率: Ω ∈ R. 我们采用保真度 f 来表示系统

状态在线估计的性能指标, 保真度的计算公式定义
为:

f(k) = tr
√

ρ̂
1
2 (k)ρ(k)ρ̂

1
2 (k) (25)

其中, ρ(k) 为 k 时刻下的真实密度矩阵, ρ̂(k) 为在
线估计的密度矩阵. 系统的哈密顿量为:

H = H0 + uxHx (26)

其中, H0 = −~
2
ω0σz 为系统自由哈密顿量,

σz =

[
1 0
0 −1

]
为 z 方向的 Pauli 矩阵, Hx =

−~Ω
2

(
e−iφσ− + eiφσ+

)
= −γAσx 为控制哈密顿

量, σ− =

[
0 0
1 0

]
, σ+ =

[
0 1
0 0

]
, ux 为常值

控制量, ux = γA. 在仿真实验中, 系统初态为:
ρ(0) = [ 3

4
−
√

3
4

; −
√

3
4

1
4
], 对应 Bloch 球坐标

为:
(√

3
2

, 0, 1
2

)
. 实验参数: ~

2
ω0 = Ω = 2.5× 10−18,

控制场初始相位 φ = 0, 测量效率取 η = 0.5, 连续
弱测量时间间隔取 ∆t = 0.4× ~

2
ω0 = 1× 10−18s ≈

4 a. u.. 实验中的采样次数 (Sampling times) 为:
N = 200, 也就是连续测量与估计的总次数. 系
统随机噪声: dW = σ · randn(2, 2), 其中, σ 为

随机噪声幅值; CVX 优化算法中, 取迭代误差
为 tol = 10−7, 优化算法中的最大迭代次数为:
maxite = 30; 控制量 ux 分别取两种不同常值:
ux1 = 0, ux2 = 2, 每种控制量下分别选择两种

初始观测算符: Mz(0) = σz =

[
1 0
0 −1

]
, 以及

Mx(0) = σx =

[
0 1
1 0

]
, 以及两种 Lindblad 算符:

Lz = ξσz, Lx = ξσx, 其中, ξ 表示系统相互作用强

度, 且满足: ξ2 = ξ0.

3.1 无外加控制作用下系统状态自由演化仿真实验

本节主要研究单比特开放量子系统在无外加控

制磁场作用下的状态自由演化及其状态在线估计的

数值仿真实验. 图 3 为 ux = 0 时不同观测算符下系
统真实状态 ρ(k) 及其在线估计状态 ρ̂(k) 在 Bloch
球上的演化轨迹, 其中, 实线对应系统真实状态的
演化轨迹, 虚线对应系统在线估计状态的演化轨迹,
“o” 表示真实状态的初态 ρ(0), “∗” 表示在线估计
状态的初态 ρ̂(0). 图 3 (a), 3 (b) 和 3 (c) 分别对应
Lz = ξσz,Mz(0) = σz; Lx = ξσx,Mx(0) = σx; 以
及 Lx = ξσx,Mz(0) = σz 情况下的系统状态估计结

果, 其中, ξ = 0.3.
从图 3 中的实线轨迹可以看出: 当系统外加控

制量 ux = 0 时, 系统状态处于自由演化过程. 图
3 (a) 中当系统 Lindblad 算符取 Lz = ξσz 时, 系
统状态自由演化轨迹为 x-y 平面上的投影轨迹; 图
3 (b) 和 3 (c) 中当 Lx = ξσx 时, 系统状态自由演化
轨迹向球心处耗散. 另一方面, 当初始测量算符取:
Mz(0) = σz 时, 量子态估计结果为系统状态 ρ(t) 向
z 轴上投影的混合态; 当测量算符为: Mx(0) = σx

时, 量子态估计结果为系统状态在 x-y 平面上的投
影轨迹. 此时, 由于所选初始观测算符 Mz(0) (图
3 (c))或Mx(0) (图 3 (b))与系统自由哈密顿重合或
正交, 导致在线连续测量无法测量到系统状态的足
够有效信息, 因此无法实现量子态的正确在线估计
结果.

3.2 外加恒定控制作用下量子态在线估计仿真实验

本节通过适当外加常值控制, 改变测量算符与
系统自由哈密顿的重合或正交情况, 获得有效的测
量值, 实现系统状态正确的在线估计. 进一步地还进
行量子系统在不同随机噪声幅值大小, 以及不同相
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互作用强度下对在线状态估计性能的影响的研究.
图 4 和图 5 为 ux = 2 时不同参数下系统

真实状态 ρ(k), 以及在线估计状态 ρ̂(k) 在 Bloch
球中的演化轨迹. 其中, 图 4 (a)、4 (b) 和 4 (c)
分别对应当相互作用强度为 ξ1 = 0.3 时, Lz =
ξ1σz,Mz(0) = σz; Lx = ξ1σx,Mx(0) = σx; 以及
Lx = ξ1σx,Mz(0) = σz 情况下的系统状态的在线

估计结果. 图 5 (a)、5 (b) 和 5 (c) 分别对应当相互
作用强度为 ξ2 = 0.5 时, Lz = ξ2σz,Mz(0) = σz;
Lx = ξ2σx,Mx(0) = σx; 以及 Lx = ξ2σx,Mz(0) =

σz 情况下的量子态在线估计结果, 其中, 随机噪声
幅值为: σ = 0.02.

由图 4 和图 5 可以看出: 当外加磁场控制量
ux = 2 时, 系统的状态演化轨迹为 Bloch 球上与
x-y 平面具有一定夹角的运动轨迹, 由于此时所选初
始观测算符Mz(0) 或Mx(0) 与系统哈密顿不重合
或正交, 能够获得有效的测量值, 因而可以得到量子
态的精确估计结果. 从图 4 和图 5 中还可以看出: 改
变环境对系统的影响强度, 即相互作用强度 ξ 的大

小, 也会使系统的演化轨迹发生变化, 强度越大, 演

图 3 无外加控制作用下系统的自由演化轨迹及其在线状态估计

Fig. 3 Free evolution trajectory and online state estimation of the system without external control

图 4 相互作用强度为 0.3 情况下, 外加恒定控制下系统的状态演化轨迹

Fig. 4 State evolution trajectory of system under external constant control under interaction strength of 0.3

图 5 相互作用强度为 0.5 情况下, 外加恒定控制下系统的状态演化轨迹

Fig. 5 State evolution trajectory of system under external constant control under interaction strength of 0.5
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化轨迹变化越快; 另外, 图 4 和图 5 中估计状态与
实际状态均在测量次数 k = 2 及之后的轨迹重合,
换句话说, 在 k = 2 次以及之后可以获得精确的在
线状态估计. 此结果与基于压缩传感理论所给出的
当秩 r = 1, 获得精确状态估计的最少测量次数为
r × d = 1× 2 = 2 是完全吻合的.
为了进一步研究随机开放量子系统中噪声对系

统演化轨迹以及在线估计性能的影响, 我们还进行
了不同噪声幅值下系统状态在线估计的仿真实验.
图 6 (a) 为当系统随机噪声幅值取 σ = 0.02 时的保
真度曲线, 图 6 (b) 为不同随机噪声幅值下的量子态
在线估计的系统保真度曲线, 图 6 (c) 为不同随机噪
声幅值下系统状态密度矩阵中元素 ρ11 的变化曲线,
实线, 虚线, 点划线分别对应噪声幅值取 0, 0.02 和
0.04 时的变化曲线.
由图 6 (a) 可以看出, 基于连续弱测量和压缩

传感理论可以高精度地实现量子态的在线估计, 并
且本文所采用的优化算法可以对系统噪声进行一定

程度的去噪处理. 从图 6 (a) 和 6 (b) 可以看出, 当
开放量子系统无随机噪声时, 系统保真度可以达到
99.3% 以上, 系统估计误差小于 0.7%, 系统状态密
度矩阵在 150 次自由演化后到达球心的最大混合态;
当开放量子系统具有随机噪声时, 系统保真度曲线
抖动现象更为明显, 并且随着噪声幅值的增大, 系统
估计误差随之增大, 状态密度矩阵在系统演化过程
中的抖动幅度也随之增加.
在现有量子态估计的研究中, Silberfarb等[4] 提

出了一种基于 N 个连续测量集合的量子态重建方

案, 该方案仅考虑一个特定的未知初始状态, 并需要
制备该状态的诸多全同副本, 然后通过引入一组明
确的控制参数实现将初始测量状态映射到所有可能

的测量状态上, 之后利用探测器来获取测量结果, 再
利用贝叶斯滤波器和极大似然估计法重构出系统状

态. 由于方案中需要引入一组明确的控制参数, 当
控制参数存在 1% 的不确定性时, 系统保真度仅有
85%. 因此, 控制参数的不确定性和全局优化策略
需要进一步完善. 本文与之最大的不同点是, 我们
对不断演化的系统状态进行在线估计, 通过连续不
断地进行在线弱测量来实现量子态的实时在线估计.
数值仿真实验结果表明, 基于本文所提出的方案, 在
外加恒定控制量作用下, 系统保真度高于 95%, 更
高精度地实现了量子状态估计.

Smith 等[13] 首次将压缩传感理论用于量子系

统中, 根据系统的动力学特性, 利用物理实验生成
一组具有足够精确度的已知可观察量, 然后分别采
用压缩传感 (CS) 和最小二乘 (LS) 算法进行状态重
构. 实验中根据随机选择的测试状态的平均值来观
察 CS 和 LS 算法的性能好坏, 实验结果表明, 利用
CS 算法重构系统状态的保真度高于 LS 算法, 并且
具有较好的鲁棒性. 与之不同的是, 本文对不断变化
着的系统状态进行在线估计, 利用压缩传感理论来
减少在线的测量次数, 确定单量子比特状态在线估
计所需要的最少测量次数. 通过系统仿真实验, 给出
了一个量子位在线估计的完整过程, 揭示了对在线
量子态估计性能的影响因素包括开放量子系统的内

部参数 L 以及初始测量算符M(0), 并且, 通过施加
外加常数控制获得高精度的状态估计性能.

4 结论

本文基于压缩传感理论和连续弱测量, 对单比
特随机开放量子系统中的量子态进行在线估计的研

究. 数值仿真实验结果表明, 在外加常值控制作用
下, 任意初始观测算符与系统自由哈密顿不重合或
不正交, 连续弱测量可以获得系统的有效信息, 实现
量子态的精确在线估计.

图 6 量子态在线估计的性能曲线

Fig. 6 Performances of online quantum state estimation
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