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一种带时间窗口的双脉冲控制器下的忆阻振荡系统滞同步

吴鸿娟 1, 2 熊 江 1, 2 冯玉明 1, 2 涂正文 1, 3

摘 要 在真实的环境中实现复杂忆阻振荡系统的同步时, 因为信息干扰及通信问题, 驱动和响应系统之间总是存在信息传

输时滞, 即时滞问题具有普遍性; 另外, 脉冲控制信号的输入总是存在输入误差, 并不能实现精确地输入. 本文考虑到上述实际

存在的信息传输时滞和脉冲输入误差, 设计了一种比较接近真实情况的、灵活的可以带有不同时间窗口和不同控制增益的双

脉冲切换控制器, 并且利用该控制器实现了两个复杂忆阻振荡系统的滞同步. 基于 Lyapunov 稳定性理论、矩阵不等式以及脉

冲控制等相关理论, 本文找出了实现一类五阶复杂忆阻振荡系统同步的条件. 最后的仿真实验进一步验证了本控制方法的可

行性.
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Lag Synchronization of Memristor Oscillator Systems via a Double Impulsive

Controller With Time Windows

WU Hong-Juan1, 2 XIONG Jiang1, 2 FENG Yu-Ming1, 2 TU Zheng-Wen1, 3

Abstract In real environment, while realizing the synchronization of complex memristor oscillators, there are always

some transmission delays between master system and slave system because of the signal interference and some communi-

cation problem. That is, the delay problem is so common. On the other hand, there are also some input errors because the

impulsive control signals can not be input so accurately. Considering the transmission delay and the input error, we design

one flexible double impulsive switch controller, which can reflect the real environment better, with two time windows and

two control gains, then use it to realize the lag synchronization of two complex memristor oscillator systems. Based on

Lyapunov stability theory, matrix inequality, and impulsive control with time windows, synchronization conditions for one

type of five-order complex memristor oscillator systems are given. Simulation results are displayed to verify the feasibility

of this method.
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忆阻器作为第四种基本电路元件是由华裔科学

家蔡少棠教授于 1971 年提出的[1], 在普遍的对称原
理上, 蔡少棠教授推断除了电阻、电容和电感器之
外, 应该还有一种元件, 涉及电荷与磁通量之间的关
系, 它也被称为是丢失的电路元件. 虽然蔡少棠教授
当时从理论上验证了忆阻器作为一种电路元件存在

的可能性, 但一直没有得到充分的实验结果验证和
支撑. 直到 2008 年, 惠普实验室 (HP Labs) 的研究
人员, 首次做出了纳米忆阻器件, 掀起了全世界学术
界对忆阻器研究的热潮[2]. 近年来, 由于忆阻器在可
编程模拟电路、低能耗计算与存储、脑机接口、神经

网络等方面的潜在应用, 忆阻器一直受到了科研人
员的广泛关注[3−5].
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鉴于忆阻器的潜在应用广泛, 所以很有必要就
非线性忆阻振荡系统进行深入的研究[6−8]. 此外, 当
前对相关忆阻系统的同步控制已经成为了一大热

门[9−10]. 文献 [11] 提出了一种用于实现三个不同忆
阻振荡系统同步的组合策略. 文献 [12] 研究了一种
基于模糊模型的忆阻 Lorenz 系统的同步. 文献 [13]
设计了一种自适应控制实现了基于忆阻的超混沌系

统的同步.
众所周知, 脉冲控制和常见的间歇控制都属于

非连续控制, 非连续控制十分适合于不能或不必要
一直进行连续控制的系统. 而且与传统的间歇控制
相比, 脉冲控制的控制开销较低, 它是在某一固定
时刻左右瞬间产生脉冲信号[14−16], 而不是在一小段
时间之内一直进行控制信号的持续输入. 正是因为
脉冲控制可以较大程度节省控制开销, 引起了不少
研究人员的研究兴趣. 虽然当前已经有一些关于脉
冲控制的研究[17−20], 但不少研究都是假设脉冲发生
的时间是固定的、精确的. 然而我们知道没有一种
设备能将脉冲信号毫无误差地输入. 并且在实现驱
动和响应系统之间的同步过程中, 因为信息干扰及
通信问题, 总是存在信号的传输时滞, 即时滞问题
具有普遍性, 而且时滞问题往往会加大系统的不稳
定[21−28]. 因此在实现两个复杂忆阻振荡系统的同步
过程中, 很有必要考虑时间窗口 (因为输入误差的存
在, 每次脉冲信号的输入是随机的, 但是被限定在某
个时间窗口之内发生) 和信号传输时滞. 本文就是
在考虑传输时滞和脉冲输入误差的情况下, 设计了
一种带时间窗口的双脉冲切换控制器来实现两个复

杂忆阻振荡系统的同步, 具体突出工作如下:
1) 设计了一种灵活的可以带有两种不同时间窗

口和不同控制增益的双脉冲切换控制器.
2) 在实现两个复杂的忆阻振荡系统的同步过程

中, 考虑到了现实中必定存在的信号传输时滞以及
脉冲输入误差, 研究比较能够反映利用脉冲信号实
现两个复杂系统同步的真实情况.

3) 利用本带时间窗口的双脉冲控制器实现了两
个复杂忆阻振荡系统的指数同步.

1 忆阻振荡系统模型

文献 [29] 在四阶蔡氏混沌电路中进行了扩展,
提出了一个五阶忆阻振荡系统, 其电路模型如图
1 所示. 基于基尔霍夫电流定律 (Kirchoff′s current
law, KCL)和基尔霍夫电压定律 (Kirchoff′s voltage
law, KVL), 该电路模型可以描述成如下微分方程
组:





ϕ̇(t) = V1(t)

V̇1(t) =
1
C1

(i3(t)−W (ϕ(t))V1(t))

V̇2(t) =
1
C2

(−i3(t) + i4(t))

i̇3(t) =
1
L1

(V2(t)− V1(t)−Ri3(t))

i̇4(t) = − 1
L2

V2(t)

(1)

其中, W (ϕ)表示忆导, V1 和 V2 表示电压, C1 和C2

代表电容, i3 和 i4 标志电流, ϕ、L、R 分别表示磁

通、电感和电阻. 忆导可以被描述为如下方程[29−30],

W (ϕ) =
dq(ϕ)
dϕ

= −a + 3bϕ2 (2)

图 1 五阶忆阻振荡系统模型

Fig. 1 The model of five-order memristor

oscillator system

令 x1(t) = ϕ(t), x2(t) = V1(t), x3(t) = V2(t),
x4(t) = i3(t), x5(t) = i4(t), 根据方程 (2), 系统 (1)
可以被重新描述为:





ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) =
1
C1

(x4(t) + ax2(t)− 3bx2
1(t)x2(t))

ẋ3(t) =
1
C2

(−x4(t) + x5(t))

ẋ4(t) =
1
L1

(x3(t)− x2(t)−Rx4(t))

ẋ5(t) = − 1
L2

x3(t)

(3)

对于初始状态 (0.01, 0, 0.01, 0.01,0), 如果我
们设置 a = 1.2, b = 0.5, 1/C1 = 8.9, C2 = 1,
1/L1 = 29, R = 1, 1/L2 = 15, 计算机仿真实验显
示系统 (3) 具有如图 2 所示的混沌吸引子.
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图 2 五阶忆阻振荡系统的混沌吸引子

Fig. 2 Attractors of a five-order memristor

oscillator system

我们将系统 (3) 看作两个部分, 即

ẋ(t) = Ax(t) + Bf(x(t)) (4)

在系统 (4) 中, 状态向量 x(t) = (x1(t), x2(t),
x3(t), x4(t), x5(t))T, A 和 B ∈ R5×5 是常数矩阵,
f(x(t)) ∈ R5 作为扰动函数.

A =




0 1 0 0 0

0
a

C1

0
1
C1

0

0 0 0 − 1
C2

1
C2

0 − 1
L1

1
L1

− R

L1

0

0 0 − 1
L2

0 0




B =




0 0 0 0 0

− 3b

C1

0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




, f(x(t)) =




x2
1x2

0
0
0
0




因为 f(x(t)) 满足 Lipschitz 条件, 所以对于任
意 x, x′ ∈ Ω, 可以有

|fi(x)− fi(x′)| ≤ L̃|x− x′|, i = 1, 2, · · · , 5
(5)

其中, L̃ 为 Lipschitz 系数.
此处, 将线性元素放在扰动函数之外, 即仅仅将

非线性元素留在扰动函数之中, 这样能够减少扰动
函数的复杂性, 利于处理扰动函数.

2 忆阻振荡系统的滞同步

在这部分内容中, 我们将构建一个带时间窗口
的双脉冲切换控制器, 较之于传统的单脉冲控制器

(仅含有一个控制增益), 在此控制器中, 一个控制周
期之内, 可以含有两个不同的控制增益 J1 和 J2, 可
以根据系统控制的需要设定为不同的强度, 而且两
个脉冲的出现是随机的, 但分别被限制在两个小的
时间窗口 (时间窗口 1 和时间窗口 2) 之内, 考虑到
时间窗口的存在是基于在真实环境中脉冲信号的输

入是一定存在输入误差的. 该控制器的结构如图 3
所示.

图 3 带时间窗口的双脉冲切换控制器

Fig. 3 A double-impulsive switch controller with

time windows

将系统 (4) 作为驱动系统, 响应系统可以被描
述为

ẏ(t) = Ay(t) + Bf(y(t)) + u(t) (6)

其中, 状态向量 y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t),
y4(t), y5(t))T, u(t) 是双脉冲切换控制器, 它可以
具有两种不同的时间窗口和控制增益.
令 e(t) = y(t) − x(t − τ), τ 是传输时滞, e(t)

是驱动系统 (4)和响应系统 (6)之间的同步误差. 如
果将该带时间窗口的双脉冲切换控制器应用到误差

系统 ė(t) 中, 误差系统可以被描述为方程 (7).




ė(t) = Ae(t) + B(f(y(t))− f(x(t− τ))),
nT ≤ t < nT + η1T

ė(t) = Ae(t) + B(f(y(t))− f(x(t− τ))),

nT + η1T ≤ t < nT +
1
2
T, t 6= γ(1)

n

e(t) = e(t−) + J1e(t−),
t = γ(1)

n , n = 0, 1, 2, · · ·
ė(t) = Ae(t) + B(f(y(t))− f(x(t− τ))),

nT +
1
2
T ≤ t < nT +

(
1
2

+ η2

)
T

ė(t) = Ae(t) + B(f(y(t))− f(x(t− τ))),

nT +
(

1
2

+ η2

)
T ≤ t < (n + 1)T,

t 6= γ(2)
n

e(t) = e(t−) + J2e(t−), t = γ(2)
n , n = 0, 1, 2, · · ·

(7)

其中, 0 < η1 < 0.5, 0 < η2 < 0.5, η1 和 η2 为时间

窗口调整变量, 可以分别用于限制时间窗口 1 和时
间窗口 2 的大小, J1 和 J2 可以为两种不同的控制
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增益, γ(1)
n 和 γ(2)

n 分别为控制增益为 J1 和 J2 的脉

冲信号产生的瞬间时刻.
引理 1[31]. 给定任意适当维数的实矩阵

Σ1,Σ2,Σ3 以及一个标量 ρ > 0, 使得 0 < Σ3 = ΣT
3

成立, 那么下列不等式成立:

ΣT
1 Σ2 + ΣT

2 Σ1 ≤ ρΣT
1 Σ3Σ1 + ρ−1ΣT

2 Σ−1
3 Σ2 (8)

接着, 我们将找到能使系统 (4) 和系统 (6) 实现
同步的充分条件. 也就是说, 如果误差系统 (7) 能够
实现原点稳定, 那么驱动系统 (4) 和响应系统 (6) 的
同步就能够实现.
定理 1. 如果存在正常数 g1 > 0, g2 > 0,

g3 > 0, g4 > 0, ρ1 > 0, ρ2 > 0, ρ3 > 0, ρ4 > 0 使
得以下成立:

1) A + AT + ρ1BBT + ρ−1
1 L2E − g1E ≤ 0

2) A + AT + ρ2BBT + ρ−1
2 L2E − g2E ≤ 0

3) A + AT + ρ3BBT + ρ−1
3 L2E − g3E ≤ 0

4) A + AT + ρ4BBT + ρ−1
4 L2E − g4E ≤ 0

5) −g1η1T − g2( 1
2
T − η1T )− g3η2T − g4( 1

2
T −

η2T )− lnλ(1)
max − lnλ(2)

max > 0
其中, λ(1)

max 是 (E + J1)T(E + J1) 的最大特征值,
λ(2)

max 是 (E + J2)T(E + J2) 的最大特征值, 并且 L

是最大 Lipschitz 系数, 那么误差系统 (7) 是指数稳
定的. 也就是说, 利用本带时间窗口的双脉冲切换控
制器, 驱动系统 (4) 与响应系统 (6) 之间的滞同步能
够实现.

证明. 定义一个 Lyapunov 函数 V (e(t)) =
e(t)Te(t), 当 nT ≤ t < nT + η1T 时, V (e(t)) 相对
于时间 t 的导数为

V̇ (e(t)) = 2e(t)Tė(t) =

2e(t)TAe(t) + 2e(t)TB(f(y(t))−
f(x(t− τ))) = e(t)T(A + AT)e(t)+

2e(t)TB(f(y(t))− f(x(t− τ)))

根据引理 1, 能够得到

2e(t)TB(f(y(t))− f(x(t− τ))) ≤
ρ1e(t)TBBTe(t) + ρ−1

1 ||f(y(t))−
f(x(t− τ))||2 ≤
ρ1e(t)TBBTe(t) + ρ−1

1 L2e(t)Te(t)

从而, V̇ (e(t)) 的值应该满足

V̇ (e(t)) ≤ e(t)T(A + AT)e(t)+

ρ1e(t)TBBTe(t) + ρ−1
1 L2e(t)Te(t) =

e(t)T(A + AT + ρ1BBT + ρ−1
1 L2E−

g1E)e(t) + g1V (e(t)) ≤ g1V (e(t))

类似地, 当 nT + η1T ≤ t < nT + 1
2
T , t 6= γ(1)

n

时,

V̇ (e(t)) = 2e(t)Tė(t) ≤
e(t)T(A + AT + ρ2BBT + ρ−1

2 L2E−
g2E)e(t) + g2V (e(t)) ≤
g2V (e(t))

当 nT + 1
2
T ≤ t < nT + ( 1

2
+ η2)T 时,

V̇ (e(t)) = 2e(t)Tė(t) ≤
e(t)T(A + AT + ρ3BBT + ρ−1

3 L2E−
g3E)e(t) + g3V (e(t)) ≤
g3V (e(t))

并且, 当 nT + ( 1
2

+ η2)T ≤ t < (n + 1)T , t 6= γ(2)
n

时,

V̇ (e(t)) = 2e(t)Tė(t) ≤ e(t)T(A + AT+

ρ4BBT + ρ−1
4 L2E−

g4E)e(t) + g4V (e(t)) ≤ g4V (e(t))

当 t = γ(1)
n , γ(1)

n ∈ [nT + η1T, (n + 1
2
)T )

V (γ(1)
n ) = e(t)Te(t) =

(e(t−) + J1e(t−))T(e(t−) + J1e(t−)) =

e(t−)T(E + J1)T(E + J1)e(t−) ≤
λ(1)

maxV (e(t−))

其中, λ(1)
max 为 (E + J1)T(E + J1) 的最大特征值.

然后 nT + η1T ≤ t < γ(1)
n

V (e(t)) ≤V (e((nT + η1T )−))×
exp(g2(t− nT − η1T ))

并且 γ(1)
n ≤ t < (n + 1

2
)T

V (e(t)) ≤ λ(1)
maxV (e(γ(1)

n

−
)) exp(g2(t− γ(1)

n ))

当 t = γ(2)
n , γ(2)

n ∈ [nT + ( 1
2

+ η2)T, (n + 1)T )
时, 类似地,

V (γ(2)
n ) ≤λ(2)

maxV (e(t−))

其中, λ(2)
max 是 (E + J2)T(E + J2) 的最大特征值.

从而 nT + ( 1
2

+ η2)T ≤ t < γ(2)
n

V (e(t)) ≤V

(
e

((
nT +

(
1
2

+ η2

)
T

)−))
×

exp
(

g4

(
t− nT −

(
1
2

+ η2

)
T

))
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并且 γ(2)
n ≤ t < (n + 1)T

V (e(t)) ≤ λ(2)
maxV (e(γ(2)

n

−
)) exp(g4(t− γ(2)

n ))

因此, 可得,
情况 1 当 n = 0, 有
1) 如果 0 ≤ t < η1T, 那么

V (e(t)) ≤ V (e0) exp(g1t)

V (e(η1T
−)) ≤ V (e0) exp(g1η1T )

2) 如果 η1T ≤ t < γ
(1)
0 , 那么

V (e(t)) ≤V (e(η1T
−)) exp(g2(t− η1T )) ≤

V (e0) exp(g1η1T + g2(t− η1T ))

V (e(γ(1)
0

−
)) ≤ V (e0) exp(g1η1T + g2(γ

(1)
0 − η1T ))

3) 如果 γ
(1)
0 ≤ t < 1

2
T, 那么

V (e(t)) ≤λ(1)
maxV (e(γ(1)

0

−
)) exp(g2(t− γ

(1)
0 )) ≤

λ(1)
maxV (e0) exp(g1η1T + g2(t− η1T ))

V

(
e

(
1
2
T−

))
≤λ(1)

maxV (e0)×

exp
(

g1η1T + g2

(
1
2
T − η1T

))

4) 如果 1
2
T ≤ t < ( 1

2
+ η2)T, 那么

V (e(t)) ≤V

(
e

(
1
2
T−

))
×

exp
(

g3

(
t− 1

2
T

))
≤

λ(1)
maxV (e0) exp

(
g1η1T+

g2

(
1
2
T − η1T

)
+ g3

(
t− 1

2
T

) )

V

(
e

((
1
2

+ η2

)
T−

))
≤ λ(1)

maxV (e0)×

exp
(
g1η1T + g2

(
1
2
T − η1T

)
+ g3(η2T )

)

5) 如果 ( 1
2

+ η2)T ≤ t < γ
(2)
0 , 那么

V (e(t)) ≤V

(
e

((
1
2

+ η2

)
T−

))
×

exp

(
g4

(
t− 1

2
T − η2T

))
≤

λ(1)
maxV (e0) exp

(
g1η1T + g2

(
1
2
T − η1T

)
+

g3η2T + g4

(
t− 1

2
T − η2T

) )

V (e(γ(2)
0

−
)) ≤λ(1)

maxV (e0) exp

(
g1η1T+

g2

(
1
2
T − η1T

)
+ g3η2T+

g4

(
γ

(2)
0 − 1

2
T − η2T

))

6) 如果 γ
(2)
0 ≤ t < T, 那么

V (e(t)) ≤λ(2)
maxV (e(γ(2)

0

−
)×

exp(g4(t− γ
(2)
0 )) ≤ λ(2)

maxλ
(1)
maxV (e0)×

exp

(
g1η1T + g2

(
1
2
T − η1T

)
+

g3η2T + g4

(
t− 1

2
T − η2T

) )

V (e(T−)) ≤ λ(1)
maxλ

(2)
maxV (e0) exp

(
g1η1T+

g2

(
1
2
T − η1T

)
+ g3η2T + g4

(
1
2
T − η2T

) )

通过不断推导, 可以得到, 情况 m + 1, 当 n =
m, 从而

1) 如果mT ≤ t < mT + η1T, 那么

V (e(t)) ≤ λm(1)
maxλ

m(2)
maxV (e0)×

exp

(
g1(t−mT + mη1T )+

g2

(
1
2
mT −mη1T

)
+

mg3η2T + g4

(
1
2
mT −mη2T

) )
=
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V (e0) exp

((
g1

(
t

m
− T + η1T

)
+

g2

(
1
2
T − η1T

)
+ g3η2T+

g4

(
1
2
T − η2T

)
+ lnλ(1)

max +lnλ(2)
max

)
m

)
≤

V (e0) exp

((
g1η1T + g2

(
1
2
T − η1T

)
+

g3η2T + g4

(
1
2
T − η2T

)
+ lnλ(1)

max+

lnλ(2)
max

)
m

)
= V (e0) exp

(
−

(
− g1η1T−

g2

(
1
2
T − η1T

)
− g3η2T−

g4

(
1
2
T − η2T

)
− lnλ(1)

max − lnλ(2)
max

)
m

)

类似地, 能够得到如下结果,
2) 如果mT + η1T ≤ t < γ(1)

m , 那么

V (e(t)) ≤λm(1)
maxλ

m(2)
maxV (e0) exp

(
(m + 1)g1η1T+

g2

(
t−mT − (m + 1)η1T +

1
2
mT

)
+

mg3η2T + g4

(
1
2
mT −mη2T

) )
≤

V (e0) exp

(
−

(
− g1η1T−

g2

(
1
2
T − η1T

)
−

g3η2T − g4

(
1
2
T − η2T

)
−

lnλ(1)
max − lnλ(2)

max

)
m

)

3) 如果 γ(1)
m ≤ t < mT + 1

2
T, 那么

V (e(t)) ≤ λm+1(1)

maxλ
m(2)

maxV (e0)×

exp

(
(m + 1)g1η1T + g2

(
t−mT−

(m + 1)η1T +
1
2
mT

)
+

mg3η2T + g4

(
1
2
mT −mη2T

) )
≤

V (e0) exp

(
−

(
− g1η1T − g2

(
1
2
T − η1T

)
−

g3η2T − g4

(
1
2
T − η2T

)
−

lnλ(1)
max − lnλ(2)

max

)
m

)

4) 如果mT + 1
2
T ≤ t < mT +( 1

2
+ η2)T, 那么

V (e(t)) ≤ λm+1(1)

maxλ
m(2)

maxV (e0)×

exp

(
(m + 1)g1η1T + g2

(
1
2
(m + 1)T−

(m + 1)η1T

)
+ g3

(
t−mT − 1

2
T+

mη2T
)

+ g4

(
1
2
mT −mη2T

) )
≤

V (e0) exp

(
−

(
− g1η1T−

g2

(
1
2
T − η1T

)
− g3η2T−

g4

(
1
2
T − η2T

)
− lnλ(1)

max − lnλ(2)
max

)
m

)

5) 如果mT + ( 1
2

+ η2)T ≤ t < γ(2)
m , 那么

V (e(t)) ≤ λm+1(1)

maxλ
m(2)

maxV (e0)×

exp

(
(m + 1)g1η1T + g2

(
1
2
(m + 1)T−

(m + 1)η1T

)
+ g3(m + 1)η2T+

g4

(
t−mT − 1

2
T − η2T +

1
2
mT−

mη2T

))
≤ V (e0) exp

(
−

(
− g1η1T−

g2

(
1
2
T − η1T

)
− g3η2T−

g4

(
1
2
T − η2T

)
− lnλ(1)

max − lnλ(2)
max

)
m

)
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6) 如果 γ(2)
m ≤ t < (m + 1)T, 那么

V (e(t)) ≤ λm+1(1)

maxλ
m+1(2)

maxV (e0)×

exp

(
(m + 1)g1η1T + g2

(
1
2
(m + 1)T−

(m + 1)η1T

)
+ g3(m + 1)η2T+

g4

(
t +

(m + 1)
2

T−

(m + 1)T − (m + 1)η2T

))
≤

V (e0) exp

(
−

(
− g1η1T − g2

(
1
2
T−

η1T )− g3η2T − g4

(
1
2
T − η2T

)
−

lnλ(1)
max − lnλ(2)

max

)
(m + 1)

)

从而, 在这种情况下, 对于任意 t > 0, 如果
−g1η1T − g2( 1

2
T − η1T )− g3η2T − g4( 1

2
T − η2T )−

lnλ(1)
max − lnλ(2)

max > 0, 误差系统 (7) 是指数稳定的.
也就是说, 利用本带时间窗口的双脉冲切换控制系
统, 驱动系统 (4) 与响应系统 (6) 之间的滞同步能够
实现. ¤

推论 1. 如果存在正常数 g1, g2, g3, g4, η1 和

η2, 能够满足下列条件

−ḡ1η1T − ḡ2

(
1
2
T − η1T

)
− ḡ3η2T−

ḡ4

(
1
2
T − η2T

)
− lnλ(1)

max − lnλ(2)
max > 0

其中, 0 < η1 < 0.5, 0 < η2 < 0.5, g1 ≥ ḡ1 =
λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2, g2 ≥ ḡ2 =
λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2, g3 ≥ ḡ3 =
λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2 并且 g4 ≥ ḡ4 =
λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2, 那么忆阻振荡系
统 (4) 和 (6) 的滞同步能够实现.
证明. 根据定理 1 中的第 1 个条件, 当 ρ1 = 1

时, 令 ḡ1 = λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2, 可以
得到:

g1E ≥ A + AT + BBT + L2E

g1 ≥ ḡ1 = λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2

同理, 根据定理 1 中的第 2∼ 4 个条件, 可以得
到, g2 ≥ ḡ2 = λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2,

g3 ≥ ḡ3 = λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2, 并且
g4 ≥ ḡ4 = λmin(A + AT) + λmin(BBT) + L2.
即当

−ḡ1η1T−ḡ2

(
1
2
T − η1T

)
− ḡ3η2T−

ḡ4

(
1
2
T − η2T

)
− lnλ(1)

max − lnλ(2)
max > 0

忆阻振荡系统 (4) 和 (6) 的滞同步能够实现. ¤

3 仿真效果及分析

取 a = 1.2, b = 0.5, 1/C1 = 8.9, C2 = 1,
1/L1 = 29, R = 1, 1/L2 = 15, 使忆阻振荡系统 (4)
的初值为 (0.01, 0, 0.01, 0.01, 0) 并且忆阻振荡系统
(6) 的初值为 (0, 0.01, 0.01, 0, 0.01).
当 T = 1, η1 = 0.4, η2 = 0.35, J1 =

diag{−0.05,−0.05,−0.05,−0.05,−0.05}, J2 =
diag{−0.01,−0.01,−0.01,−0.01,−0.01}, 可以求
得 λ(1)

max = 0.9025, λ(2)
max = 0.9801, L = 1.7078,

若 ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = 1, g1 = 0.1, g2 = 0.1, g3 =
0.12, g4 = 0.2 那么根据定理 1 和推论 1, 可以得到
系统 (7) 是指数稳定的. 利用Matlab 7.0 进行实验
仿真, 可以看出, 如果我们选择 τ = 0.3, 利用本带时
间窗口的双脉冲切换控制器实现两个忆阻振荡系统

的滞同步的情况如图 4 所示.

图 4 当传输时滞 τ = 0.3 时, 利用带时间窗口的双脉冲切

换控制器实现两个忆阻振荡系统的滞同步情况

Fig. 4 Lag synchronization of the two memristor

oscillators via a double-impulsive switch controller with

time windows and the transmission delay τ = 0.3

此外, 如果我们选择传输时滞 τ = 0.2, 利用本
带时间窗口的双脉冲切换控制器实现两个忆阻振荡

系统的滞同步的情况如图 5 所示. 可以得知因为相
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对于图 5, 图 4 的传输时滞更大, 所以图 4 需要更长
的同步时间.
图 6 和图 7 分别是当 T = 1, 传输时滞 τ = 0.3

和 τ = 0.2 时, 利用带时间窗口的单脉冲控制器
实现文中两个忆阻振荡系统滞同步的情况, 其控制
增益 J = diag{−0.1,−0.1,−0.1,−0.1,−0.1}, 即为
J1 的 2 倍, 时间窗口调整变量 η = 0.9. 同样可以看
出, 当传输时滞增加时, 利用带时间窗口的单脉冲控
制器实现文中两个忆阻振荡系统的滞同步需要更长

的时间.

图 5 当传输时滞 τ = 0.2 时, 利用带时间窗口的双脉冲切

换控制器实现两个忆阻振荡系统的滞同步情况

Fig. 5 Lag synchronization of the two memristor

oscillators via a double-impulsive switch controller with

time windows and the transmission delay τ = 0.2

图 6 当传输时滞 τ = 0.3 时, 利用带时间窗口的单脉冲控

制器实现两个忆阻振荡系统的滞同步情况

Fig. 6 Lag synchronization of the two memristor

oscillators via a single-impulsive controller with time

window and the transmission delay τ = 0.3

另外, 由仿真实验可以看出, 若我们设置单脉冲
控制器的控制增益为 J1 的 2 倍时, 在 τ = 0.3 时,
双脉冲切换控制器需要产生 5 次左右的脉冲信号,
所需控制周期约为 2.5T. 而单脉冲控制器需要产生
约 15 次的脉冲信号, 所需控制周期约为 15T, 才能
实现同步. 在 τ = 0.2 时, 双脉冲切换控制器只需要
产生 3 次左右的脉冲信号, 所需控制周期约为 1.5T,
而单脉冲控制器需要产生约 4 次的脉冲信号, 所需
控制周期约为 4T.
根据整个仿真效果, 可见本文所提出的带时间

窗口的双脉冲切换控制器不但能较好地接近真实情

况, 而且比较灵活, 具有可行性.

图 7 当传输时滞 τ = 0.2 时, 利用带时间窗口的单脉冲控

制器实现两个忆阻振荡系统的滞同步情况

Fig. 7 Lag synchronization of the two memristor

oscillators via a single-impulsive controller with time

window and the transmission delay τ = 0.2

4 结论

考虑到在真实环境中, 在实现驱动系统和响应
系统之间的同步时, 总是存在信息传输时滞, 并且
脉冲信号不能够毫无误差地进行输入, 本文提出了
一种比较接近真实情况的、灵活的能够包含两种不

同控制增益和时间窗口的双脉冲切换控制器, 并使
用该控制器实现了两个忆阻振荡系统之间的滞同步.
基于 Lyapunov 稳定理论、矩阵不等式和脉冲控制
等相关理论, 找到了实现一类复杂忆阻振荡系统滞
同步的充分条件, 最后的仿真实验验证了该方法的
有效性.
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