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摘    要   在文物碎片自动重组过程中, 针对传统基于几何驱动重组的方法容易受噪声影响会产生误匹配等问题, 本文提出
一种基于生成树代价和和几何约束的文物碎片自动重组方法. 首先, 采用曲度函数提取碎片断裂面上凹凸性显著的 n个特
征点; 进而, 对其进行拓扑重构, 以特征点空间位置之间的欧氏距离为权值, 构造 n阶带权无向完全图及其最小、最大生成
树, 以生成树的代价和为邻接约束, 快速筛选潜在匹配碎片; 然后, 再以特征点的主曲率构造特征串, 引入 Hausdorff距离
来衡量两个特征串之间的相似程度, 可以有效找出配对碎片; 最后, 采用四元数法估算旋转平移矩阵将碎片粗对齐, 再采用
迭代最近点算法实现精确对齐. 实验结果表明, 重组误差小于 1 mm, 与传统方法相比, 该方法特征点数量较少, 计算量小,
有效提高了碎片重组的效率和准确性.

关键词   碎片重组, 带权无向完全图, 最小 (大)代价和, Hausdorff距离

引用格式   胡佳贝, 周蓬勃, 耿国华, 陈小雪, 杨稳, 王飘. 基于生成树代价和和几何约束的文物碎片自动重组方法. 自动化学

报, 2020, 46(5): 946−956
DOI   10.16383/j.aas.c180614

Reassembly of Fractured Fragments Based on Spanning Tree Cost and

Geometric Constraints

HU Jia-Bei1    ZHOU Peng-Bo2    GENG Guo-Hua1    CHEN Xiao-Xue1    YANG Wen1    WANG Piao1

Abstract   In the process of automatic reassembly of fractured fragments, the traditional methods based on geomet-
ric feature matching are sensitive to noises, which leads to mismatching points/fragments. An automatic reas-
sembly method based on spanning tree cost and geometric constraints is proposed. Firstly, n features with signific-
ant concavity or convexity on the fracture surfaces of the fragments are extracted using the curvature function.
Then, the topologies of the features are reconstructed, therefore, the n-th order weighted undirected complete graph
and its minimum and maximum spanning trees can be constructed by setting the Euclidean distance between the
feature points as the weights; thus the cost of spanning trees are utilized as the adjacency constraint in order to
quickly screens the potential matching fragments. Furthermore, the feature strings are formed by aggregating the
main curvatures of the feature points, and the Hausdorff distance is used to measure the similarities between the
two feature strings. Consequently, the matching pieces of fragments can be effectively detected. Finally, the qua-
ternion method is performed to complete the coarse alignment of adjacent fragments, and then the iterative closest
point algorithm (ICP) is used to achieve precise alignment. The experimental results demonstrate that the reas-
sembly error is less than 1mm, and compared to the traditional method, the number of feature points used in the
proposed method is relatively small, and the computational complexity is reduced, which effectively improves the ef-
ficiency and accuracy of fragments reassembly.
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dorff distance

Citation   Hu Jia-Bei, Zhou Peng-Bo, Geng Guo-Hua, Chen Xiao-Xue, Yang Wen, Wang Piao. Reassembly of frac-
tured fragments based on spanning tree cost and geometric constraints. Acta Automatica Sinica, 2020, 46(5):
946−956

 

　收稿日期 2018-09-14    录用日期 2019-07-30
　Manuscript  received  September  14,  2018;  accepted  July  30, 
2019
　国家自然科学基金 (61802311, 61731015, 61673319, 61602380),
国家重点研发项目 (2017YFB1402103), 陕西省重点研发计划 (2019SF-
272), 陕西省教育厅自然科学专项 (18JK0795), 陕西省产业创新链
项目 (2016TZC-G-3-5), 青岛市自主创新重大专项项目 (2017-4-3-
2-xcl), 陕西省自然科学基金 (2018JM6029), 陕西省教育厅自然科
学专项 (19JK0842)
　 Supported by National Natural Science Foundation of  China 
(61802311, 61731015, 61673319, 61602380), National Key Re-
search and Development Projects (2017YFB1402103), Shaanxi Pr
ovincial Key Research and Development Program (2019SF-

272), Shaanxi Provincial Department of Education Natural Sci-
ence Special Project (18JK0795), Shaanxi Industrial Innovation
Chain Project (2016TZC-G-3-5), Qingdao Municipality's Inde-
pendent Innovation Major Project  (2017-4-3-2-xcl), Shaanxi Nat-
ural Science Foundation (2018JM6029), Natural Science Founda-
tion of Shaanxi Provincial Department of Education (19JK0842)
　本文责任编委 潘泉
　Recommended by Associate Editor PAN Quan
　1. 西北大学信息科学与技术学院 西安 710127    2. 北京师范大
学艺术与传媒学院 北京 100875
　 1. College of Information Science and Technology, Northwest
University, Xi'an 710127    2. College of Arts and media, Beijing
Normal University, Beijing 100875

第 46 卷   第 5 期 自   动   化   学   报 Vol. 46, No. 5

2020 年 5 月 ACTA AUTOMATICA SINICA May, 2020



文物是我国历史悠久的文化积淀和智慧结晶.
但由于自然及人为等因素的影响, 导致大多数文物

呈现破碎或不完整状态. 传统的文物修复依靠考古

学知识手工操作, 使得人工修复速度慢、准确性低、

二次破坏等缺点. 近年来, 利用计算机辅助文物虚

拟复原具有高速、便捷、无破坏等优势, 提高了文物

修复的效率, 对文物保护和复原有着至关重要的意义.
根据文物的厚度信息, 自动化文物虚拟复原对

象大致可分为两类: 薄壁类碎片和非薄壁类碎片两

大类[1]. 不管是薄壁类文物碎片还是非薄壁类文物

碎片, 其重组问题是一个大规模、非线性、多目标的

组合优化 NP难问题. 针对非薄壁类碎片的重组问

题, 通常采用基于碎片断裂面几何特征搜索配对碎

片, 实现碎片的重组. 该类方法的代表性研究有

Winkelbach等[2] 使用碎片断裂面上的所有顶点的

法向与曲率等特征, 利用随机采样算法和分级二叉

树实现碎片的配对. Altantsetseg等[3] 基于傅里叶

变换提取曲面上的特征曲线, 通过比较曲线的系数

实现断裂面的匹配. Huang等[4] 基于点云模型, 通
过计算顶点的积分不变量来刻画断裂面的尖锐程

度, 以此来分割断裂面, 然后通过基于向前搜索技

术和表面一致性的约束方法进行碎片的成对重组.
Papaioannou等[5] 采用 Z缓冲方法, 得到碎片的断

裂面的投影, 然后计算当前位置断裂区域的 “位置

误差”, 最终实现碎片之间匹配. Chen等[6] 利用曲

面中心点、局部曲面的类型及二维直方图刻画特征

点处的局部曲面描述子, 通过几何散列算法对碎片

进行匹配. 王坚等[7] 将曲面匹配问题转化为图论中

的最大权团搜索问题并通过自旋图确定匹配关系.
李姬俊男等[8] 提出一种基于空间曲面特征优化的匹

配算法, 首先计算模型表面点体积积分不变量形成

匹配约束簇, 然后定义 3类空间几何一致性约束,
并采用最大独立集方法对非正确匹配对进行筛选.

然而, 上述方法在搜索匹配对时, 大多是采用

断裂面轮廓线或凹凸区域上所有顶点的几何信息,
几何信息在估计时容易受噪声的影响; 其次, 基于

单个点的几何特征匹配具有随机性, 忽略点与点之

间的拓扑信息, 会造成误匹配等结果, 导致重组过

程会出现错位、渗透等现象.
因此, 本文在传统基于几何特征匹配的基础上,

融入特征点之间隐含的拓扑信息, 提出一种基于生

成树代价和和几何约束的文物碎片自动重组方法.
该方法采用两级匹配策略搜索配对碎片, 首先, 对
碎片断裂面进行分割, 采用曲度函数获取碎片断裂

面凹凸性显著的 n个特征点, 进而, 以特征点空间

位置之间的欧氏距离为权值, 构造 n阶带权无向完

全图, 利用 Prime算法生成最小、最大生成树, 以其

代价和为约束快速筛选潜在匹配碎片; 然后, 再以

断裂面特征点的主曲率构造特征串, 通过 Haus-
dorff距离衡量特征串之间的相似性, 找到最佳配对

碎片. 最后, 采用四元数法计算刚体变换矩阵将碎

片进行粗对齐, 再采用迭代最近点算法实现精确对

齐, 有效提高了碎片重组的速度和准确率.

1    断裂面特征点提取

10 ∼ 15

本文以碎片的三角网格模型为研究对象, 采用

李群辉提出的基于法矢的断裂面分割算法[9] 进行断

裂面分割. 由于每个断裂面上顶点数目较多, 为了

能够保证有较小的时间和空间复杂度, 需采取尽可

能少的特征点来唯一表示每个碎片的断裂面. 由于

碎片形状不一, 考虑到两个相同曲面上同一点的曲

率具有几何不变性, 并且曲率能够很好地描述局部

曲面的凹凸程度, 所以本文采用曲度函数提取出断

裂面凹凸性显著的 n (取值为  之间)个特征点.

v

由于物体具有不同尺度的形状特征, 小尺度的

形状细节在大尺度上通常可以被忽略, 因此, 在不

同的尺度上, 同一个点的曲率值应该不同. 当顶点

的局部曲面有噪声时, 在小尺度上, 计算出的曲率

值会受到较大的影响, 但当增大尺度时, 噪声的影

响就会逐渐减小, 因此根据曲率值提取特征点时,
受噪声的影响, 在小尺度上的特征点, 但在大尺度

上可能就不再是特征点[9]. 所以针对断裂面上的顶

点, 本文对文献 [10]中提取特征点的方法进行改进,
依据最大最小主曲率信息定义顶点的曲度值来提取

断裂面上凹凸性显著的特征点. 定义顶点  在不同

尺度下的曲度为:

Cv,rm =

√
k1

2 + k2
2

2
(1)

Cv,rm v rm

k1, k2 v m

m = 1, 3, 5, rm v m

FP

TP

式中 ,     代表顶点   在   尺度下的曲度值 ;
 分别为顶点  的最大主曲率和最小主曲率,  

为邻域大小, 本文中     为顶点   的  

阶邻域的顶点个数 .  定义    为候选特征点集 ,
  为最终特征点集. 具体的算法步骤如下:

v,

m = 1, 3, 5

m

rm k1 k2;

步骤 1. 对于断裂面上的任意顶点   计算并搜

索其  阶的邻域点, 如图 1所示为目标点

的一阶邻域点, 分别以   阶邻域顶点进行曲面拟

合, 求出不同尺度  下的最大、最小主曲率  、 

v

rm Cv,rm ;

步骤 2. 将顶点   的最大、最小主曲率代到式

(1)中, 分别计算在  尺度下的曲度值 

v rm

T (rm) FP ;

步骤 3. 若顶点  在  尺度下的曲度均大于给

定阈值  , 则将该顶点加入候选特征点集 
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反之, 则为非特征点. 若断裂面上还有其他未计算

曲度的顶点, 转至步骤 1; 否则, 进入步骤 4;
FP

TP.

步骤 4. 对候选特征点集  中的所有顶点, 根
据曲度值由大到小排序, 选择前 n个点为最终特征

点集 

2    配对碎片搜索

为了确保碎片匹配的速度和准确率, 本文采用

两级匹配策略. 根据上述方法提取的断裂面特征点,
首先构造 n阶带权无向完全图及最小、最大生成树,
以生成树的代价和为约束快速筛选潜在匹配碎片.
然后, 考虑到碎片断裂的随机性, 再以特征点的几

何特征为约束再进行匹配, 引入 Hausdorff距离衡

量断裂面特征串间的相似性, 即可确定最佳的配对

碎片.

2.1    构造 n阶带权无向完全图

本文将图论知识扩展到三维空间, 对于任意断

裂面, 采用上述方法提取 n个特征点, 已知点的位

置关系, 对其进行拓扑重构, 构造一个 n阶带权无

向完全图. 图作为一种非线性结构, 有四种常见的

表示方法: 邻接矩阵、邻接表、邻接多重表及十字链

表[11]. 本文采用邻接矩阵表示法.
G = (V,E) V

E

若  为一个无向完全图, 其中  为图

中所有的顶点集,   为图中所有的边集. 所谓带权

无向完全图, 指图中任意两点之间都有边相连, 并
且每条边有相应的权值, 如图 2 (a)、2 (b)所示为两

个任意 4 阶带权无向完全图. 设断裂面上提取的

p1, p2, · · · , pn,
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), · · · , (xn, yn, zn),

n 个特征点分别为    其坐标分别为

  以任意两点

间的欧氏距离为其边上的权值, 构造 n阶带权无向

完全图的邻接矩阵为

D =


d11 d12 · · · d1n
d21 d22 · · · d2n

· · · · · ·
. . . · · ·

dn1 dn2 · · · dnn

 (2)

dij=
√
(xi−xj)

2
+(yi − yj)

2
+(zi−zj)

2

i, j = 1, 2, · · · , n
式中:   , 其中

 .
然而, 直接利用上述图作匹配, 计算量相当复

杂. 考虑到任意连通网都存在最小 (大)生成树, 它
们均包含网中 n个顶点, n−1条边, 其最小 (大)代
价和反映最小 (大)生成树拓扑结构的整体信息, 且
具有唯一性, 同时具有旋转、平移不变性. 因此, 利
用它们的代价和为约束可以快速筛选潜在匹配碎片.

2.2    构造最小、最大生成树

本文对上述拓扑结构进行简化, 构造上述带权

完全图的最小、最大生成树. 由于该图为稠密图, 所
以采用 Prime算法构造最小、最大生成树[11], 具体

步骤如下:
G = (V,E)

FE

假设  是碎片断裂面特征点构造的带

权无向完全图,   为最小生成树中的边集.
P = {p0} (p0 ∈ V ) , FE = Φ;步骤 1. 初始 

p ∈ P, v ∈ V − P

(p0, v0) FE v0

P ;

步骤 2. 在所有  的边中选一条

代价最小的边  并加入集合  , 同时将  并

入 

P = V.步骤 3. 重复步骤 2, 直到 

T = {P, FE} G

G

此时,   为   的最小生成树. 在步

骤 2中, 将选最小代价的边改为选最大的边, 同理,
即可获得  的最大生成树.

由于此算法对于权值相等的边选择具有自由

性, 不能够保证对于同一连通网产生同一棵最小

(大) 生成树 ,  但是能够保证其具有相同的最小

(大)代价和. 如图 3所示, 对图 2 (a)采用 Prime算

 

目标点

一阶邻域点

 

v图 1    顶点  的邻域点

Fig. 1    Neighborhood point of vertex v
 

 

p1

p2

p3

p4

3 3

3

1 2

4

3

32

2 2

5

q3

q1

q4

q2

(a) (b) 

图 2    两个任意 4阶带权无向完全图

Fig. 2    Two arbitrary 4-order weighted undirected complete graphs
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法得到不同的最小生成树, 但是最小代价和相同均为 6.
采用上述步骤, 即可得到任意碎片断裂面上特

征点所构成的最小、最大生成树.

2.3    基于生成树代价和的匹配约束

如果一个连通网的生成树边按权值递增

(减)排序, 称排好序的边权列表为有序边权列表,
则任意两棵最小 (大)生成树的有序边权列表是相

同的, 即最小 (大)代价和相同[12]. 得到任意碎片断

裂面上特征点所构成的最小、最大生成树后, 利用

同一连通网的不同最小 (大)生成树具有相同最小

(大)代价和这一性质, 定义基于生成树代价和的匹

配约束条件.
TAmin =

{PA,FE1
1} TAmax = {PA,FE1

2}
PA

FE1
1

FE1
2

TBmin = {PB,FE2
1} TBmax = {PB,FE2

2}

PB

FE2
1 FE2

2

TAmin MinA TAmax

MaxA TBmin MinB,

TBmax MaxB.

TAmin TBmin

MinA = MinB. TAmax TBmax

MaxA = MaxB.

MinA = MinB MaxA = MaxB

假定 A、B分别为两碎片的断裂面, 设 

 、  分别为 A断裂面

上特征点所构成的最小、最大生成树, 其中  为断

裂面 A上最小 (大)生成树的顶点集合,   为其

最小生成树的边集,   为其最大生成树的边集;
   、   分别为

B断裂面上特征点所构成的最小、最大生成树, 其
中  为断裂面 B上最小 (大)生成树的顶点集合,

 为其最小生成树的边集,   为其最大生成树

的边集. 设  的最小代价和为  ,   的

最大代价和为  ;   的最小代价和为 

 的最大代价和为   理想情况下, 若 A、
B断裂面为完全匹配的断裂面, 由于存在权值相等

的边, 造成   和   可能同构, 也可能不同

构, 但是   同理,    和   也

可能同构 ,  也可能不同构 ,  但是  

因此, 当且仅当  和 

同时成立是断裂面 A、B匹配的必要条件. 然而, 实
际情况下, 存在一定误差. 所以, 以生成树代价和的

均方差为准则, 定义匹配搜索空间的约束条件如下:

|MinA−MinB|2 ≤ ε1 (3)

|MaxA−MaxB|2 ≤ ε2 (4)

ε1, ε2上式中,   根据经验和统计结果获得. 本文

设定的阈值较大, 以保证在潜在匹配碎片集中有足

够多的碎片数目.
通过上述约束条件, 即可快速从大量碎片中筛

选出可能与待匹配碎片相匹配的潜在碎片集. 但在

该集合中, 真正与待匹配碎片相匹配的仅有一个.
为了找出真匹配, 还需要进行下一步的分析.

2.4    基于几何特征的匹配约束

虽然采用上述基于生成树代价和的约束条件已

筛选出潜在匹配碎片, 但仅仅利用最小、最大代价

和的整体信息, 没有考虑特征点间的局部信息, 导
致潜在匹配碎片中可能存在误匹配. 为了便于分析,
假设有两个断裂面 A、B, 其特征点数量均为 4, 由
特征点构成的带权完全图分别为图 2 (a)、2 (b),
图 2 (a)对应的最小、最大生成树为图 4 (a)、4 (b),
图 2 (b)对应的最小、最大生成树为图 4 (c)、4 (d),
图 2 (a)、2 (b)的最小、最大代价和分别为 6、10, 根
据最小、最大代价和特征, 认为断裂面 A、B相匹配,
但实际根据权值可看出, 并不能找到所有特征点的

匹配对, 因此, 还需要作进一步的分析.
基于以上分析, 为了保证配对碎片的唯一性,

在此引入几何特征的匹配约束. 由于曲率具有几何

不变性, 所以本文采用特征点最大、最小曲率对构

造断裂面上的特征串. 定义基于几何特征的匹配约

束条件如下:
TP1 = {p11, p12, · · · , p1n}

k1

k2, S1 = {
(
k111, k

1
21

)
,(

k112, k
1
22

)
, · · · ,

(
k11n, k

1
2n

)
}. TP2 = {p21, p22, · · · , p2n}

S2 ={(
k211, k

2
21

)
,
(
k212, k

2
22

)
, · · · ,

(
k21n, k

2
2n

)}
.

设   为待匹配断裂面

的特征点集, 计算每个特征点的最大曲率  、最小曲率

 将其构成有序对, 得到其特征串为:  
   

为潜在匹配断裂面的特征点集, 其特征串为:  
  在此 , 引入

传统的 Hausdorff距离来衡量两个特征串之间的相

似程度[13], Hausdorff距离反映两个集合之间的最大

不匹配程度, 距离越小, 则说明两集合的相似程度

越大. 具体约束条件如下:

 

p1

p2

p3

p4
1

3

2

p1

p2

p3

p4

1

3

2

(a) 图 2 的一个最小生成树
(a) A minimum spanning tree of Fig. 2

(b) 图 2 的另一个最小生成树
(b) Another minimum spanning tree of Fig. 2 

图 3    同一连通网的不同最小生成树

Fig. 3    Different minimum spanning trees of the same connected net
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h(S1, S2) = max
a∈S1

min
b∈S2

∥a− b∥ (5)

h(S2, S1) = max
b∈S2

min
a∈S1

∥b− a∥ (6)

H (S1, S2) = max (h (S1, S2) , h (S2, S1)) (7)

a=
(
k11i, k

1
2i

)
∈S1, b=

(
k21j , k

2
2j

)
∈S2,

i, j=1, 2,· · ·, n. ∥·∥=
√(

k11i−k21j
)2
+
(
k12i−k22j

)2
.

式 (5)、(6)中,     其中,

 定义 

H (S1, S2)通过以上计算,   作为最终的 Haus-
dorff距离, 即可得到两个特征串之间的相似程度.
对潜在匹配碎片的每一断裂面与待匹配碎片断裂面

进行计算. 然后找出与待匹配碎片断裂面产生最小

Hausdorff距离的碎片, 即可找到最佳配对碎片. 如
图 5 (a)、5 (b)所示两组相邻碎片断裂面上点对应

关系.
算法 1. 配对碎片搜索

输入: 所有碎片断裂面生成树的最小代价和、

最大代价和以及特征点几何特征构造的特征串 (其
中一个为待匹配断裂面)

输出: 最佳配对碎片

match()
{
　　　while(!Empty(S)) //S为存储为重组碎

片的数组

　　　//快速筛选潜在配对碎片

　　　{
　　　　　　if (满足生成树代价和约束)
　　　　　　{
　　　　　　　　　Add brick into SP; //将

匹配碎片加入到潜在匹配集 SP;
　　　　　　　　　Count++; //潜在匹配碎

片数目

　　　　　　}
　　　}
　　　Distance = initial(); //记录与待匹配

碎片特征串产生最小 Hausdorff距离

　　　for (i = 1; i ≤ Count; i++) //遍历潜

在匹配集 SP, 利用几何特征约束进行匹配

　　　{
h(S1, S2)　　　　　　Compute   ;
h(S2, S1)　　　　　　Compute   ;
H(S1, S2)　　　　　　Compute   ;

H(S1, S2) <　　　　　　if (  Distance)
　　　　　　{

H(S1, S2)　　　　　　　　　Distance =   ;
　　　　　　}
　　　}
　　　return matchBrick; // matchBrick为

最佳配对碎片

}

3    碎片重组

当确定配对的断裂面后, 即找到了配对碎片,
但由于碎片的位置和方向各不相同, 需要根据相匹

配的断裂面上的特征点, 计算其刚体变换矩阵, 然
后将其对齐.

 

q1

q3

q4

q22

2 2

q1

q3

q4

q2

3

5

2

p1

p2

p3

p4
1

3

2

p1

p2

p3

p4

3

3

4

(a) 断裂面 A 的最小生成树
(a) Minimum spanning tree of fracture surface A

(b) 断裂面 A 的最大生成树
(b) Maximum spanning tree of fracture surface A

(c) 断裂面 B 的最小生成树
(c) Minimum spanning tree of fracture surface B

(d) 断裂面 B 的最大生成树
(d) Maximum spanning tree of fracture surface B 

图 4    断裂面 A、B的最小、最大生成树

Fig. 4    Minimum and maximum spanning trees for fracture surfaces A and B
 

950 自       动       化       学       报 46 卷



ΦA ΦB ΦA

ΦB

C = {(p1, q1), (p2, q2), · · · , (pn, qn)}.
(pj , qi) , ΦA pj ΦB

qi

设   、   为待重组碎片, A、B 分别为   、

 上最终匹配的两个断裂面, 其上特征点对应集

合为    假设特征

点匹配对     上的  是由碎片  上特征

点  经旋转、平移得到. 如式 (8)所示:

pj = Rqi + t (8)

pj

qi

R t

其中,   为属于断裂面 A上的特征点构成的列向

量,   为属于断裂面 B上的特征点构成的列向量;
 为旋转矩阵,   为平移矩阵.

已知特征点的位置及对应关系, 采用四元数

法[14−15] 估算旋转、平移矩阵, 使得式 (9)最小, 将碎

片进行粗对齐.

E =

n∑
i=1

∥(Rqi + t)− pj∥2 (9)

得到相邻碎片的初始位置后, 然后采用文献 [16]
中迭代最近点算法 (Iterative closest point, ICP)
实现相邻碎片的精确对齐.

4    实验结果与分析

为了验证本文算法的可行性, 本文以兵马俑

1号坑出土的部分碎片数据为例进行实验, 实验中

的兵马俑数据均采用 Artec 3D扫描仪进行扫描得

到, 扫描仪的分辨率为 0.5 mm, 扫描得到的点云采

用 Geomagic软件进行手动去噪, 处理后的模型表

面仍含有一定的实际噪声. 由于原始数据为点云数

据, 所以对其进行三角剖分并优化可得三角网格数

据. 然后通过 Visual Studio 2010和 OpenGL编程,
在 CPU为 Intel/3.40 GHz, 8 GB内存的 PC机上

实现.

4.1    本文算法运行结果

本文选取 G10-57俑、G3-2号俑、G10-6号俑的

部分碎片, 其断裂面信息相对完整, 特征明显. G10-
57号俑、G3-2号俑、G10-6号俑的原始碎片数据如

表 1所示. 首先使用本文算法, 提取所有碎片每个

断裂面上的特征点, 通过上述步骤进行配对碎片搜

索, 然后对其进行两两重组, 将重组结果保存, 重复

使用本文算法, 即可得到上述碎片重组的完整结果,
实验结果如图 6至图 9所示, 图中给出原始碎片模

型及重组结果, 但由于碎片纹理及颜色信息严重缺

失, 无法看清重组后的局部效果, 所以本文对重组

后的碎片进行着色, 以便观察与分析, 其中矩形区

域为重组部位, 箭头所指分别为重组细节. 实验结

果表明, 运用本文算法对断裂面信息相对完整, 特
征明显的碎片可取得良好的匹配和重组效果.

4.2    对比实验分析

本文采用文献 [8]基于断裂面几何特征的匹配

方法和文献 [17]基于断裂面轮廓曲线匹配的方法

分别进行碎片虚拟重组. 实验数据分别为 G10-57、
G3-2、G10-6号俑部分邻接碎片, 其断裂面信息相

对完整, 部分实验结果如图 10所示.
若两个断裂面可实现正确匹配, 那么当两个碎

片完成重组之后, 相邻的两个断裂面之间不应该发

生明显的碰撞, 存在缝隙过大以及相互重叠交错现

象[9]. 图 10 (a)为采用文献 [8]基于断裂面几何特征

 

(a) 第一组
(a) Group 1

(b) 第二组
(b) Group 2 

图 5    断裂面上特征点对应关系

Fig. 5    Correspondence of feature points on the fracture surfaces
 

 
表 1    原始碎片数据表

Table 1    Raw fragment data table

Experimental
data

Number of
fragment

Fragment
number

Triangular
grid number

Number of
fracture faces

G10-57 4

brick1# 403122 7

brick2# 31270 1

brick3# 31030 2

brick4# 45840 1

G3-2 2
brick5# 86266 3

brick6# 94538 4

G10-6 3

brick7# 62230 4

brick8# 47595 4

brick9# 35932 4
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的匹配方法对 G10-6号俑的部分碎片的重组结果,
为了便于分析, 本文对模型进行着色, 可以看出, 其矩形

区域的断裂面连接处出现渗透现象, 难以达到较好

的重组结果. 图 10 (b)为采用文献 [17]基于断裂面

轮廓线匹配的方法对 G3-2号俑的部分碎片的重组

结果, 其矩形区域存在错位现象, 错位引起重组的

碎片之间纹理不连续.
本文算法与文献 [17]算法性能对比如表 2所

示. 本文采用坐标均方误差根[18] (Coordinate mean
square error root, CRMS)来度量两个点集之间的

P = {p1, p2, · · · , pn} ,
Q = {q1, q2, · · · , qn} ,

C = {(p1, q1), (p2, q2), · · · , (pn, qn)},
(pj , qi) , pj

qi

匹配误差, 设 A、B为互补匹配的两个断裂面, A断

裂面的特征点集为   B断裂面

的特征点集为   其特征点对应

集合为    假设特

征点匹配对   A断裂面上的  是由 B断裂

面上  经旋转、平移得到. 重组误差的具体计算方

法如下:

CRMS(P,Q) =
1

n

n∑
i=1

∥(Rqi + t)− pj∥2 (10)

 

(a) brick1#
(a) brick1#

(b) brick2#
(b) brick2#

(c) brick1#-2#重组结果
(c) brick1#-2# reassembly results

(d) brick1#-2#重组结果彩图及其细节
(d) brick1#-2# reassembly results color map and its details 

图 6    G10-57号俑左手臂部分邻接碎片重组结果

Fig. 6    Reassembly results of some left arm adjacent fragments of Warriors of G10-57
 

 

(a) brick3#
(a) brick3#

(b) brick4#
(b) brick4#

(c) brick3#-4#重组结果
(c) brick3#-4# reassembly results

(d) brick3#-4#重组结果彩图及其细节
(d) brick3#-4# reassembly results color map and its details 

图 7    G10-57号俑右手臂部分邻接碎片重组结果

Fig. 7    Reassembly results of some right arm adjacent fragments of Warriors of G10-57
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R t其中,   为旋转矩阵,   为平移矩阵. 如果两碎片的

匹配对均是正确的, 那么 CRMS(P, Q)值应将达到

最小. 其次, 在基于生成树代价和匹配阶段, 本文对

其初始匹配率进行统计, 计算方法如下:

初始匹配率 =
潜在匹配碎片数目

所有碎片数目
(11)

实际上, 该值越小越好, 从一定程度上也体现

了本文算法的优越性.

 

(a) 文献 [8] 方法出现渗透现象
(a) Penetration in the literature [8]

(b) 文献 [17] 方法出现错位现象
(b) Misalignment occurs in the literature [17] 

图 10    不同文献方法结果对比

Fig. 10    Comparison of results from different literature methods
 

 

(a) brick1#-2#-3#-4#重组结果
(a) brick1#-2#-3#-4# reassembly results

(b) brick1#-2#-3#-4#重组结果彩图及其细节
(b) brick1#-2#-3#-4# reassembly results color map and its details 

图 8    G10-57号俑部分邻接碎片重组结果

Fig. 8    Reassembly results of some adjacent fragments of Warriors of G10-57
 

 

(a) brick5#
(a) brick5#

(b) brick6#
(b) brick6#

(c) brick5#-6#重组结果
(c) brick5#-6# reassembly results

(d) brick5#-6#重组结果彩图及其细节
(d) brick5#-6# reassembly results color map and its details 

图 9    G3-2号俑部分邻接碎片重组结果

Fig. 9    Reassembly results of some adjacent fragments of Warriors of G3-2
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实验结果表明, 本文算法运行时间主要集中在

特征点提取及几何匹配阶段. 相比文献 [17]而言,
本文算法运行时间缩短了 4 s ~ 10 s, 其主要是因为

选取的特征点数量相对较少, 再加之引入生成树代

价和的约束, 从初始匹配率指标可以看出, 采用该

约束进行初步匹配可以快速缩小配对碎片的搜索范

围, 避免了传统直接采用单一几何特征进行一一搜

索配对碎片的过程. 同时, 本文重组误差基本控

制在 1 mm 范围内, 较文献 [17] 方法误差缩小了

0.3 mm ~ 0.6 mm, 可以取得更精确的重组结果.

5    结论

在文物碎片自动重组过程中, 针对传统基于几

何特征匹配的方法容易受噪声影响会产生误匹配等

问题, 本文提出一种基于生成树代价和和几何约束

的文物碎片自动重组方法. 该方法首先提取特征点,
对其进行拓扑重构及简化, 然后采用两级匹配策略,
从而有效搜索配对碎片. 最后, 采用四元数法计算

刚体变换矩阵将碎片进行粗对齐, 再采用迭代最近

点算法实现精确对齐. 本文算法不但克服传统基于

几何驱动重组方法的缺点, 而且保证特征点数量较

少, 计算量小, 有效提高了碎片重组的效率和准确性.
但由于碎片形状的多样性, 本文算法的局限性

在于只能对断裂处信息基本完整的碎片适用, 对于

断裂处有缺失的情况并不适用. 为了解决这类问题,
需要寻找更合适的特征描述符及匹配策略, 这将是

下一步研究的内容.

附录 A

关于对第 2.3节所引用的理论的证明过程:
如果一个连通网的生成树边按权值递增 (减)排序, 称

排好序的边权列表为有序边权列表 , 则其任意两棵最小

(大)生成树的有序边权列表是相同的, 即会有最小 (大)代
价和相同[12].

证明. 设最小生成树有 n条边, 任意两棵最小生成树分

别称为 A, B, 如果 e是一条边, 用 w(e)表示该边的权值.

a1, a2, · · · , an w(a1) ≤
w(a2) ≤ · · · ≤ w(an)

A的边按权值递增排序后为  有 

b1, b2, · · · , bn w(b1) ≤
w(b2) ≤ · · · ≤ w(bn)

B的边按权值递增排序后为  有 

设 i是两个边列表中, 第一次出现不同边的位置, ai ≠
bi, 不妨设 w(ai) ≥ w(bi)

情形 1. 如果树 A中包含边 bi, 则一定有 j > i使得 bi =
aj, 事实上, 这时有 w(bi) = w(aj) ≥w (ai) ≥ w(bi)故 w(bi) =
w(aj) = w(ai), 在树 A的边列表中交换边 ai 和 aj 的位置并

不会影响树 A的边权有序列表, 两棵树在第 i个位置的边变

成同一条边.
情形 2. 树 A中并不包含边 bi, 则把 bi 加到树 A上, 形

成一个圈, 由于 A是最小生成树, 这个圈里任意一条边的权

值都不大于 w(bi), 另外, 这个圈里存在边 aj不在树 B中. 因
此, 有 w(aj) ≤ w(bi), 且 j > i (因为 aj 不在 B中). 于是, 有
w(bi) ≤ w(ai) ≤ w(aj) ≤ w(bi), 因此 w(ai) = w(aj) = w(bi).
那么在树 A中把 aj 换成 bi 仍然保持它是一棵最小生成树,
并不会影响树 A的边权有序列表, 并且转换成情形 1. 通过

上述证明, 可以知道, 对于一个无向连通网, 可能会产生不

同的最小生成树. 但是其有序边权列表是相同的, 那么其最

小 (大)代价和也是完全相同的.

TAmin
TBmin MinA = MinB.

TAmax TBmax
MaxA = MaxB. MinA = MinB

MaxA = MaxB

MinA = MinB

MaxB MinA = MinB MaxA = MaxB

因此, 本文对该定理进行应用, 对于若 A、B断裂面为

完全匹配的断裂面, 由于存在权值相等的边, 造成  和

 可能同构, 也可能不同构, 但是  

同理,   和  也可能同构, 也可能不同构, 但是

    因此 ,  当且仅当   和

 同时成立是断裂面 A、B 匹配的必要条

件. 断裂面 A、B匹配一定会有  和MaxA=
 成立 ,  但     和  

成立不一定会有断裂面 A、B匹配. 具体见论文给出的例子.
然而, 实际情况下, 存在一定误差. 不能够完全满足上

述的强约束条件. 所以, 对该约束进行放大, 以生成树代价

和的均方差为准则, 定义匹配搜索空间的约束条件如下:

|MinA−MinB|2 ≤ ε1 (A1)

|MaxA−MaxB|2 ≤ ε2 (A2)

ε1, ε2  为经验阈值及由多次统计结果可得. 　　　　□
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