
 

 

基于鲁棒正不变集的传感器

故障区间估计
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摘    要   针对具有传感器故障和未知扰动与测量噪声的线性离

散系统, 提出了一种传感器故障区间估计方法. 将传感器故障视

为增广状态, 原始系统转化为一个等效的广义系统. 为了得到故

障的点估计同时抑制扰动和噪声的影响, 基于有界实引理设计了

一个针对广义系统的鲁棒状态观测器. 然后, 通过中心对称多胞

体技术实现对故障的区间估计并基于鲁棒正不变集给出了一种降

低区间估计计算量的方法. 最后, 通过一个垂直起降 (Vertical
take-off and landing, VTOL)飞行器线性化模型的仿真算例验

证了所提出方法的有效性与优越性.

关键词   故障估计, 观测器, 不变集, 中心对称多胞体, 区间估计

引用格式   张文瀚, 王振华, 沈毅. 基于鲁棒正不变集的传感器故障

区间估计. 自动化学报, 2020, 46(9): 1986−1993
DOI   10.16383/j.aas.c180504

Interval Estimation for Sensor Fault Based
on Robust Positive Invariant Set
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Abstract   This paper proposes an interval estimation method of
sensor fault for linear discrete-time system with unknown
disturbances and measurement noise. A descriptor system, which
is equivalent to the original system is constructed by considering
the fault as an auxiliary state. Based on the descriptor system, a
robust augmented state observer is designed by using bounded
real lemma to obtain the point-estimation of sensor fault and
attenuate the effects of disturbances and measurement noise.
Then, the zonotope technique is used to realize the interval
estimation of  fault .  Moreover, a method to reduce the
computational complexity of interval estimation is proposed
based on robust positive invariant set. Finally, numerical
simulation of a vertical take-off and landing (VTOL) aircraft
linear model is given to illustrate the effectiveness and superiority
of the proposed approach.
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在实际的工程系统中, 安全性和可靠性是至关重要的,

但是系统故障会降低系统的可靠性甚至破坏系统的稳定

性. 对故障进行诊断并采取有效的处理措施可以降低故障
的影响, 因此故障诊断与容错控制技术得到了国内外学者
的广泛关注, 取得了很多研究成果[1−5]. 由于故障的幅值信
息是后续主动容错控制的重要基础[6−7], 因此越来越多的学
者开始研究能提供幅值信息的故障估计问题. 文献 [8]通
过使用状态增广方法设计了一个鲁棒观测器, 可以同时估
计传感器故障和执行器故障, 文献 [9]利用线性矩阵不等
式技术提出了一种故障估计方法. 但是, 文献 [8]和文献 [9]
中的方法没有考虑测量噪声对系统的影响, 而测量噪声在
工程系统中是真实存在的. 为了解决这一问题, 文献 [10]
针对切换系统设计了一种基于李亚普洛夫函数方法的故障
估计观测器, 可以在系统受到未知扰动和噪声的情况下估
计执行器故障. 文献 [11]通过使用广义Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP)引理, 提出了基于降维观测器的故障估计方
法, 能有效降低噪声对故障估计结果的影响. 此外, 文献中
还出现了比例积分故障观测器[12]、自适应故障观测器[13]、滑
模故障估计[14] 等诸多故障估计方法.

需要说明的是, 上述的大部分方法都是对系统故障进
行点估计, 即估计的故障值尽可能地接近真实故障值. 但
是, 实际系统运行时总是受到未知干扰和测量噪声的影响,
这使得故障的点估计很难得到非常精确的估计结果. 因此,
对于存在未知扰动和测量噪声的系统, 故障区间估计方法
得到了一定的重视. 同时, 故障估计的上下界信息对于容
错控制环节也有重要的意义. 另一方面, 区间故障估计可
以视为区间状态估计的推广. 近年来, 针对系统状态的区
间估计得到了深入研究, 提出了很多的估计方法. 文献 [15]
针对一类非线性系统设计一种区间观测器, 能够根据观测
器的输出给出系统状态的上下边界. 文献 [16]基于坐标变
换技术, 给出了广义系统区间观测器的设计方法, 可以实
现广义系统的区间状态估计. 文献 [17]通过使用中心对称
多胞体技术, 针对存在参数不确定性的线性系统提出了一
种区间状态估计的方法. 但是, 基于中心对称多胞体的状
态区间估计的计算复杂度会随着多胞体维数的增大而指数
增加, 不利于实际系统中的应用. 同时需要指出的是, 上述
的这些方法都是在无故障情况下对系统状态进行区间估
计, 无法直接运用到故障的区间估计上.

为了进行故障的区间估计, 文献 [18]提出了一种先得
到系统状态的区间估计再得到故障区间估计的方法, 该方
法对系统和干扰都只有较为宽松的限制条件, 但是文献 [18]
只研究了无噪声情况下的故障区间估计方法. 最近, 文献 [19]
针对线性离散系统提出了一种鲁棒正不变集的概念并将其
运用到容错控制中. 文献 [20]和文献 [21]将鲁棒正不变集
运用到系统状态的估计中, 给出包含系统状态的集合和区
间估计并提出了一种降低区间估计计算量的方法. 考虑到
使用中心对称多胞体进行故障检测的研究方法很多[22−27],
但是将其应用到故障区间估计上的研究还非常少见, 同时,
利用鲁棒正不变集方法可以有效降低区间估计过程中的计
算量. 本文将两者相结合并将其推广到故障的区间估计上,
针对具有传感器故障和未知扰动与测量噪声的线性离散系
统提出了一种故障区间估计方法. 首先基于有界实引理设
计了一种具有非奇异形式的鲁棒状态观测器, 用于获得故
障的点估计和抑制扰动与噪声对故障估计结果的影响. 然
后, 利用中心对称多胞体技术给出故障的区间估计并基于
鲁棒正不变集方法给出一种降低计算量的方法. 需要指出
的是, 本文的研究方法对故障的具体形式并无限制, 也不
要求获得扰动和噪声的概率分布等先验知识, 具有更好的
适用性.

Rn Rn×m n
n×m N+

符号说明.   和   分别表示   维欧氏空间及
 维矩阵构成的集合,   表示全体正整数构成的集
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In n× n 0
λ λ+(i) λ−(i)

λ i Λ = diag{λ}
λ Λ A−1 A†

A P,P ≻ 0 (P ≺ 0)
P

G(z) ∥G(z)∥∞ G(z) H∞ G(z)
⋆

合.   表示  维的单位矩阵,   表示具有适当维数的
零向量或零矩阵. 对于向量  ,   和   分别表示

向量    第    个元素的上界与下界,   表示对

角元素与向量  元素相同的对角矩阵  .   和  分别
代表矩阵  的逆和伪逆. 对于对称矩阵   
表示矩阵  为正定 (负定)矩阵. 对于离散系统的传递函
数  ,   表示  的  范数, 即  的最

大奇异值. 对于一个对称矩阵, 符号  表示矩阵中由对称
性得到的元素.

1    问题描述

考虑如下受传感器故障影响的线性离散系统:{
xk+1 = Axk +Buk +D1wk

yk = Cxk + Ffk +D2vk

(1)

xk ∈ Rn uk ∈ Rm yk ∈ Rp

fk ∈ Rs

wk ∈ Rr,vk ∈ Rl

A,B,C,D1, D2, F
F s ≤ p

其中,   ,   ,   分别是状态向量,
控制输入和测量输出 ,     表示传感器故障 ,

  分别为系统受到的未知过程干扰和测

量噪声;   是具有适当维数的常数矩阵.
不失一般性, 本文假设  列满秩且  .

另外, 本文假设系统 (1)的状态变量初值和受到的过

程干扰与测量噪声均为未知但有界的, 即

|x0 − p0| ≤ x, |wk| ≤ w, |vk| ≤ v (2)

p0,x ∈ Rn w ∈ Rr v ∈ Rl其中,   ,   和  均为已知的向量.

[f−
k , f+

k ] f−
k ≤ fk ≤ f+

k f−
k

f+
k fk

本文的目标是基于中心对称多胞体表示的鲁棒正不变

集给出系统 (1)中传感器故障的区间估计结果, 即寻找到

一个区间   使其满足    , 其中  

和   分别表示  的上界与下界. 为了实现这一目的, 本
文需要用到如下的定义, 性质与引理.

X Y定义 1[28]. 对于两个集合  和  , 它们的闵科夫斯基

和运算定义为

X ⊕ Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y } (3)

⊕其中,   表示闵科夫斯基和运算符号.
s Z ⊂ Rn

Bs = [−1, +1]s
定义 2[28]. 一个  阶中心对称多胞体   是超立

方体   的仿射变换, 即

Z = p⊕HBs = {p+Hz, z ∈ Bs} (4)

p ∈ Rn Z H ∈ Rn×s Z
Z = ⟨p,H⟩

Z

其中, 常向量    称为  的中心,   称为 
的生成矩阵. 为了简化符号, 用  描述中心对称

多胞体  .
定义 3[19]. 线性离散时间系统

xk+1 = Axk +Bwk (5)

xk ∈ Ω wk ∈ ∆ xk+1 = Axk +Bwk ∈ Ω
Ω Ω

当   和   时 ,  若  
恒成立, 则  称之为系统 (5)的一个鲁棒正不变集.   为
系统 (5)的一个鲁棒正不变集的定义可等价为

AΩ⊕B∆ ⊆ Ω

∆ wk其中,   为包含  的任意集合.
x ∈ Rn y ∈ Rn,定义 4 [ 1 8 ]. 对于给定的两个向量   和  

若存在如下关系成立

x(i) ≤ y(i), i = 1, · · · , n (6)

x ≤ y x(i) y(i) x
y
则说明向量  , 其中,   和  分别表示向量  和

 的第 i 个元素.
X ∈ Ra×b, Y ∈ Rb×c, Z ∈引理 1[29]. 对于如下矩阵   

Ra×c. rank(Y ) = c 如果   , 则方程

XY = Z (7)

的通解为

X = ZY † + S
[
Ib − Y Y †] (8)

S ∈ Ra×b其中,   为任意矩阵.
引理 2[30]. 线性离散时间系统{

xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk +Duk

是稳定的并且其传递函数

G(z) = C(zI −A)−1B +D

∥G(z)∥∞ < γ
P ≻ 0
满足  的充分必要条件是存在一个对称矩阵

 , 使得如下的矩阵不等式成立[
ATPA+ CTC − P ⋆

BTPA+DTC BTPB +DTD − γ2I

]
≺ 0

A
A = UJU−1 ∆, wk

wk ∈ ∆ |wk| ≤ w

引理 3[31]. 针对线性离散时间系统 (5), 对矩阵  进行

约当分解  并考虑一个有界集合  若  满
足对于任意的  ,   恒成立, 则具有如下的

形式的集合

Ξ = {xk : |U−1xk| ≤ (I − |J |)−1|U−1B|w + θ}

θ是系统 (5)的一个鲁棒正不变集, 其中,   为任意小的元素

全为正的向量.
Z = ⟨p,H⟩性质 1[32]. 对于中心对称多胞体  , 引入如

下性质:

⟨p1,H1⟩ ⊕ ⟨p2,H2⟩=⟨p1+p2, [H1 H2]⟩ (9a)

Υ⊙ ⟨p,H⟩ = ⟨Υp,ΥH⟩ (9b)

⟨p,H⟩ ⊆ ⟨p, Rs(H)⟩ (9c)

p, p1, p2 ∈ Rn, H, H1, H2 ∈ Rn×s, ⊙
Υ ∈ Rl×n Rs(H) ∈

Rn×n

其中 ,     表示

线性映射符号,   为适当维数的矩阵,  
 是对角矩阵, 其具体形式为

Rs(H) =


m∑
j=1

|H(1, j)| · · · 0

...
. . .

...

0 · · ·
m∑
j=1

|H(n, j)|


|H(n, j)| H n j其中,    表示矩阵  第    行第    列元素的绝对值.

Ξ wk ∈ ∆ x0 ∈ Ξ0

Ξ0 = Ξ

性质 2[19]. 针对线性离散时间系统 (5), 当其存在一个

鲁棒正不变集    且   恒成立时, 若令   ,
 , 并进行如下计算

Ξk+1 = A⊙ Ξk ⊕B ⊙∆

Ξk+1

Ξk+1 ⊂ Ξk

则   也是系统 ( 5 ) 的一个鲁棒正不变集 ,  且满足

 .
fk为了估计故障  , 将其视为增广状态, 可以得到如下

的增广状态向量

x̄k =
[
xT
k fT

k

]T
(10)

并构造出如下的增广系统

9期 张文瀚等: 基于鲁棒正不变集的传感器故障区间估计 1987



{
Ex̄k+1 = Āx̄k + B̄uk + D̄1wk

yk = C̄x̄k +D2vk

(11)

其中

E =

[
I 0

0 0

]
, Ā =

[
A 0

0 0

]
, B̄ =

[
B

0

]

C =
[
C F

]
, D̄1 =

[
D1

0

]

fk f̂k

显然, 上述增广过程并未采用任何的假设, 所以广义

系统 (11)与原系统 (1)完全等价. 因此, 若广义系统 (11)
存在一个状态观测器, 则可估计出广义系统 (11)中的增广

状态, 即实现对原始系统 (1)中传感器故障  的估计  .
针对系统 (11)构造如下形式的状态观测器{
ξk+1 = TĀ ˆ̄xk + TB̄uk + L(yk − C̄ ˆ̄xk)

ˆ̄xk = ξk +Nyk

(12)

ξk ∈ Rn+s ˆ̄xk ∈ Rn+s

T ∈ R(n+s)×(n+s) N ∈ R(n+s)×p

L ∈ R(n+s)×p T N

其中,   是状态观测器的状态变量,  
是状态估计向量.   ,   和

 是待设计的参数矩阵, 且矩阵  和  需满

足如下的等式约束:

TE +NC̄ = In+s (13)

f̂k fk

[f−
k , f+

k ]

f̂k

注 1. 需要说明的是, 状态观测器 (12)估计出的传感

器故障是点估计, 即    是尽可能接近真实故障    的,

但其无法为故障提供一个估计区间   . 为了实现

故障的区间估计, 在设计状态观测器 (12)得到故障的点估

计    后, 还需基于中心对称多胞体表示的鲁棒正不变集

给出故障的区间估计结果.

2    状态观测器设计

T N L
本节介绍状态观测器 (12)的设计方法, 具体的就是确

定出状态观测器 (12)中的未知参数矩阵   ,    和   .
首先, 由式 (1)和式 (13)可得

x̄k+1 = (TE +NC̄)x̄k+1 = TĀx̄k + TB̄uk+

Nyk+1 + TD̄1wk −ND2vk+1

(14)

ek = x̄k − ˆ̄xk定义   , 则由式 (12)和式 (14)可得如下的

误差系统

ek+1 =
(
TĀ− LC̄

)
ek+TD̄1wk−LD2vk−ND2vk+1

(15)

为了简化符号, 将式 (15)写成如下形式:

ek+1 = Ãek + B̃dk (16)

其中

dk =
[
wT

k vT
k vT

k+1

]T
(17)

Ã=TĀ−LC̄, B̃=
[
TD̄1 −LD2 −ND2

]
(18)

T N L
基于所得到的误差系统 (16), 本文给出如下求解参数

矩阵  ,   和  的定理.
γ > 0

P ∈ R(n+s)×(n+s) W ∈ R(n+s)×p
定理 1. 对于给定的标量  , 如果存在一个对称正

定矩阵  , 一个矩阵   和

Y ∈ R(n+s)×(n+s+p)一个矩阵  使得如下不等式成立:
−P + In+s ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0 −γ2Ir ⋆ ⋆ ⋆

0 0 −γ2Il ⋆ ⋆

0 0 0 −γ2Il ⋆

Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 −P

≺ 0 (19)

Ged(z)=(zIn+s−Ã)−1

×B̃ ∥Ged(z)∥∞<γ,Ω1,Ω2,Ω3 Ω4

则系统 (16)是稳定的且其传递函数 

 满足   和  的表达式为

Ω1 = PΘ†α1Ā+ YΨα1Ā−WC̄

Ω2 = PΘ†α1D̄1 + YΨα1D̄1

Ω3 = −WD2

Ω4 = −PΘ†α2D2 − YΨα2D2

Θ ∈ R(n+s+p)×(n+s) Ψ ∈ R(n+s+p)×(n+s+p)

α1 ∈ R(n+s+p)×(n+s) α2 ∈ R(n+s+p)×p
其中, 矩阵  ,   ,

    和  分别为

Θ =

[
E
C̄

]
, Ψ = In+s+p −ΘΘ†

α1 =

[
In+s

0

]
, α2 =

[
0
Ip

]
(20)

T
N L

如果式 (19)中的线性矩阵不等式可解的话, 则矩阵  ,
 和  可由下列等式求得

T = Θ†α1 + P−1YΨα1 (21)

N = Θ†α2 + P−1YΨα2 (22)

L = P−1W (23)

证明. 注意到式 (13)可以改写为

[T N ]

[
E

C̄

]
= In+s (24)

E C̄同时, 广义系统 (11)中的    和   满足

rank

[
E

C̄

]
= rank

 In 0

0 0

C F

 = n+ s (25)

T N则根据引理 1可得矩阵  和  的通解为{
T = Θ†α1 + SΨα1

N = Θ†α2 + SΨα2
(26)

S ∈ R(n+s)×(n+s+p)

Θ Ψ α1 α2

其中,    是可任意选取的矩阵, 矩阵

 ,   ,   和    的表达式如式 (20)所示.
γ > 0

P
由引理 2可知, 对于给定的标量  , 当存在一个

对称正定矩阵  使得如下不等式成立[
ÃP ÃT − P + In+s ⋆

B̃TPÃ B̃TPB̃ − γ2Ir+2l

]
≺ 0 (27)

∥Ged(z)∥∞ < γ则系统 (16)是稳定的且满足   .
式 (27)可以改写为[

In+s − P ⋆

0 −γ2Ir+2l

]
+

[
ÃT

B̃T

]
P
[
Ã B̃

]
≺ 0 (28)
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注意到式 (28)不是一个标准的线性矩阵不等式, 因此采用

Schur补引理可将式 (28)改写为
−P + In+s ⋆ ⋆

0 −γ2Ir+2l ⋆

PÃ PB̃ −P

 ≺ 0 (29)

将式 (18)和式 (26)代入到式 (29)中可得
−P+In+s ⋆

0 −γ2Ir

0 0

PΘ†α1Ā+PSΨα1Ā−PLC̄ PΘ†α1D̄1+PSΨα1D̄1

⋆ ⋆ ⋆

⋆ ⋆ ⋆

0 −γ2Il ⋆

−PLD2 −PΘ†α2D2 − PSΨα2D2 −P

 ≺ 0

(30)

W = PL Y = PS令    和   , 即可得到式 (19).

∥Ged(z)∥∞ < γ
L S

因此, 当线性矩阵不等式 (19)成立时, 所设计的状态

观测器 ( 1 2 ) 是稳定的且满足   .  当式

(19)有解时, 则矩阵  可由式 (23)求得, 矩阵  可由下列

等式求得

S = P−1Y (31)

将式 (31)代入式 (26)中, 由此可得式 (21)和式 (22).□
至此, 已经确定出所有的待设计得参数矩阵, 完成了

针对广义系统 (11)的状态观测器设计.

3    传感器故障的区间估计

本节介绍基于中心对称多胞体表示的鲁棒正不变集给

出系统 (1)中传感器故障的区间估计的方法.
ek根据    的定义易得

x̄k = ˆ̄xk + ek (32)

ˆ̄xk

x̄k ek
ek x̄k

其中,    由式 (12)中的状态观测器给出. 因此, 可以将

  区间估计转换为误差的    区间估计, 只要得到了误

差   的区间估计就可以得到系统状态   的区间估计.
根据式 (2)和定义 1, 可以得到

wk ∈ W = ⟨0,W ⟩, vk ∈ V = ⟨0, V ⟩
W V wk vk W =

diag{w} V = diag{v}
其中,   和  为分别包含   和   的中心对称多胞体,  

 ,   .

|f0 − pf | ≤ f |x0 − p0| ≤ x

实际中的系统故障一般都是有界的 ,  即存在

 . 因此, 当假设   时, 则可得∣∣∣∣∣
[

x0

f0

]
−

[
p0

pf

]∣∣∣∣∣ ≤
[

x

f

]
x̄0 ∈ X̄0 = ⟨p̄0, H̄0⟩

p̄0 = [pT
0 pT

f ]
T H̄0 = diag{[xT f

T
]T}

由此 ,  根据定义 2 可知 ,     ,  其中 ,

 ,   .
ˆ̄x0 = p̄0 x̄0 ∈ X̄0 = ⟨ ˆ̄x0, H̄0⟩选取   , 则可得  . 再由式 (32)

和中心对称多胞体的性质 (9a), 可得

e0 ∈ E0 = ⟨ ˆ̄x0, H̄0⟩ ⊕ − ˆ̄x0 = ⟨0, H̄0⟩
将式 (15)进行迭代计算, 可得

ek =(TĀ− LC̄)ke0 +

k−1∑
i=0

(TĀ− LC̄)iTD̄1wk−1−i−

k−1∑
i=0

(TĀ−LC̄)iLD2vk−1−i−
k−1∑
i=0

(TĀ−LC̄)iND2vk−i

wk ∈ ⟨0,W ⟩ vk ∈ ⟨0, V ⟩ e0 ∈ ⟨0, H̄0⟩注意到   ,   和   ,
则可得

ek ∈ Ek = ⟨0, H̄k⟩
ek+1 ∈ Ek+1 = ⟨0, H̄k+1⟩ Ek+1由式 (15)可知,   且   可被

更新为

Ek+1 = ⟨0, H̄k+1⟩ = (TĀ−LC̄)⊙Êk ⊕

TD̄1⊙W⊕LD2 ⊙ V⊕ND2⊙V
根据中心对称多胞体的性质 (9a)与 (9b), 可得

H̄k+1=[(TĀ−LC̄)H̄k TD̄1W −LD2V −ND2V ] (33)

ēk ē+k ē−k

最后, 由中心对称多胞体的性质 (9c)可求得一个能够

包含中心对称多胞体的区间盒子, 因此可得增广状态向量

 的上界    和下界    的表达式为
e+k (i) =

s∑
j=1

|H̄k(i, j)|, i = 1, · · · , n+ s

e−k (i) = −
s∑

j=1

|H̄k(i, j)|, i = 1, · · · , n+ s

|H̄k(i, j)| H̄k i j其中,    表示矩阵    第    行第    列的元素的

绝对值.
ek

k
Ek H̄k

ek

现在我们可以通过上述运算得到误差    的区间估

计, 但是从式 (33)中易知, 随着  值得不断增大, 中心对

称多胞体    的生成矩阵    的阶数会不断增加, 由此

就会造成估计   区间所需要的计算量不断增加, 带来巨

大的计算成本甚至最终无法计算, 所以有必要找到一种降

低区间估计计算量的方法, 为此本文给出如下定理.
e0 ∈ E0 = ⟨0, H̄0⟩

E0 k
ek

定理 2. 对于误差系统 (16), 当其满足  
且    为系统 (16)的一个鲁棒正不变集, 则任意    时刻

的误差变量    属于如下的集合

ek ∈

{
Ek = ⟨0, H̄k⟩, k ≤ k∗

Bn
p (ϵ)⊕ Ω∞, k > k∗

H̄k ϵ > 0

Bn
p (ϵ) = {ek∗ ∈ Rn : ∥ek∗∥p ≤ ϵ} ∥ek∗∥p

ek∗ p Ω∞
k∗ ∈ N+ Ω∞ k∗

其中,    满足式 (33)中的递推形式,   为任意的正

常数,    ,    表示

向量     的     范数 ,     为一个中心对称多胞体 ,
 为一个正整数.    的具体形式和   的约束条

件为

Ω∞ = lim
k→∞

k∑
i=1

Ãi−1B̃ ⊙D, k∗ ≥
ln( ϵ

∥E0∥ )

ln(α)
, k∗ ∈ N+

dk ∈ D = ⟨0, D⟩ D = diag{W,V, V } ∥E0∥
E0

0 < α < 1

其中,   ,   ,    表
示中心对称多胞体    边界与其中心之间的最大距离 ,

 为一个常数且需满足下列不等式

ÃTPÃ− α2P < 0
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P P其中,   为由线性矩阵不等式 (19)求得的  .
dk = [wT

k vT
k vT

k+1]
T证明. 首先, 由  , 同时根据式 (2)

和定义 1, 可得

dk ∈ D = ⟨0, D⟩, |dk| ≤ d

D dk D = diag{d}, d =
[wT vT vT]T.
其中,   为包含   的中心对称多胞体,  

根据引理 2可知, 误差系统 (16)的存在一个如下形式
的鲁棒正不变集

Ξ̃ = {ek : |Ũ−1ek| ≤ (I − |J̃ |)−1|Ũ−1B̃|d+ θ̃} (34)

Ũ Ã Ã = Ũ J̃Ũ−1 θ̃其中,   为   的约当分解矩阵, 满足  ,   为
任意小的元素全为正数的向量.

Λ = (I − |J̃ |)−1|Ũ−1B̃|d+ θ̃,令  则式 (34)可改写为

|Ũ−1ek| ≤ Λ ⇒ −Λ ≤ Ũ−1ek ≤ Λ ⇒
− ŨΛ ≤ ek ≤ ŨΛ ⇒ |ek| ≤ ŨΛ (35)

Ξ̃根据定义 1和式 (35)可知, 鲁棒正不变集   可以等价为

一个中心对称多胞体:

Ξ = E = ⟨0, H̄⟩, H̄ = diag{ŨΛ}

e0 ∈ E0 = ⟨0, H̄0⟩ = E = ⟨0, H̄⟩令   , 由式 (16)可得

ek+1 ∈ Ek+1 = ⟨0, H̄k+1⟩ = Ã⊙ Ek ⊕ B̃ ⊙D (36)

根据中心对称多胞体的性质 (9a), (9b)和式 (18), 可得

H̄k+1 = [(TĀ− LC̄)H̄k TD̄1W − LD2V −ND2V ]

通过迭代可将式 (36)写为

Ek = Ãk ⊙ E0 ⊕
k∑

i=1

Ãi−1B̃ ⊙D

Ωk =
∑k

i=1 Ã
i−1B̃ ⊙D令   , 则可得

Ω∞ = lim
k→∞

Ωk =

∞∑
i=1

Ãi−1B̃ ⊙D =

(

∞∑
i=k+1

Ãi−1B̃ ⊙D)⊕ Ωk (37)

由式 (37)可得

Ωk ⊂ Ω∞ ⇒ Ek = Ãk ⊙ E0 ⊕ Ωk ⊂ Ãk ⊙ E0 ⊕ Ω∞

eig(Ã) < 1因为误差系统 (15)是稳定的, 故有  , 则可得

lim
k→∞

Ãk ⊙ E0 = 0 ⇒ ∃ k∗ ∈ N+, Ãk∗ ⊙ E0 ⊆ Bn
p (ϵ) ⇒

∃ k∗ ∈ N+, Ek∗ ⊆ Bn
p (ϵ)⊕ Ω∞

根据性质 2可知, 下列从属关系成立:

Ek+1 ⊂ Ek ⊂ · · · ⊂ E1 ⊂ E0
k > k∗ ek ∈ Ek ⊆ Bn

p (ϵ)⊕ Ω∞
k > k∗ Bn

p (ϵ)⊕ Ω∞
Ek Ek

ek

则当   时, 有    恒成立, 故
当   时可使用集合   来表示中心对称

对称胞体   , 而不需要直接计算    , 从而可解决估计

  过程中中心对称多胞体阶数增长带来的高计算量问题,
所提出的方法可写为

ek ∈
{

Ek = ⟨0, H̄k⟩, k ≤ k∗

Bn
p (ϵ)⊕ Ω∞, k > k∗

H̄k其中,    满足式 (33)中的递推形式.
ek

k∗ Ãk∗ ⊙ E0
k∗

α

至此, 已经证明了定理 2中    的集合取值问题, 现
在开始证明   的取值约束条件. 因为   的边界

不易描述, 使得寻找   的取值范围很困难, 因此考虑选取

参数    使得下式成立

Ãk∗
⊙ E0 ⊆ αk∗

E0 ⊆ Bn
p (ϵ) (38)

α其中,    为一个常数且需满足下列不等式

ÃTPÃ− α2P < 0, 0 < α < 1 (39)

α Ãk∗ ⊙ E0 ⊆ αk∗E0
αk∗E0 ⊆ Bn

p (ϵ)

αk∗∥E0∥ ≤ ϵ k∗

易知, 满足式 (39)条件的    能够保证  

恒成立. 同时,     成立的一个充分条件是

   , 则由此可求得  的取值范围为

k∗ ≥
ln( ϵ

∥E0∥ )

ln(α)
, k∗ ∈ N+ (40)

k∗式 (40)即为    的约束条件.  □
ek e+k e−k因此可得误差向量    的上界   和下界    的表

达式为
e+k (i)=

s∑
j=1

|H̄k(i, j)|, i=1, · · · , n+ s,

e−k (i)=−
s∑

j=1

|H̄k(i, j)|, i=1, · · · , n+ s,
k ≤ k∗


e+k (i)=

s∑
j=1

|Ω∞(i, j)|+ ϵ, i=1, · · · , n+ s,

e−k (i)=−
s∑

j=1

|Ω∞(i, j)| − ϵ, i=1, · · · , n+ s,
k > k∗

|H̄k(i, j)| |Ω∞(i, j)| H̄k Ω∞ i

j

其中,    和    表示矩阵  和   第  
行第    列的元素的绝对值.

x̄k x̄+
k

x̄−
k

根据式 (32), 可得增广状态向量  的上界  和下界

 的表达式为{
x̄+
k (i) = ˆ̄xk(i) + e+k (i), i = 1, · · · , n+ s

x̄−
k (i) = ˆ̄xk(i) + e−k (i), i = 1, · · · , n+ s

fk

f+
k f−

k

最后, 由式 (10)可得系统 (1)中的传感器故障    的
上界   和下界   的表达式为

f+
k = βx̄+

k , f
−
k = βx̄−

k

β = [0 Is] s H̄k其中,   ,    是    的列数

4    仿真结果

本节通过文献 [33]中的一个垂直起降 (Vertical take-
off and lending, VTOL)飞行器线性化模型来验证所提出

方法的有效性和优越性, 该模型的状态空间表达式为{
ẋ(t) = Atx(t) +Btu(t) +D1tw(t)

y(t) = Ctx(t) +D2tv(t)
(41)

x(t) = [Vh(t) Vv(t) q θ]T

u(t) = [δc δl]
T

dt = 0.1 s

其中, 状态变量   , 各分量

分别为水平速度、垂直速度、俯仰角速率、俯仰角; 输入量

   , 各分量分别为总桨距和纵向周期桨距.
仿真采样周期设为   , 对系统 (41)利用欧拉一

步法进行离散化并考虑传感器加性故障后得到如式 (1)形
式的离散系统, 相关的参数矩阵为
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A =


0.00523 −0.07476 0.02632 0.50337

5.21659 1.27452 0.55532 −2.44221

2.60922 0.26361 0.58025 −1.92774

0 0 0.1 1



B =


0.04422 0.01761

0.35446 −0.75922

−0.55200 0.44900

0 0

 , C=


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 1 1



D1=


0 0

0 0.1

0.1 0

0 0

 , D2=


0 0.2

0 0.1

0.3 0

0 0

 , F =


1.2

1.5

1.2

1.5


则可得广义系统 (11)的矩阵参数为

Ā=



0.00523 −0.07476 0.02632 0.50337 0

5.21659 1.27452 0.55532 −2.44221 0

2.60922 0.26361 0.58025 −1.92774 0

0 0 0.1 1 0

0 0 0 0 0



B̄=



0.04422 0.01761

0.35446 −0.75922

−0.55200 0.44900

0 0

0 0

 , D̄1=



0 0

0 0.1

0.1 0

0 0

0 0



C̄ =


1 0 0 0 1.2

0 1 0 0 1.5

0 0 1 0 1.2

0 1 1 1 1.5

 , D2 =


0 0.2

0 0.1

0.3 0

0 0


γ = 1.0 T N

L
选取   , 则求解式 (19)可以得到矩阵  ,  

和  分别为

T =



0.8586 0.0298 0.0218 −0.0823 0

0.8745 0.0911 −0.1136 −0.3753 0

0.4506 −0.2306 0.4179 −0.4197 0

−0.2335 0.0540 −0.0015 0.8325 0

−0.6603 0.0253 −0.1153 0.0894 0



N =



0.1414 −0.1121 −0.1042 0.0823

−0.8745 0.5337 −0.2617 0.3753

−0.4506 −0.1891 0.1623 0.4197

0.2335 −0.2215 −0.1660 0.1675

0.6603 0.0641 0.2047 −0.0894



L =



0.1773 −0.2460 −0.0991 0.1934

0.1177 −0.0843 −0.0713 0.0609

−0.0741 0.1328 0.2464 −0.2956

0.2330 −0.4344 −0.2342 0.4613

−0.1321 0.1689 0.0278 −0.0924



θ̃ = 10−5[1 1 1 1 1]T, ϵ = 0.0001,

α = 0.4767, k∗ ≥ 9, k∗ ∈ N+

uk = [2sin(k) 3sin(k)]T,
|wk| ≤ [0.5 0.5]T |vk| ≤ [0.01 0.01]T,

x0 = [0.2 0.2 0.2 0.2]T.
fk

选取   通过求解式

(39)和式 (40), 可得  . 在本

文中取输入向量  设系统所受干

扰和噪声满足  和 
取系统的初始状态向量为  
假设系统传感器故障    的形式为

fk =


0, 0 ≤ k < 40

0.5(0.1k − 4), 40 ≤ k < 80

2, 80 ≤ k ≤ 100

区间估计的仿真结果如图 1所示. 仿真结果表明本文

提出的方法能够在系统传感器发生故障时, 快速地对故障

做出一个较为精确的区间估计.

  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

采样步数 /k

传
感
器
故
障

及
其
区
间
估
计

0.85

0.90

0.95

1.00

1.05

传感器故障
传感器故障上界
传感器故障下界

57 58 59 60 61

 

图 1   垂直起降飞行器线性化模型的传感器故障及其区间估计结果

Fig. 1    Sensor fault and its interval estimation results of the

VTOL aircraft linear model
 

需要说明的是, 本文提出的方法除了可以得到故障的

区间估计, 也可以得到较为准确的故障点估计. 为了说明

本文所提方法的优越性, 我们将所提方法与文献 [34]中提

出的故障点估计方法进行对比. 为了更直观的显示比较结

果, 我们采用故障估计的误差信息来进行仿真, 故障估计

误差定义为

rk = |f̂k − fk|

rk1
rk2

令   为本文方法得到的故障估计值与实际值之间的

误差,    为文献 [34]中方法得到的故障估计值与实际值

之间的误差, 由此可以得到如图 2所示的仿真结果, 仿真

结果表明本文提出的方法相较于文献 [34]中的方法能够在

系统传感器发生故障时, 给出更加精确的点估计结果.

5    结论

本文针对具有传感器故障的和未知扰动与测量噪声的

线性离散系统, 提出了一种新的传感器故障区间估计方法.
通过将传感器故障视为增广状态, 将原始系统转换为一个

不受传感器故障影响的等效广义系统. 基于有界实引理设

计了鲁棒状态观测器用于得到故障的近似估计同时抑制系

统受到的干扰和噪声, 并且将状态观测器的设计问题转化

为易于求解的线性矩阵不等式形式. 基于设计出的状态观

测器, 使用中心对称多胞体来对传感器故障进行区间估计.
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同时, 利用鲁棒正不变集给出了一种降低中心对称多胞体

区间估计过程中的计算量的可行方法. 最后, 通过一个垂

直起降飞行器线性化模型的仿真算例来验证所提出方法的

有效性. 同时, 目前针对非线性系统故障区间估计的研究

成果并不多, 但本文中所提出线性系统故障区间估计的方

法可以通过线性变参数模型近似的方式推广到非线性系

统, 这将是我们下一步的研究工作.
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图 2    传感器故障估计误差对比结果

Fig. 2    Sensor fault estimation error comparison result
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