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脉冲控制扩展定理及应用

殷 翔 1, 2 刘 峰 1, 2 佘锦华 1, 2

摘 要 本文在现有脉冲控制理论的基础上, 针对离散时滞系统, 提出了一种扩展脉冲控制的数学描述方法. 基于该描述方

法, 推导出脉冲控制扩展定理. 该扩展定理的合理应用不仅可以有效避免执行器饱和特性的影响, 而且可以分析执行器存在响

应时间时系统的稳定性. 进一步研究发现, 当系统存在 Neimark-Sacker 分岔时, 依据扩展定理设计的控制器可以有效提高系

统的临界分岔参数.
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Abstract This paper presents a mathematical description of extended impulsive control for discrete time-delay systems

according to the impulsive control theory. Based on this mathematical description, the stability theorem of extended

impulsive control is derived. The extension theorem not only avoids the influence of actuator saturation, but also can be

used to analyze the stability of the system when the actuator has response time. Further research findings show that the

controller designed according to extension theorem can greatly improve the critical bifurcation parameter of a system.
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许多实际系统中脉冲现象的存在会严重影响

系统的动力学行为[1], 为了分析实际系统的动力学
特性, 我们有必要在理论上研究脉冲影响下的系
统[2−6]. 大量研究表明, 脉冲对系统的作用具有两面
性: 一方面恰当的脉冲控制可以使得不稳定的系统
稳定; 另一方面如果控制器设计不当也可能导致系
统出现复杂的动力学行为. 目前关于脉冲控制的研
究主要分为三类: 1) 系统中存在脉冲特性时, 如何
运用控制器使系统稳定; 2) 系统本身不存在脉冲项
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时, 如何设计脉冲控制器使系统稳定; 3) 系统本身
不存在脉冲项时, 如何结合脉冲控制器和连续控制
器使系统稳定. 上述几种控制类型的研究都取得了
较大的进展, 本文主要针对第二种情形进行研究. 文
献 [7] 对脉冲控制理论作了基础性研究, 主要介绍了
脉冲控制的理论方法. 当系统存在随机扰动和多种
变时滞时, 文献 [8] 通过设计时滞脉冲控制器, 研究
了闭环系统的稳定性. 文献 [9] 通过多个比较定理推
导了一个新的比较定理, 并构造了李雅普诺夫函数,
研究了非线性系统在脉冲控制下的指数稳定性. 这
些研究证明了脉冲控制的有效性. 然而令人遗憾的
是, 这些成果并没有考虑实际控制系统中执行器的
物理约束条件, 比如饱和特性和响应时间等. 而物理
约束条件的存在可能会导致脉冲控制器失效, 甚至
会使系统不稳定.

目前以离散系统作为控制对象的脉冲控制研

究相对较少, 而离散系统同样拥有复杂的动力学特
性[10−12], 其本质非线性也较难分析[13−15]. 文献 [16]
详细讨论了离散系统的脉冲控制和反控制, 但并没
有考虑时滞对系统的影响, 同时也只是在理论上推
导了脉冲控制器的设计方案, 没有实际验证控制器
的有效性. 文献 [17] 运用比较定理讨论了时滞离散
系统中脉冲控制器的设计问题, 但只是叙述了一般
性的结论, 没有考虑执行器的约束.
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本文以离散时滞系统为研究对象, 提出了一种
扩展脉冲控制的数学描述方法. 根据文献 [17] 中的
结论, 推导出一个时滞离散系统脉冲控制扩展定理.
运用该定理不仅可以有效避免执行器饱和特性带来

的影响, 而且可以研究当执行器存在响应时间时系
统的稳定性. 进一步的研究表明, 应用扩展定理设计
的脉冲控制器可以提高系统的临界分岔参数. 本文
的主要贡献是, 理论上找出一种简单直接避免执行
器物理限制的方法, 并且用斯莫伦系统验证了该方
法的有效性. 具体包括: 时滞离散系统脉冲控制稳
定性定理的推广和补充; 应用定理解决执行器饱和
特性对系统造成的影响; 分析执行器存在响应时间
时系统的稳定性; 讨论脉冲控制对系统临界分岔参
数的影响.
本文接下来的第 1 节介绍脉冲控制扩展定理;

第 2 节讨论扩展定理的应用; 第 3 节基于斯莫伦系
统进行仿真分析, 首先应用脉冲控制扩展定理解决
系统中执行器饱和特性对系统造成的影响, 接着运
用脉冲控制扩展定理分析响应时间对系统稳定性的

影响, 最后应用扩展定理分析脉冲控制对系统临界
分岔参数的影响; 第 4 节得出结论, 并指出研究的不
足之处. 本文中N∗ 表示正整数域, R 表示实数域.

1 脉冲控制扩展定理

定义 1[17]. ωi, i = 1, 2 属于 κ 类函数. 即
当 r ∈ [0,∞) 时, ωi(r) 严格单调递增, 且 ωi(0) =
0, r →∞⇒ ωi(r) →∞.

依据文献 [17] 所述脉冲控制定理, 考虑如下脉
冲控制闭环系统:

x(n + 1) = f(n, x(n)) + W (n, x(n))

构造一个脉冲控制器:

W (n, x(n)) =
∞∑

k=1

[Ik(x(n))− f(n, x(n))]×

δ[n− nk + 1]

可得:

x(n + 1) = f(n, x(n)), nk−1 ≤ n < nk − 1
(1a)

x(nk) = Ik(x(nk − 1)), k ∈ N∗ (1b)

其中, f 表示一般函数, nk 表示脉冲时刻, Ik 表示脉

冲时刻控制律.
定理 1. ωi, i = 1, 2 如上述定义, V 是系统的

李雅普诺夫函数. 假设 x(n) 是系统 (1) 的零解, 若
满足如下条件:

1) ω1(‖x(n)‖) ≤ V (n, x(·)) ≤ ω2(‖x(n)‖);

2) 对于 n ∈ (nk, nk+1), k = 0, 1, 2, · · · , 存在
ak > 0 使得:

∆V(2)(n, x(·)) = V (n, x(n))− V (n− 1, x(n− 1)) ≤
akV (n− 1, x(n− 1));

3) 存在 α > ςk > 0, k ∈ Z+, 使得:

V (nk, x(nk)) ≤ ςkV (nk − 1, x(nk − 1));

4) sup{Πk
i=0ςi(1+ai)ni+1−ni−1} = M < ∞, 其

中 ς0 = 1.
则系统 (1) 的零解一致稳定.

证明. 对于任何 ε > 0, 存在 δ > 0, 满足:

max{Mω2(δ),Mαω2(δ)} < ω1(ε)

当 n = n1 时, 根据定理 1 中条件 2) 和 3) 有,

V (n1, x(n1)) ≤ ς1V (n1 − 1, x(n1 − 1)) ≤
ς1(1 + a0)n1−1−n0V (n0, x(n0));

当 n ∈ (n1, n2) 时, 根据条件 2) 有,

∆V(2)(n, x(·)) = V (n, x(n))− V (n− 1, x(n− 1)) ≤
a1V (n− 1, x(n− 1))

于是有

V (n, x(n)) ≤ (1 + a1)V (n− 1, x(n− 1)) ≤
a1(1 + a0)n1−1−n0V (n0, x(n0))

同理可得, 当 n ∈ (nk, nk − 1),

V (n, x(n)) ≤ Πk
i=0ςi(1 + ai)ni+1−ni−1×

V (n0, x(n0)) ≤ Mω2(δ)

V (nk+1, x(nk+1)) ≤ ςi+1Πi
i=0ςk(1 + ai)ni+1−ni−1×

V (n0, x(n0)) ≤ Mαω2(δ)

所以, 对于 n ≥ n0, ‖x(n)‖ < ε, 系统的零解一致稳
定. ¤
根据文献 [18] 中定理 2 的条件 2、3 和文献 [19]

中定理 2 可得如下定理, 获得系统零解渐近稳定的
充分条件.

定理 2. 假设满足定理 1 中的条件 1)∼ 3), 将
条件 4) 换为: sup{ςi(1 + ai)ni+1−ni−1} = M < 1.
则系统 (1) 的零解渐近稳定.
证明. 设 H = max (Mω2(δ),Mαω2(δ)), ρ =

nk+1 − nk 表示脉冲控制间隔. 由于 M < 1 是定
理 1 的特殊情况, 所以当 n ∈ (nk, nk+1 − 1) 时,
V (n, x(n)) ≤ H 成立. 当 n ≥ nk+1 时, 令 E 表示

此时的脉冲控制次数, 则 V (n, x(n)) ≤ MEH. 又
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ςi(1 + ai)ρ−1 < 1, 于是有 E →∞, V (n, x(n)) → 0.
故系统 (1) 的零解渐近稳定. ¤

注 1. 根据文献 [20] 中注记 1 可以推导出
脉冲间隔的限制条件. 由 ςi(1 + ai)ρ−1 < 1 可知
(ρ−1)ln(1+ai)+lnςi < 0,即 ρ < 1−lnςi/ln(1+ai).
由于参数 ai 由系统决定, 所以该式表明了设计参数
(脉冲间隔和脉冲控制强度) 之间的关系. 若脉冲控
制强度给定, 则可知脉冲间隔上限. 另外该式表明若
控制强度越大则脉冲间隔的上限越大, 与实际情况
相符.
接下来对定理 1 进行拓展.
定义 2. 集合K 表示多段离散时刻, 每段离散

时刻集内的所有时刻都是脉冲时刻, 其中脉冲时刻
是紧邻的离散时刻, 每个脉冲时刻都可以进行脉冲
控制. 用 ki 表示第 i 段时刻集, 而每一段时刻集里
的具体时刻用 ki(sj), sj ∈ N∗, sj 表示每段时刻中

具体时刻. 其中 0 < j ≤ m,m ∈ N∗, j ∈ N∗, m 表

示脉冲时刻集内脉冲时刻的个数.
定义 3. 若系统施加的脉冲控制器中, 每个脉

冲集有 m 个脉冲时刻, 则称这个脉冲控制为 m 阶

脉冲控制器.
对系统 (1) 做如下变换:

x(n + 1) = f(n, x(n)), nk−1 ≤ n < nk − 1 (2a)

x(ki(sj)) = Iki(sj)(x(ki(sj−1))) (2b)

式中, 参数如定义 2 中所述.
定理 3. 当系统 (2) 满足如下条件:
1) ω1(‖x(n)‖) ≤ V (n, x(·)) ≤ ω2(‖x(n)‖);

2) 对于 n ∈ (ki(sm), ki+1(s1)), k = 0, 1, 2, · · · ,
存在 ak > 0 使得:

∆V(2)(n, x(·)) = V (n, x(n))− V (n− 1, x(n− 1)) ≤
akV (n− 1, x(n− 1))

3) 存在 α > ςk > 0, k ∈ N∗, 使得:

V (ki(s1), x(ki(s1))) ≤
ςkV (ki(s1)− 1, x(ki(s1)− 1))

4) 设 y(j − 1) = |Ik1(sj−1)(x(k1(sj−2)))|, 则当
n ∈ ki(sj), j ∈ N∗ 时, y(j − 1) < y(j − 2);

5) sup{Πk
i=0ςi(1 + ai)ni+1−ni−1(1 + ci)m−1} =

N < ∞, 其中 ς0 = 1.
则系统 (2) 的零解一致稳定.
证明. 当 n = k1(s1) 时, 根据条件 3) 有,

V (k1(s1),x(k1(s1))) ≤
ς1V (k1(s1)− 1, x(k1(s1)− 1)) ≤
ς1(1 + a0)k1(s1)−1−n0V (n0, x(n0))

当 n ∈ k1(sj) 时, 根 据 条 件 4) 令

y(j − 1)/y(j − 2) = b1, 0 < b1 < 1. 由于

V (·, x(·)) 是系统的李雅普诺夫函数, 且满足条件
1). 所以可得:

V (k1(sj−1), y(j − 1))− V (k1(sj−2), y(j − 2)) ≤
c1V (k1(sj−1), y(j − 1)),−1 < c1 < 0,

即 V (k1(sm−1), y(m− 1)) ≤ (1+ c1)m−1V (k1(s1)).
当 n ∈ (k1(sm), k2(s1)) 时, 根据条件 2) 有:

∆V(2)(n, x(·)) =

V (n, x(n))− V (n− 1, x(n− 1)) ≤
a1V (n− 1, x(n− 1))

即

V (n, x(n)) ≤
ςi(1 + a1)n−k1(s1)(1 + c1)m−1V (n0, x(n0))

又当 n ∈ (kj(sm), kj+1(s1)) 时, 有

V (n,x(n)) ≤ Πk
i=0ςi(1 + ai)ki+1(s1)−n0−1×

(1 + c1)m−1V (n0, x(n0)) ≤ Nω2(δ)

与

V (nk+1,x(nk+1)) ≤ ςi+1Πk
i=0ςi(1 + ai)ki+1(s1)−n0−1×

(1 + c1)m−1V (n0, x(n0)) ≤ αNω2(δ)

同理可得系统 (2) 的零解一致稳定. ¤
注 2. 脉冲控制扩展定理就是在控制系统 (1)

的基础上, 扩充其脉冲时刻, 找到一个函数使得脉冲
时刻集内部的系统状态模减少即可. 由于扩充了脉
冲时刻, 设计者可以充分利用其自由度, 有效避免单
次脉冲控制中执行器饱和特性的影响. 其次, 脉冲时
刻集可以描述执行器在响应时间内的变化规律, 于
是能够分析执行器在响应时间内的变化对系统稳定

性的影响. 最后, 脉冲时刻集增加了控制强度, 进而
提高了系统的临界分岔参数.
与定理 2 的证明类似, 可得多阶脉冲控制系统

零解渐近稳定定理.
定理 4. 假设满足定理 3 中的条件 1)∼ 4), 将

条件 5)改为: sup{ςi(1+ai)ni+1−ni−1(1+ci)m−1} =
N < 1. 则系统 (2) 的零解渐近稳定.
证明. 设 Y = max (Nω2(δ), αNω2(δ)), ρ =

nk+1 − nk 表示脉冲控制间隔. 由于 Y < 1 是定
理 3 的特殊情况, 所以当 n ∈ (nk, nk+1 − 1) 时,
V (n, x(n)) ≤ Y 成立. 当 n ≥ nk+1 时, 令 F 表示

此时的脉冲控制集的个数, 则 V (n, x(n)) < NF Y .
又 ςi(1+ai)ρ−1(1+ci)m < 1,其中由定理 3的证明可



1期 殷翔等: 脉冲控制扩展定理及应用 61

知 −1 < ci < 0, 于是有 F → ∞, V (n, x(n)) → 0.
故系统 (2) 的零解渐近稳定. ¤
注 3. 由 ςi(1+ ai)ρ−1(1 + ci)m−1 = N < 1 可

知 (ρ− 1)ln(1 + ai) + lnςi + (m− 1)ln(1 + ci) < 0,
即 ρ < 1− (lnςi + (m− 1)ln(1 + ci))/ln(1 + ai). 该
式给出了多阶脉冲控制系统零解渐近稳定时设计参

数之间的关系, 可以推导出脉冲间隔的上限.

2 扩展定理的应用

本节接下来以文献 [21] 中斯莫伦系统为例, 比
较脉冲控制定理及扩展定理在其中的应用. 接下来
主要探讨执行器的饱和特性和响应时间对脉冲控制

的影响, 依据文献 [21] 可将斯莫伦系统化为:

u(n + 1)− u(n)
h

=

k1τu2(n− ν)
u2(n− ν) + p(1 + v(n−ν)

q
)
− l1u(n− ν)τ + rτ

(3a)
v(n + 1)− v(n)

h
=

k2τu2(n− ν)
u2(n− ν) + p(1 + v(n−ν)

q
)
− l2v(n− ν)τ

(3b)

模型变换过程和式中各参数具体含义参见文献 [21].
系统 (3)对应于闭环脉冲控制系统的非脉冲时刻,即
式 (1a) 和式 (2a). 若考虑闭环系统, 只需在脉冲时
刻加入脉冲控制, 即在脉冲时刻 u(nk) = Ik(u(nk −
1)), v(nk) = Ik(v(nk − 1)).
定理 5[21]. 存在临界分岔参数 τ0 使得: 1) 当

τ ∈ [0, τ0), 系统平衡点 (u∗, v∗) 稳定; 2) 当 τ = τ0,
系统会出现 Neimark-Sacker 分岔.

2.1 理想执行器时的脉冲控制

本节考虑理想执行器时的脉冲控制, 该问题在
文献 [17] 中已解决. 为了方便, 设计脉冲控制器
时. 可将 Ik 设计为线性控制律. 假设当 n = nk

时, u(nk) = au(nk − 1), v(nk) = bv(nk − 1), 其中
a, b ∈ R. 由于为理想执行器, 所以 a, b 没有限制条

件. 这样, 只需要通过调整参数 a, b, 使闭环系统满
足定理 2.

2.2 执行器具有饱和特性时的脉冲控制

本节仅考虑执行器的饱和特性. 设执行器的响
应时间为 0, 已知理想脉冲控制为W = Ik(x(nk))−
f(nk, x(nk)), 则考虑执行器饱和特性后, 实际脉冲

控制 U(nk, x(nk)) 可以描述为:

U(nk, x(nk)) =





ui, W > ui

W, −ui ≤ W ≤ ui

−ui, W < −ui

针对斯莫伦系统, 设 f1 = hτ( k1u2(n−m)

u2(n−m)+p(1+
v(n−m)

q )
−

l1u(n − m) + r), f2 = hτ( k2u2(n−m)

u2(n−m)+p(1+
v(n−m)

q )
−

l2v(n−m)). 假设 | f1 |<| ui |, | f2 |<| ui |, 此时系
统脉冲时刻控制律为 (a−1)u(nk−1), (b−1)v(nk−
1), 执行器饱和特性的影响可以等效为对控制器参
数 a, b 的限制. 例如: 若 W > ui, 则第 2.1 节中
a, b > 0, 但是执行器的控制力度却小于预期的控制
力度, 这样就可能导致系统无法达到理想的控制效
果. 此时运用直接法处理执行器的饱和特性, 即在脉
冲时刻集内每次的控制力度保持在阈值之内, 再通
过定理 4 保证闭环控制系统零解的渐近稳定.
注 4. 由于 f1, f2 与系统的离散化参数 h 有

关, 所以若设计 h 足够小, 则假设条件 | f1 |<| ui |,
| f2 |<| ui | 较易实现.

2.3 执行器的响应时间对系统稳定性的影响

本节不考虑执行器的饱和特性, 仅考虑执行器
的响应时间对系统稳定性的影响. 由于执行器的物
理约束条件, 当控制器下达控制命令后, 执行器需要
一定的时间才能达到控制器所需的控制强度, 这段
时间称为执行器的响应时间. 执行器的响应时间使
得离散脉冲控制不可能通过一次脉冲控制达到控制

目的, 需要多个脉冲控制时刻. 而这种情况下脉冲控
制的数学描述, 少有文献提及. 定义 2 描述的脉冲时
刻集正好可以用来刻画执行器响应时间内的变换规

律, 易于分析.
当控制器给执行器下达控制命令后, 响应时间

导致系统达到预期控制目的之前有一个动态过程.
这个动态过程可以是线性的也可以是非线性的, 但
是都由执行器的本质特征决定, 与系统无关. 而本文
提出的脉冲时刻集可以描述执行器接收到控制命令

后的动态过程, 接着当这个动态过程满足定理 4 中
所述条件时, 可得系统零解的渐近稳定. 所以, 本节
中脉冲时刻集内的参数呈现了响应时间内执行器的

动态过程. 具体分为两个方面讨论: 1) 若响应时间
小于脉冲间隔; 2) 若响应时间大于脉冲间隔. 针对
第二种情况, 脉冲时刻集将无法确切描述执行器的
动态变化过程. 但是此时的实际情况可以等效为离
散系统中每个离散时刻都有反馈控制的情形, 且反
馈控制律在 nk 时刻变化一次. 然后在脉冲时刻集内
接下来的脉冲控制时刻的动态规律由执行器的动态

特性和控制器的控制命令决定. 此外, 该模型也可以
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等效为一个切换系统, 在 nk 时刻切换到下一个子系

统. 每个子系统的初始值不一样, 但具有相同的动力
学特性, 该特性由执行器的本质特性决定. 但是不管
是描述为切换系统还是上述的反馈控制, 已经不是
脉冲控制的范畴了. 所以本节主要讨论第一种情况.
考虑执行器在响应时间内为单调变化的, 例如

对于第 2.1 节中的控制律 a, b, 单调意味着系统在脉
冲时刻集内部单调地减少到理想 a, b, 这样就符合定
理 4 中条件 4). 即当 n ∈ ki(sj), 0 ≤ j ≤ m, j ∈
N∗,m ∈ N∗ 时, u(ki(sj)) = Iki(sj)(x(nki(sj))) −
f(nki(sj), x(nki(sj))) 随着脉冲时刻的增加单调增加,
而在脉冲时刻集内的最大脉冲时刻, 控制规律恰好
达到第 2.1 节中的 a, b, 在这种情况下定理 4 给出了
系统零解渐近稳定的充分条件.

2.4 增加脉冲控制强度调整系统动态范围

相较于第 2.1 节中的一次控制, 定理 4 利用了
脉冲时刻集内部的脉冲时刻, 增加控制强度可以有
效提高系统的临界分岔参数, 扩大系统稳定性参数
范围.

3 仿真

本节的控制对象为系统 (3), 首先研究系统 (3)
的分岔, 然后针对斯莫伦系统中的复杂动力学行为,
通过实例验证执行器存在限制条件时扩展定理的有

效性. 仿真图形分为两种: 1)波形图: 横坐标为离散
系统的迭代次数, 纵坐标为系统的状态变量 (u, v),
单位为 (ng/uL); 2)相图: 纵坐标为延迟项 u(n−5),
横坐标为 u(n), 单位为 (ng/uL).

3.1 系统Neimark-Sacker分岔仿真

在系统 (3) 中取系统参数 k1 = 11.0, k2 =
0.3, l1 = 1.0, l2 = 0.2, p = 10.0, q = 0.2, r = 0.4.
根据定理 3可知,存在 τ0 使得系统中存在Neimark-
Sacker 分岔, 根据文献 [21] 可得 τ0 = 3.80. 设
系统初始条件为 u(0) = v(0) = 0.02, 现分别取
τ = 1.0, 3.80, 可得图 1 和图 2. 根据图 1 可知, 当
系统的分岔参数小于临界值时, 系统的平衡点最后
收敛在原点. 而当系统的分岔参数等于临界值时, 根
据图 2 可知, 系统存在极限环, 导致系统产生振荡.

3.2 理想执行器脉冲控制

本节考虑理想执行器时的脉冲控制, 参数如
第 3.1 节中所取, 另选取时间延迟和系统初值为
τ = 9.0, u(0) = v(0) = 1.0. 此时系统仿真如图
3 (a) 和 (b), 由图 3 (b) 可知, 系统此时拥有两个稳
定极限环, 系统零解并未收敛在原点. 接着根据定理
2, 设计第 2.1 节中控制参数 a = 0.2, b = 0.2, 可得
系统仿真, 如图 3 (c) 和 (d). 根据图形可知, 此时系

统零解基本收敛到原点.

(a) τ = 1 < τ0 时系统的波形图

(a) The waveform plot of system with τ = 1 < τ0

(b) τ = 1 < τ0 时系统的相图

(b) The phase diagram of system with τ = 1 < τ0

图 1 系统平衡点的稳定性分析

Fig. 1 The stable equilibrium of system

3.3 执行器存在饱和特性时的脉冲控制

接下来考虑执行器饱和特性对系统的影响. 首
先, 假设第 2.2 节中饱和特性的阈值 ui = 1.5, 可得
图 4 (a) 和 (b), 时间延迟和初值如第 3.2 节所选, 此
时脉冲控制不能使得系统如图 3 (c) 和 (d) 一样渐
近稳定, 反而增加了系统的振荡性. 把单周期轨道的
极限环, 变成了多周期轨道极限环, 使系统的动态行
为变得更加复杂, 可见若考虑执行器的饱和特性, 由
定理 2 得出的控制器无效. 其次, 通过定理 4 中的
脉冲控制集分担单次脉冲控制的控制强度. 以斯莫
伦系统中 u(n) 为例, 该状态在脉冲时刻数学模型
为 u(n + 1) = au(n) − u(n + 1) + u(n) − u(n) =
(a − 1)u(n) + (u(n) − u(n + 1)). 当斯莫伦系统的
离散参数 h 很小时, u(n) ≈ u(n + 1), 即此时脉冲
时刻的控制强度由 a 决定. 由于 0 < a < 1, 所以当
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图 2 系统的 Neimark-Sacker 分岔

Fig. 2 The Neimark-Sacker bifurcation of system

图 3 传统脉冲控制镇定系统的分岔

Fig. 3 Conventional impulsive control the Neimark-Sacker bifurcation
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图 4 考虑执行器饱和特性时的脉冲控制系统

Fig. 4 The impulsive control system with actuator saturation

a 小时, 控制强度大, 当 a 大时, 控制强度小. 设
计控制时刻集内有三个控制时刻, 每个控制时
刻规律如第 2.1 节中所述, 设计其中控制参数为
a1 = b1 = 0.6, a2 = b2 = 0.5, a3 = b3 = 0.5, 可得
图 4 (c) 和 (d). 根据图形可知, 此时系统零解渐近
稳定, 验证了控制的有效性. 比较图 3 (a)∼ (d) 可
知系统执行器存在饱和特性时, 运用扩展定理中脉
冲时刻集内的其他脉冲时刻分担控制强度, 解决了
一次脉冲时刻控制强度过大的问题.

注 5. 脉冲控制开始作用的有限次控制可

以在阈值外, 因为后续的控制有可能保证接下
来的控制处于阈值之内. 例如本节仿真若选取
a1 = b1 = 0.2, a2 = b2 = 0.5, a3 = b3 = 0.5 仿
真效果更好, 因为在这组参数下, 执行器的饱和特性
只对开始的几次脉冲控制具有限制, 而较大的控制

强度在后续的控制中更加有效.

3.4 执行器存在响应时间时对系统的影响

本节验证当执行器在响应时间内的变化如定理

4 中所述时, 系统零解的渐近稳定性. 由于第 3.3 节
中图 4 可以说明这个问题, 所以不另做仿真. 同样以
u(n) 为例, 假设响应时间内执行器的动态过程单调
变化. 根据第 3.3 节分析可知, 控制强度越大, a 越

小. 所以响应时间对 a 的影响是使 a 由大变小, 最
后才达到需要的控制强度. 假设脉冲时刻集内部有
三个脉冲时刻, 在第三个控制时刻达到所需控制强
度, 此时分析当 a1 = 0.6, a2 = 0.5, a3 = 0.5 时系统
在脉冲时刻集内部的控制过程. 第 ki 个脉冲时刻集

内的第一个脉冲时刻 u(ki(31)) = a1u(ki(31) − 1),
第二个脉冲时刻 u(ki(32)) = a2u(ki(31)), 第三个脉
冲时刻 u(ki(33)) = a3u(ki(32)), 将 a1 = 0.6, a2 =
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0.5, a3 = 0.5 代入可知, u(ki(33)) = 0.15u(ki(31)−
1), 同理 v(ki(33)) = 0.15v(ki(31)− 1), 与第 3.2 节
中控制相比, 在控制集内部控制强度满足渐近稳定
条件. 又由于在这些条件下脉冲间隔和脉冲控制规
律符合定理 4 中的条件, 根据图 4 可知, 此时系统的
零解是渐近稳定的, 这就说明当执行器存在响应时
间时, 定理 4 可以成为系统零解渐近稳定的充分条
件.

3.5 脉冲控制强度变化对系统的影响

对于非线性系统而言, 系统中参数的变化可能
导致系统动力学行为的变化. 本文对于临界分岔参
数的选取是以文献 [21] 为标准的. 该分岔参数表示
时间延迟, 即当时间延迟小于临界值时系统是原点
渐近稳定的, 但是当系统时间延迟大于临界值, 系统
会出现极限环或者其他的动力学特性.

本节在脉冲时刻集内选取较小的控制强度, 取

a1 = b1 = 0.9, a2 = b2 = 0.9, a3 = b3 = 0.9, 分别
取 τ = 7.2, 7.3 可得图 5. 由于当时间延迟比较大
时, 很难找出确切的临界分岔参数, 但是 τ = 7.2 时,
根据图 5 (a) 和 (b) 可知, 系统零解收敛于原点; 而
τ = 7.3 时, 根据图 5 (c) 和 (d) 可知, 系统拥有多个
周期轨道, 可见分岔参数由 7.2 变为 7.3 时系统的结
构发生了改变. 因此, 可知系统此时的临界分岔参数
在 7.2 和 7.3 之间, 设其为 e. 故比较图 5 和图 2 可
知, 系统的临界分岔参数由 3.8 变为了 e. 可见即使
选取较小的控制强度, 脉冲控制扩展定理仍能较大
提高系统的临界分岔参数.

4 结论

本文提出了一种扩展脉冲控制的数学描述

方法, 推出了脉冲控制扩展定理. 通过扩展定

理可以有效解决执行器饱和特性带来的影响, 找

图 5 扩展脉冲控制对系统的影响

Fig. 5 The influence of extended impulsive control on the system
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出了执行器存在响应时间时, 系统稳定的充分条件.
最后, 以斯莫伦系统为例进行仿真, 验证了上述理论
的正确性. 但是, 本文对于如何根据不同的性能指标
选取最恰当的控制规律和最优的脉冲时间间隔, 并
没有做出相应的研究, 而这也将是下一步的研究方
向.
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