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一类非线性系统量化反馈控制的几何设计方法

王隔霞 1

摘 要 本文考虑了一类非线性系统的对数量化反馈控制器的设计问题. 假定该非线性系统满足一定扇形条件, 在此条件下,

通过引入闭环系统函数, 利用函数平移的方法, 给出了文中非线性系统具体的对数量化反馈控制器, 可做到稳定和渐近稳定两

种控制目标. 所得结论可以推广到线性系统, 与已有的结论相吻合, 说明了我们结论的正确性. 同时, 所得结论也可应用于一般

非线性系统量化控制器的设计. 最后, 数值例子验证了所得结论.
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Abstract In this paper, logarithmic quantized feedback for a class of nonlinear systems is considered and designed

explicitly. Assume that nonlinear systems of our interest satisfies a certain kind of sector condition. Under this assumption,

based on the geometrical method, a closed-loop map is introduced and a logarithmic quantizer is designed explicitly based

on translation of functions, to stabilize the nonlinear systems. Moreover, it is worthy to point out that the designed

quantized feedback can achieve stability and asymptotically stability, respectively. Meanwhile, our result can be applied

to the linear case, which is consistent with the existed result. It can also be applied to the general nonlinear systems.

Finally, two examples are given to illustrate our result.
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量化反馈控制问题一直以来受到大家广泛关注,
请查看相关文献 [1−15]. 尤其是随着网络化控制系
统的应用和发展[16−17], 又促使量化控制成为了解决
网络化控制系统控制问题的一种有效方式.

事实上, 量化反馈控制需要对状态空间进行划
分, 它将状态空间划分为可数个小区域, 并且在同一
划分区域内的状态对应于同一个控制输入. 因此, 量
化反馈控制器的控制输入值至多是可列个. 状态空
间划分有多种形式, 对数划分[1] 和均匀划分[3] 是两

种比较常见的划分形式. 均匀划分划分形式简单, 但
没有伸缩性. 对数划分形式可以做到根据需要, 在离
原点较远时, 划分较粗; 在离原点较近时, 划分较细,
是一类应用广泛的量化形式. 基于这两种划分形式,
分别引出了均匀量化器和对数量化器.
可数个控制输入值是量化控制不同于非量化控

收稿日期 2018-01-18 录用日期 2018-07-02
Manuscript received January 18, 2018; accepted July 2, 2018
本文责任编委 高会军
Recommended by Associate Editor GAO Hui-Jun
1. 上海电力大学数理学院 上海 201300
1. Department of Mathematics and Physics, Shanghai Univer-

sity of Electric Power, Shanghai 201300

制的显著特征. 通常情况下, 为了完成某一给定的控
制目标, 如何给出状态空间的一个合适的划分和相
应离散的控制输入值 u, 即设计合适的量化反馈控
制, 有多种方法, 有状态空间直接分解法、基于鲁棒
性的研究方法等.
状态空间直接分解法参见文献 [1], 它针对离散

线性系统, 先待定状态空间划分的形式, 接下来利用
两个相邻区域边界上控制输入 ui 和 ui+1 的关系,得
到了划分形式的特点, 并指出最粗划分是对数形式
的量化反馈控制器. 该方法因利用了线性系统的特
点, 如坐标变换等, 致其较难被推广至一般系统, 后
续工作参看文献 [5, 12, 14]. 基于鲁棒性的研究方
法参见文献 [4], 它通过将量化误差看成是一种扰动,
利用绝对稳定性给出了线性系统的量化反馈, 同样
得到了镇定的对数量化器. 这类方法现在仍有部分
学者在使用, 参看文献 [10−11]. 同时, 值得指出的
是文献 [9] 利用数据流和不变集理论研究了一维线
性离散系统的实用稳定性理论.

上段提及的量化问题文献 [1, 4−5, 9−12, 14]
中设计的量化器均是无记忆的, 该量化器不随着时
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间的变化而变化. 同时, 一些工作考虑了有记忆的,
如文献 [3] 中的动态量化器满足下一步的量化器依
赖于上一步.
本文仅考虑无记忆量化器, 不涉及有记忆的情

形. 通过上述文献的阅读, 我们发现文献 [1, 4, 9] 都
是针对线性系统展开的. 文献 [1] 和 [4] 中的方法几
何解释不明显, 不直观, 尤其是文献 [1] 中的空间分
解的方法很奇特, 难解释. 但文献 [9] 通过引入闭环
系统函数, 考虑不同划分区间上闭环系统函数的图
像, 并基于不变集理论给出了系统实用稳定性的结
论. 故文献 [9] 的方法几何解释清晰, 方法直观.

非线性系统的研究,请查看文献 [10, 12, 14−15]
等. 文献 [10] 延续了文献 [4] 中将量化误差看成是
一种扰动的做法, 考虑了一类非线性系统的稳定性.
文献 [12] 和文献 [14] 将文献 [1] 的工作推广到了非
线性系统. 但尚未发现用几何方法来研究非线性系
统的工作. 这是因为文献 [9] 的方法较难推广到非线
性系统, 因为它引入了不变集的连续集合的概念, 即
一簇不变集, 而且这些不变集是连续变化的. 非线
性系统的不变性本身就比较麻烦, 因此, 直接将文献
[9] 的方法推广到非线性系统较难.

受此启发, 本文将研究一类特殊非线性系统的
对数量化反馈控制的设计问题. 此时, 假定所考虑的
非线性系统满足一定的扇形条件, 在此条件下, 借用
文献 [9] 中的闭环系统函数的概念, 我们利用函数图
像平移的思想和分段函数的性质, 给出了该类特殊
非线性系统稳定的对数量化器的设计. 该方法几何
解释清晰, 方法直观, 与已有的工作不同. 同时, 我们
又没有借用不变集的理论, 因此, 该文的方法与文献
[9] 也不同. 为了降低难度, 文中仅考虑了一维的情
形, 高维情形待进一步研究.

1 问题描述

考虑如下系统:

x(k + 1) = f(x(k)) + u(k) (1)

其中 x(k) ∈ R 是一维状态, u(k) ∈ R 是单输入,
f(x) 是 x ∈ R 上的非线性函数, 满足 f(0) = 0 和
f(−x) = −f(x).
我们的控制问题就是找到如下可列集

U = {u0, u±1, u±2, · · · } (2)

和量化函数

q(x) : R → U (3)

使得量化反馈控制器 u(k) = q(x(k)) 镇定系统 (1).
因为实数集 R 是不可数集, 而 U 为可数集, 故

式 (3) 定义的量化函数 q(x) 必定诱导实数集 R 的

一个可数的划分. 如图 1 所示, 它显示了一类量化函
数 q(x) 的图像.

1.1 预备知识

约定量化函数 q(x) = uh(x ∈ Ih), 这里区间 Ih

为 R 的某个划分中的一个区间 (uh 和 Ih 为泛指,
会在后面确定). 当 x(k) ∈ Ih 时, 式 (1) 在量化反馈
u(k) = q(x(k)) 作用下变为

x(k + 1) = f(x(k)) + uh, x(k) ∈ Ih (4)

此时, 定义闭环系统函数

Γ(x) = f(x) + uh, x ∈ Ih (5)

相应地, 式 (1) 的闭环系统 (4) 可写为

x(k + 1) = Γ(x(k)), x(k) ∈ Ih (6)

图 1 一类量化器

Fig. 1 A class of quantizer

注意闭环系统函数 Γ(x) 是一个分段函数. 图
2 显示了闭环系统函数 Γ(x) 和开环系统函数 f(x)
的图像. 从图 2 看出, 对于某些非线性函数 f(x), 在
某些区间上, 可找到合适的控制输入 uh, 使得函数
Γ(x) = f(x) + uh 的图像介于直线 y = x 和直线

y = −x 之间.

图 2 分段闭环系统函数 Γ(x) 和开环函数 f(x) 的关系

Fig. 2 The graphs of the closed-loop function Γ(x) and

the open-loop function f(x)
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图 3 显示了当 f(x) = sin x−1 时, 它与直线
y = x 和直线 y = −x 在区间 [0.1, 0.5] 的图像. 从
图 3 可看出, 为了让 f(x) 的图像能够通过上下平
移, 做到介于直线 y = x 和直线 y = −x 之间, 前
面的划分比较密, 后面的划分相对来说比较稀疏. 整
体而言, 这些划分是非常杂乱无章的. 因此, 不是任
何非线性函数都存在稳定的对数形式的划分, 下面
我们将给出开环函数 f(x) 满足的一个条件, 使得式
(1) 存在稳定的对数量化器.

图 3 函数 y = sin 1
x
与直线 y = ±x 的图 (x ∈ [0.1, 0.5])

Fig. 3 The graphs of y = sin 1
x

and y = ±x over

x ∈ [0.1, 0.5]

假设 1. 假定 f(x) 满足

ax ≤ f(x) ≤ bx, x ≥ 0 (7)

其中 a 和 b 为两个已知正常数, 并且满足

1 ≤ a ≤ b < a + 2 (8)

注 1. 当 f(x) 满足上述条件 (7) 时, 显然函数
f(x) 在原点连续; 并且式 (5) 定义的闭环系统函数
Γ(x) = f(x) + uh 在各个划分区间上的图像为一段

一段的曲线, 它在各个划分区间上的图像介于两条
直线 y = ax + uh 和 y = bx + uh 之间.

注 2. 假设 1 中的式 (8) 可放宽到

1 ≤ a ≤ b (9)

此时, 我们可以分段讨论如下情形:

ax ≤ f(x) ≤ (a + µ)x, (a + µ)x ≤ f(x) ≤
(a + 2µ)x ≤ · · · ≤ (a + Mµ)x ≤ f(x) ≤ bx

其中 {
µ = 0, b < a + 2
µ ∈ (0, 2), 其他

M =

{
max
m∈Z

{m | a + mµ ≤ b}, µ > 0

0, µ = 0

此情形可具体参考后面的仿真例子 (例 2).

1.2 问题叙述

我们的控制问题就是对式 (1) 找出镇定的无记
忆的对数量化控制器, 它可描述为:
问题 1. 对系统 (1), 在假设 1 下, 找到可数

个固定控制输入 (2), 以及一个单调递增的正序列
{si}+∞

i=0 和单调递减的正序列 {ri}+∞
i=1 , 约定 r0 = s0.

注意 r1 < s0, 使得它们满足

ui = ρui+1, si−1 = ρsi, u−(i+1) = ρu−i,

ri = ρri−1, i = 1, 2, 3, · · · , (10)

其中 ρ ∈ (0, 1) 待定, 此两序列形成的数轴 R 的一
个全划分记为 IR, 相应地按上述划分, 定义量化函
数 q : R → U 如下:

q(x) =




sign(x)ui, |x| ∈ [si−1, si),
sign(x)u−i, |x| ∈ (ri, ri−1],
u0, x = 0

i = 1, 2, 3, · · ·

(11)

并且上述量化反馈控制能够镇定系统 (1).
易见 q(−x) = −q(x)(x ∈ R).
注 3. 式 (10) 和式 (11) 说明控制输入值 {u±i}

和点列 {si}+∞
i=0 , {ri}+∞

i=1 均为等比数列, 因此称此
量化器 (11) 为对数量化器. 特别地, {ui}+∞

i=1 和

{si}+∞
i=0 两数列的公比为 ρ−1 > 1, {ui}−∞i=−1 和

{ri}+∞
i=1 两数列的公比为 ρ < 1. 故问题的关键是

确定参数 ρ 以及 s0 和 u1, u−1.

2 主要结论

下面考虑系统 (1) 满足假设 1 时对数量化器的
设计. 因为 f(−x) = −f(x), 接下来只考虑 x > 0
的情形. 不妨先取 s0 = 1, 后面会发现这不是必须
的.
结论 1. 确定 s1 和 u1. 取 u1 = −(a+1)s0, x ∈

[s0, s1). 这里 s1 > s0 待定. 固定点 B(s0, bs0 + u1),
如图 4 所示, 假定点 B 和点 C(s1, s1) 的连线平行
于直线 y = bx, 可推出

s1 =
a + 1
b− 1

s0 (12)

注 4. 这里 u1 为直线 y = ax 上的点 (s0, as0)
下降到点 (s0,−s0) 所需要的竖直平移高度. 注意点
(s0,−s0) 在直线 y = −x 上.
结论 2. 确定 s2 和 u2. 取 u2 = −(a+1)s1, x ∈

[s1, s2). 这里 s2 > s1 待定. 假定点 (s1, bs1 +u2) 和
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点 (s2, s2) 连线平行于直线 y = bx, 同理可推出

s2 =
a + 1
b− 1

s1 (13)

其余类似.

图 4 非线性系统状态空间的稳定对数划分 (s1 的确定)

Fig. 4 The state partition of a stable logarithmic

quantizer for nonlinear systems (Determine s1)

结论 3. 确定 r1 和 u−1. 取 u−1 = −(b − 1)s0,
x ∈ [r1, s0). 这里 r1 < s0 待定. 固定点B′(s0, as0+
u−1), 如图 5 所示, 假定点B′ 和点 C ′(r1,−r1) 的连
线平行于直线 y = ax, 可推出

r1 =
b− 1
a + 1

s0 (14)

注 5. 这里 u−1 为直线 y = bx 上的点 (s0, bs0)
下降到点 (s0, s0) 所需要的竖直平移高度. 注意点
(s0, s0) 在直线 y = x 上.

图 5 非线性系统状态空间的稳定对数划分 (r1 的确定)

Fig. 5 The state partition of a stable logarithmic

quantizer for nonlinear systems (Determine r1)

结论 4. 确定 r2 和 u−2. 取 u−2 = −(b − 1)r1,
x ∈ [r2, r1). 这里 r2 < r1 待定. 假定点 (r1, ar1 +
u−2) 和点 (r2,−r2) 连线平行于直线 y = ax, 同理

可推出

r2 =
b− 1
a + 1

r1 (15)

其余类似.
定理 1. 当 f(x) 满足假设 1 时, 定义

ρ =
b− 1
a + 1

(16)

则 ρ ∈ (0, 1). 对于任意的 s0 > 0, 按上分析, 取

si = ρ−is0, ri = ρis0, u1 = −(a + 1)s0 (17)

u−i = ρiu1, ui+1 = ρ−iu1, i = 1, 2, 3, · · · (18)

来定义控制输入 {u±i} 和点列 {si}+∞
i=0 , {ri}+∞

i=1 . 相
应地, 在上述量化器 (11), (16)∼ (18) 的作用下, 系
统 (1) 是稳定的.
证明. 当 x(k) ∈ [s0, s1) 时,

u(k) = q(x(k)) = u1 ≥ −(a + 1)x(k)

因此, 注意到假设 1 知,

x(k+1) = f(x(k))+u1 ≥ ax(k)−(a+1)x(k) ≥ −x(k)

同时, 又 u1 = −(b− 1)s1 ≤ −(b− 1)x(k), 因此,

x(k+1) = f(x(k))+u1 ≤ bx(k)−(b−1)x(k) ≤ x(k)

等价于

|x(k + 1)| ≤ |x(k)|, x(k) ∈ [s0, s1) (19)

其余区间类似, 略. ¤
注 6. 式 (19) 意味着系统 (1) 在输入 (11),

(16)∼ (18) 控制下所有的解都成立, 它说明其对应
的闭环系统函数 x(k + 1) = Γ(x(k)) 为压缩映射.
几何上来讲, 从图 4 和图 5 关于 s1 和 r1 的设计, 可
看出系统闭环函数 Γ(x) = f(x) + uh 在划分区间的

每一段上的图像均介于直线 y = x 和直线 y = −x

之间, 因此, 此时系统 (1) 的解是稳定的.
注 7. 现在的结论只能说明闭环系统的解是稳

定的, 但是否趋于原点, 还需要进一步讨论.
定理 2. 当 f(x) 满足假设 1 时, 取 δ ∈ (0, 1) 使

0 <
b− a

2
< δ < 1

成立, 令

ρ =
b− δ

a + δ
(20)

则 ρ ∈ (0, 1). 对于任意的 s0 > 0, 取

si = ρ−is0, ri = ρis0, u1 = −(a + δ)s0, (21)
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u−i = ρiu1, ui+1 = ρ−iu1, i = 1, 2, 3, · · · (22)

来定义控制输入 {u±i} 和点列 {si}+∞
i=0 , {ri}+∞

i=1 . 相
应地, 在上述量化器 (11), (20)∼ (22) 的作用下, 系
统 (1) 是渐近稳定的.
证明. 当 x(k) ∈ [s0, s1) 时,

u(k) = q(x(k)) = u1 ≥ −(a + δ)x(k)

因此, 注意到假设 1 知,

x(k + 1) = f(x(k)) + u1 ≥ ax(k)−
(a + δ)x(k) ≥ −δx(k)

同时, 又 u1 = −(b− δ)s1 ≤ −(b− δ)x(k), 因此,

x(k + 1) = f(x(k)) + u1 ≤
bx(k)− (b− δ)x(k) ≤ δx(k)

等价于

|x(k + 1)| ≤ δ|x(k)|, x(k) ∈ [s0, s1) (23)

其余区间类似, 略. ¤
注 8. 定理 2 中 s1 的确定, 与前面定理 1 中相

比而言, 此时, 只是把图 4 中的直线 y = x 换成了

直线 y = δx, 直线 y = −x 换成了直线 y = −δx 而

已, 做法与前类似. 同理 r1 的确定, 参看图 5, 略.
注 9. 式 (23) 意味着系统 (1) 在输入 (11),

(20)∼ (22) 控制下所有的解都成立. 几何上来讲,
从上述注 8 中关于 s1 和 r1 的设计, 可看出系统闭
环函数 Γ(x) = f(x) + uh 在划分区间的每一段上的

图像均介于直线 y = δx 和直线 y = −δx 之间, 因
此, 此时系统 (1) 的解是渐近稳定的.
特别地, 当 f(x) = Ax 为一维线性系统时, 不

妨设 A > 1. 取 a = b = A, 则有假设 1 成立, 因此,
我们有如下结论.

推论 1. 当 f(x) = Ax 时, 令

ρ =
A− 1
A + 1

(24)

则 ρ ∈ (0, 1). 对于任意的 s0 > 0, 取

si = ρ−is0, ri = ρis0, u1 = −(A + 1)s0 (25)

u−i = ρiu1, ui+1 = ρ−iu1, i = 1, 2, 3, · · · (26)

来定义控制输入 {u±i} 和点列 {si}+∞
i=0 , {ri}+∞

i=1 . 相
应地, 在上述量化器 (11), (24)∼ (26) 的作用下, 闭
环系统 x(k + 1) = Ax(k) + q(x(k)) 是稳定的.
注 10. 推论 1 与文献 [1] 中关于线性系统的结

论是吻合的, 而且推论 1 中的量化器对应于文献 [1]
中最粗的划分.

3 数值仿真

例 1. 考察系统 (1), 其中非线性函数

f(x) = 0.6x cos x + 2x (27)

易见, 上述 f(x) 满足

1.4x ≤ f(x) ≤ 2.6x, x ≥ 0

这里 a = 1.4 和 b = 2.6 满足假设 1.
因此, 依据定理 2, 可取 δ = 0.7. 相应地,

ρ =
b− δ

a + δ
=

19
21

= 0.9048 (28)

图 6 显示了当初始条件 x0 = 10 时, 在定理 2 设计
的对数量化控制输入下闭环系统 (27) 的状态响应,
验证了我们结论的有效性. 注意, 定理 2 是一个全局
性的结论, 任意的初始状态均可. 此处的量化器也是
全局的.

图 6 非线性系统 (27) 量化控制器下的闭环响应

Fig. 6 Response of the closed-loop nonlinear system (27)

with quantized controller

下面我们采用鲁棒性方法来研究一下上述系统.
此时采用如图 7 所示的对数量化器. 此对数量化器
q : R → U 满足[4]:

|2x− q(2x)| ≤ δ′|x|, x ∈ R

这里 δ′ ∈ (0, 1), 并且划分细度 ρ = 2−δ′

2+δ′ . 在此量化
器下, 取 u(k) = −q(2x(k)), 可得到

|x(k +1)| = |f(x(k))− q(2x(k))| ≤ (0.6+ δ′)|x(k)|
显然, 当 δ′ 满足 0.6 + δ′ ≤ 0.7 时, 可推出

|x(k + 1)| ≤ 0.7|x(k)|
而这一收敛速度与我们的是一样的 (即效果是一样
的). 但条件 0.6 + δ′ ≤ 0.7 意味着

δ′ ≤ 0.1 ⇒ ρ ≥ 2− δ′

2 + δ′
=

19
21

(29)
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对比分析: 参数 ρ ∈ (0, 1) 是区间的划分细度,
当 ρ 越接近于 1 时, 划分越细, 当 ρ 越接近于 0 时,
划分越粗. 通过上述两种方法的比较发现, 用本文的
方法可得到细度 ρ 满足条件 (28), 用鲁棒性分析可
得到满足条件 (29). 显然, 式 (28) 是式 (29) 最粗的
情形, 因此本文的方法, 相对于鲁棒性的方法, 并不
保守, 而且我们的是其最粗的情形.

图 7 对数量化器

Fig. 7 The logarithmic quantizer

例 2.考察系统 (1), 其中非线性函数 f(x) 为

f(x) =

{
x3 − 3x2 + 2x, x ≥ 0
x3 + 3x2 + 2x, x < 0

(30)

其图像参看图 8. 从图 8 可看出, f(x) 与直线 y = x

有两个交点A(xA, yA) 和B(xB, yB). 若利用前面的
结论, 可分段设计该函数的量化反馈控制器, 具体如
下, 原点至 A 是一段, A 至 B 是一段, B 至终点为

一段. 容易验证.

图 8 函数 y = x3 − 3x2 + 2x, x ∈ [0, 3.5]

Fig. 8 The curve of y = x3 − 3x2 + 2x, x ∈ [0, 3.5]

1) 原点至 A 一段:

x ≤ f(x) ≤ 2x, 0 ≤ x < xA (31)

因此, 依据定理 2, 按照 s0 = xA = 0.3819 向后设计
量化器 (即确定 {ri}+∞

i=1 ).

2) A 至 B 一段:

−x ≤ f(x) ≤ x, xA ≤ x < xB (32)

因此, 可以利用 f(x) 与直线 y = 0.9x 相交, 再对区
间进行分割. 同时, 对于满足

−0.9x ≤ f(x) ≤ 0.9x (33)

的一段曲线, 控制取为 0. 其他区间上, 相应调整使
之落入直线 y = 0.9x 和 y = −0.9x 之间.

3) B 至终点一段:

f(x) ≥ x, x ≥ xB (34)

可按照如下步骤分段考虑. 如图 8, 先考虑满足

x ≤ f(x) ≤ 2.5x, x ≥ xB (35)

的一段, 基于定理 2, 按照 s0 = xB = 2.6180 向前设
计量化器, 并寻找 s11, s12, · · · , s1k1 , 一旦 f(x) 穿出
直线 y = 2.5x 停止. 接下来考虑满足

f(s1k1)
s1k1

x ≤ f(x) ≤ (
f(s1k1)

s1k1

+ 1.5)x (36)

的第二段, 基于定理 2, 按照 s0 = s1k1 向前设计量

化器, 并寻找 s21, s22, · · · , s2k2 , 一旦 f(x) 穿出直线
y = ( f(s1k1 )

s1k1
+ 1.5)x 停止. 如此下去.

因此, 文中的假设 1 对于如何区间划分有指
导作用. 通过定理 2, 当选择 δ = 0.9 时, 可计
算出 s1k1 = s11 = 19

16
s0 = 3.1088, s2k2 = s21 =

2.3385+0.9
2.3385+0.6

s11 = 3.4263, s3k3 = s31 = 3.4606+0.9
3.4606+0.6

s21 =
3.6794, · · · .

图 9 显示了在上述设计的量化控制输入下, 闭
环系统 (30) 的状态响应, 说明我们闭环系统的稳定
性.

图 9 非线性系统 (30) 量化控制器下的闭环响应

Fig. 9 Response of the closed-loop nonlinear system (30)

with quantized controller
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4 结论

本文通过引入闭环系统函数, 基于函数图像的
平移和分段函数的性质, 研究了一类特殊非线性系
统的对数量化反馈控制器. 文中的结论几何解释明
显, 且结论是全局性的. 另外, 文中提出的非线性系
统所满足的扇形条件, 可实现较好地利用函数图像
平移的性质. 虽然文中所给的扇形条件要求高, 但本
文的结论也可用于指导一般非线性系统量化控制器

的设计, 具有可操作性. 最后, 数值例子验证了本文
的结论.
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