
第 46 卷 第 4 期 自 动 化 学 报 Vol. 46, No. 4

2020 年 4 月 ACTA AUTOMATICA SINICA April, 2020

计算张量指数函数的广义逆张量 εεε-算法

顾传青 1 唐鹏飞 1 陈之兵 2

摘 要 张量指数函数已经广泛应用于工程领域. 本文得到了一种有效的张量广义逆, 并以此为基础构造了广义逆张量 Padé

逼近的一种 ε-算法. 该算法可以编程实施递推的计算, 其特点是, 在计算过程中, 不必计算张量的乘积, 也不必计算张量的逆.

给出的计算张量指数函数的数值实验显示, 将本文的方法与目前通常使用的截断法进行比较, 在不降低逼近阶的条件下, ε-算

法能很好地降低计算复杂度, 尤其是在张量的维数比较大的时候.
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Generalized Inverse Tensor εεε-algorithom for Computing Tensor
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Abstract Tensor exponent functions have been widely used in engineering. In this paper, an effective tensor generalized

inverse is obtained, and based on it, an ε-algorithm of generalized inverse tensor Padé approximation is presented. The

algorithm can be programmed to implement recursive calculations, which are characterized by the fact that it is not

necessary to calculate the product of the tensors in the calculation nor to calculate the inverse of tensors. The numerical

experiment of calculating tensor exponential function shows that compared with the commonly used truncation method,

the ε-algorithm can reduce computational complexity well without reducing the approximation order, especially when the

dimension of tensor is relatively large.
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近年来, 张量方法在控制理论及其应用的各个
领域得到了广泛的应用, 如基于张量数据表示的
深度学习模型[1]、基于非负张量分析的时序链路预

测方法[2]、局部图像描述中基于结构张量的 HDO
(Histograms of dominant orientations) 算法[3]、二

维解析张量投票算法[4] 等.
张量动力系统已经广泛应用于 Volterra 系统识

别[5]、张量乘积 TP (Tensor product) 模型变换[6]、

人体动作识别[7−8] 和塑性模型[9] 等各个领域. 因此,
由于在张量常微分方程解中的关键作用, 张量指数
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函数的计算已经成为一个重要的研究领域.
考虑如下常微分方程[9]

{
Ẏ(t) = AY(t)
Y(t0) = Y0

(1)

这里 A 和 Y0 是给定张量, 一般是非对称的, 那么关
于系统 (1) 的张量指数函数 exp(·) 有如下唯一解:

Y(t) = exp[(t− t0)A]Y0 (2)

对于一般的张量 A, 它的指数函数可以表示为
它的级数形式:

exp(A) =
∞∑

n=0

1
n!
An

目前计算张量指数函数 (2) 通常使用的方法是
截断法[10], 其实质就是将张量指数函数展开成无穷
级数后, 取前 nmax 项, 得到近似解, 即:

exp(A) ≈
nmax∑
n=0

1
n!
An
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张量指数函数选取的项数 nmax 受限于所需的

精度:

1
nmax!

‖Anmax‖ ≤ εtol

显然有截断法的精度与张量指数函数选取的项

数 nmax 有关, 保留的项数越多, 精度越高, 但是需要
进行的张量乘积次数也就越多; 保留的项数越少, 计
算量越少, 但是精度也就越低. 因此, 计算张量指数
函数的截断法有待改进.
为研究上述问题, 本文首次定义了张量的一种

广义逆, 并以此为基础构造了张量广义逆 Padé逼近
GITPA (Generalized inverse tensor Padé approx-
imation) 的一种 ε-算法. GITPA 方法的优势在于:
在计算过程中, 不必用到张量的乘积, 也不要计算张
量的逆, 另外, 该方法对奇异张量也是适用的. 目前
在国内外, 关于计算张量的逆还没有找到一种比较
可行的计算方法. 作为 GITPA 方法的一个重要应
用, 本文在后面给出计算张量指数函数的数值实验,
来说明 ε-算法的有效性.
本文组织如下: 第 1 节简单介绍本文用到的张

量基础知识, 并定义张量的一种广义逆; 第 2 节, 首
先给出广义逆张量 Padé逼近的定义, 并以此为基础
给出张量 ε-算法; 第 3 节将 ε-算法用来计算张量指
数函数值, 并与通常使用的的级数截断法相比较; 最
后给出简单的小结.

1 一种张量广义逆

1.1 张量基础知识

本节介绍本文将要用到的张量基础知识. 张量
是一种多维数组, 其中向量是一阶张量, 矩阵是二阶
张量, 特别地, 一个 p 阶张量拥有 p 个下标, 是 p 个

拥有独立坐标系的向量空间的外积 (张量积). 一个 p

阶 n1 × n2 × · · · × np 维张量可以表示为:

A = (ai1i2···ip
) ∈ Cn1×n2×···×np

文献 [11] 提出了张量的切片方法. 对一个三阶
张量, 可以固定其中任意一个下标, 从而得到该张量
的一种表示形式. 设 A = (ai1i2i3) ∈ C2×2×3, 固定
其第三个下标, 则张量可以表示为

A =
[
A1 A2 A3

]
=

[
a111 a121 a112 a122 a113 a123

a211 a221 a212 a222 a213 a223

]

下面定义两个三阶张量的 t-积, 可以通过递归
自然地推广到高阶张量的 t-积.

定义 1[12]. (块循环矩阵) 令 A ∈ Rl×p×n, 则 A
的块循环矩阵被定义为

bcirc(A) =




A1 An An−1 · · · A2

A2 A1 An · · · A3

...
...

...
. . .

...
An An−1 · · · A2 A1




ln×pn

定义一个展开算子: unfold(·)[12], 用以下方式
将一个 p×m× n 的张量展开成一个 pn×m 的矩

阵:

unfold(B) =
[
BT

1 BT
2 · · · BT

n

]T

这里 fold(·)[12] 是它的逆算子, 它会将一个
pn×m 的矩阵转化成 p×m× n 的张量. 因此,

fold(unfold(B)) = B
定义 2[12−13]. (张量 t-积)令A是一个 l×p×n

的张量, B 是一个 p × m × n 的张量, 则张量 t-积
A ∗ B 将得到一个 l ×m× n 的张量, 定义如下:

A ∗ B = fold(bcirc(A) · unfold(B))

例 1. 设A,B ∈ R2×2×3, 现固定其第三个下标,
分别产生

A =

[
1 2 5 6 9 10
3 4 7 8 11 12

]

B =

[
1 2 4 3 1 0
3 4 2 1 0 1

]

则由定义 2 得到

A ∗B =

fold






A1 A3 A2

A2 A1 A3

A3 A2 A1


 ·



B1

B2

B3





 =

fold



A1B1 +A3B2 +A2B3

A2B1 +A1B2 +A3B3

A3B1 +A2B2 +A1B3


 =

[
68 53 40 49 72 81
90 75 62 71 94 103

]

下面定义张量的范数. 令 A ∈ Cn1×n2×···×np ,
张量的范数就等于它所有元素平方和的平方根[11],
即

‖A‖ =

√√√√
n1∑

i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
np∑

ip=1

a2
i1i2···ip

(3)
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这和矩阵的 Frobenius-模是类似的. 两个大小
相同的张量 A, B ∈ Cn1×n2×···×np 的内积等于它们

对应元素的乘积的和[11], 即

(A,B) =
n1∑

i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
np∑

ip=1

ai1i2···ip
bi1i2···ip

(4)

于是显然成立 (A,A∗) = ‖A‖2, 其中记号 “∗”
表示取复共轭.

1.2 张量广义逆

参考复数、向量和矩阵的倒数, 容易得到以下结
论:

1) 若 b 是一个复数, b ∈ C, 则 bb∗ = |b|2,
1/b = b−1 = b∗/|b|2;

2) 若 vvv 是一个向量, vvv ∈ Cn, 则 vvv · vvv∗ = |vvv|2,
1/vvv = vvv−1 = vvv∗/|vvv|2 (见 Graves-Morris[14]);

3) 若 A = aij, B = bij ∈ Cs×t, 则 A · B =∑s

i=1

∑t

j=1(aijbij) ∈ C, 1/A = A−1
r = A∗‖A‖2 (见

顾传青[15−17]). 因此, 下面张量的广义逆可以看作是
向量和矩阵的推广:
定义 3. 令 A,B ∈ Cn1×n2×···×np , 其内积为

(A,B) =
n1∑

i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
np∑

ip=1

ai1i2···ipbi1i2···ip

A · A∗ =‖ A ‖2, 则张量 A 的广义逆被定义为

A−1
r =

1
A =

A∗
‖ A ‖2

, A 6= 0, A ∈ Cn1×n2×···×np

(5)

其中张量的范数由式 (3) 给出.

引理 1. 令 A,B ∈ Cn1×n2×···×np ,A,B 6= 0 且
b ∈ R, b 6= 0, 则下列关系成立:

1) b
A = 1

B ⇐⇒ A = bB;
2) (A−1

r )−1
r = A, (bA)−1

r = 1
b
A−1

r .
证明. 根据定义 3, 结论 2) 是显然的. 现在

证明结论 1). 因为 A,B 6= 0, 从 A = bB, 容易
推得 b

A = 1
B . 利用定义 3, 得到引理 1 的左端,

bA∗
‖A‖2 = B∗

‖B‖2 , 即

A∗ =
‖ A ‖2

b ‖ B ‖2
B∗, A =

‖ A ‖2

b ‖ B ‖2
B

因此

‖ A ‖2= A · A∗ =
‖ A ‖4‖ B ‖2

b2 ‖ B ‖4

即 b2 = ‖A‖2
‖B‖2 , 所以 A = bB. ¤

2 张量广义逆 εεε-算法

2.1 广义逆张量 Padé 逼近的定义

设 f(t) 是给定的张量多项式, 其系数为张量,
即

f(t) = C0 + C1t + C2t
2 + · · ·+ Cntn + · · · (6)

Ci = (c(i1i2···ip)
i ) ∈ Cn1×n2×···×np , t ∈ C

定义 4. 令 Cn1×n2×···×np [t]是一个 p阶张量的

多项式集合, 维数分别为 n1×n2× · · ·×np. 一个张
量多项式 A(t) = (ai1i2···ip

(t)) ∈ Cn1×n2×···×np [t]是
m阶的, 表示为 ∂A(t) = m, 若 ∂(ai1i2···ip

(t)) ≤ m

对于所有 ii = 1, 2, · · · , ni, 1 ≤ i ≤ p 都成立, 且
∂(a(i1i2···ip)(t)) = m对于某些 ii = 1, 2, · · · , ni, 1 ≤
i ≤ p成立.

定义 5. 定义 [ n
2k

] 型广义逆张量 Padé 逼近
(GITPA) 是一个张量有理函数

R(t) =
P(t)
q(t)

(7)

其中, P(t) 是一个张量多项式, q(t) 是一个数量多
项式, 满足以下条件:

1) ∂P(t) ≤ n, ∂q(t) = 2k;
2) q(t) |‖ P(t) ‖2;
3) q(t)f(t)− P(t) = O(tn+1);

其中, P(t) = (p(i1i2···ip)(t)) ∈ Cn1×n2×···×np , 其范
数 ‖P(t)‖2 由式 (3) 给出, 而整除性条件 2) 表明分
母数量多项式 q(t) 能够整除分子张量多项式 P(t)
范数的平方.

2.2 张量 εεε-算法

给定张量多项式 (6), 根据张量广义逆 (5), 定义
张量 ε-算法如下:

ε
(j)
−1 = 0 , j = 0, 1, 2, · · · (8)

ε
(j)
0 =

j∑
i=0

Ciz
i , j = 0, 1, 2, · · · (9)

ε
(j)
k+1 = ε

(j+1)
k−1 + (ε(j+1)

k − ε
(j)
k )−1 , j, k ≥ 0 (10)

类似于矩阵情况, 根据式 (8)∼ (10), 上述张量
ε-算法组成了一个称为 ε-表的二维数组:
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ε
(0)
−1

ε
(0)
0

ε
(1)
−1 ε

(0)
1

ε
(1)
0 ε

(0)
2

ε
(2)
−1 ε

(1)
1

. . .
...

...
...

...

其中, 根据 ε-算法产生的元素 ε
(j)
k+1, 它的上标 j 表示

斜行数, 下标 k + 1 表示列数. 每个元素的产生与一
个菱形有关, 例如, 由 ε

(1)
0 , ε

(0)
1 , ε

(1)
1 , ε

(0)
2 所组成的菱

形, 现在要计算 ε
(0)
2 , 由式 (10), 将 ε

(1)
1 减去 ε

(0)
1 , 再

取广义逆 (3), 然后将结果加上 ε
(1)
0 , 从而得到 ε

(0)
2 .

定理 1. (恒等定理)利用张量广义逆 (5), 根据
ε-算法 (8)∼ (10) 构造 ε

(j)
2k , 如果在计算过程中没有

出现分母为零的情形, 则广义逆 Padé 逼近 [ j+2k
2k

]f
存在, 且成立恒等式:

ε
(j)
2k =

[
j + 2k

2k

]

f

, j, k ≥ 0 (11)

证明. 该证明与矩阵情况类似, 可以参考文献
[15]. ¤
设张量指数函数为

exp(At) = I +At +
1
2!
A2t2 +

1
3!
A3t3 + · · · (12)

给出计算张量指数函数 (12) 的张量 ε-算法如
下:
算法 1. (计算张量指数函数的 ε-算法):
输入: 张量A、自变量 t和需要逼近的阶数 jmax

和 kmax (偶数) 的值.
1) 计算 ε-表的第一列,
ε
(j)
−1 = 0, j = 0, 1, 2, · · · , jmax + 1.

2) 计算 ε-表的第二列,
ε
(j)
0 =

∑j

i=0
1
i!
Aiti, j = 0, 1, 2, · · · , jmax.

3) 逐列计算 ε-表的第三列至第 kmax + 2 列,
ε
(j)
k+1 = ε

(j+1)
k−1 + (ε(j+1)

k − ε
(j)
k )−1 , j, k ≥ 0.

输出: 计算结果 ε
(j)
2k = [ j+2k

2k
]e, 即为所求张量指

数的 [ j+2k
2k

]型广义逆 Padé逼近, 其中在第 2) 步计
算 Ai 时用到定义 1 给出的张量 t-积.

2.3 张量 εεε-算法的常用格式

给定张量指数函数 (12), 下面给出张量 ε-算法
的几个常用格式:
格式 I: ε−1

2 = [ 1
2
]e = ε

(0)
0 + (ε(0)

1 − ε
(−1)
1 )−1, 其

中

ε
(0)
0 = I, ε

(1)
0 = I +At

ε
(0)
1 = (ε(1)

0 − ε
(0)
0 )−1 =

1
At

ε
(−1)
0 = 0, ε

(−1)
1 = (ε(0)

0 − ε
(−1)
0 )−1 =

1
I

格式 II: ε0
2 = [ 2

2
]e = ε

(1)
0 + (ε(1)

1 − ε
(0)
1 )−1, 其中

ε
(1)
1 = (ε(2)

0 − ε
(1)
0 )−1 =

2
A2t2

ε
(2)
0 = I +At +

A2t2

2

格式 III: ε1
2 = [ 3

2
]e = ε

(2)
0 + (ε(2)

1 − ε
(1)
1 )−1, 其

中

ε
(2)
1 = (ε(3)

0 − ε
(2)
0 )−1 =

6
A3t3

ε
(3)
0 = I +At +

A2t2

2
+
A3t3

6

格式 IV: ε−1
4 = [ 3

4
]e = ε

(0)
2 + (ε(0)

3 − ε
(−1)
3 )−1,

其中

ε
(0)
3 = ε

(1)
1 + (ε(1)

2 − ε
(0)
2 )−1

ε
(−1)
3 = ε

(0)
1 + (ε(0)

2 − ε
(−1)
2 )−1

格式 V: ε0
4 = [ 4

4
]e = ε

(1)
2 + (ε(1)

3 − ε
(0)
3 )−1, 其中

ε
(1)
3 = ε

(2)
1 + (ε(2)

2 − ε
(1)
2 )−1

格式VI: ε1
4 = [ 5

4
]e = ε

(2)
2 +(ε(2)

3 − ε
(1)
3 )−1, 其中

ε
(2)
3 = ε

(3)
1 + (ε(3)

2 − ε
(2)
2 )−1

例 2. 设张量 A ∈ R2×2×2, 其张量指数函数为

exp(At) =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
+

[
0 1 0 2
0 −2 0 −1

]
t+




0 −2 0 −5
2

0
5
2

0 2


 t2+
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0
13
6

0
7
3

0 −7
3

0 −13
6


 t3+




0 −5
3

0 −41
24

0
41
24

0
5
3


 t4 + · · · =

I +At +
1
2!
A2t2 +

1
3!
A3t3+

1
4!
A4t4 + · · · (13)

计算 [ 2
2
]型 GITPA.

由常用格式 II 得

ε
(0)
2 =

[
2
2

]

e

= ε
(0)
0 + (ε(0)

1 − ε
(−1)
1 )−1 =

I +At +
1

2
A2t2

− 1
At

=
[

a1 a2 0 a3

0 a1 − a3 0 −a2

]

a1

=
P2(t)
q2(t)

其中

a1 = 41 + 140t + 125t2

a2 = 40t2 + 41t

a3 = 155t2 + 82t

由定义 5, ε
(0)
2 = P2(t)

q2(t)
是式 (13) 的 [ 2

2
] 型

GITPA, 满足以下条件:
1) ∂P2(t) = 2, ∂q2(t) = 2;
2) q2(t) |‖ P2(t) ‖2;这里

‖P2(t)‖2 =2(a2
1 + a2

2 + a2
3)− 2a1a3 =

2(a2
1 + 205t2a1 − a1a3) =

2a1(a1 + 205t2 − a3)

3) q2(t)exp(At)− P2(t) = O(t3).

3 数值实验

本节计算张量 ε-算法的近似值和精确值的误差,
并将本文的方法与计算张量指数函数的截断法进行

比较. 首先给出目前通常使用的无穷序列截断法:
算法 2. (无穷序列截断法[10])
输入: 张量 A、自变量 t和误差限 εtol 的值.
1) 初始化 n = 0 和 exp(At) := I.
2) n := n + 1.
3) 计算 tn

n!
和 An.

4) 将该项计算结果加到

exp(At) := exp(At) +
tn

n!
An

5) 判断是否停止, 若

‖An‖tn

n!
< εtol

则停止, 否则回到第 2) 步.
输出: exp(At).
例 3. 设张量 A ∈ R2×2×2, A 中的元素为

a121 =
1
2
, a221 = −2

3
, a122 = −1

2
, a222 =

2
3

其余均为 0, 它的指数函数展开式为

exp(At) =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
+




0
1
2

0
2
3

0 −2
3

0 −1
2


 t+




0 −1
3

0 −15
72

0
15
72

0
1
3


 t2+




0
19
144

0
43
324

0 − 43
324

0 − 19
144


 t3+




0 − 25
648

0 − 128
3315

0
128
3315

0
25
648


 t4 + · · · =

I +At +
1
2!
A2t2 +

1
3!
A3t3+

1
4!
A4t4 + · · ·

(14)
用 ε-算法和截断法计算该指数函数.

3.1 [ 4
4
][ 4

4
][ 4

4
]型GITPA的数值实验

由常用格式 V 计算 [ 4
4
]型 GITPA, 数值实验结

果见表 1.
表 1 中由常用格式 V 计算的近似值记作 A 值,

根据截断法即算法 2 取指数函数展开式 (14) 前
15 项计算得到的结果为精确值, 记作 E 值. 表 1
中分别列出张量下标为 (1, 2, 1), (2, 2, 1), (1, 2,
2), (2, 2, 2) 在点 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1 相应的近似
值与精确值. 表 1 中最后一列表示近似值与精确值
残差的范数的平方, 记作 RES, 其计算公式如下:
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RES(t) = ‖exp(At)−
[
4
4

]

eAt

(t)‖2

其中, 模范数 ‖ · ‖ 由式 (3) 定义.
表 1 显示, 张量 ε-算法得到的近似值能够达到

较高的计算精度. 可以发现, 自变量的值越接近 0,
张量 ε-算法的逼近效果越好, 计算结果基本符合理
论预期.

3.2 两个算法数值实验的比较

首先, 在张量指数函数 (14) 中令 t = 2, 取前 15
项计算得到的精确值为[

1 0.3098 0 0.5932
0 0.4068 0 −0.3098

]

根据算法 1 分别计算 [ 2
2
], [ 4

4
], [ 6

6
]型 GITPA, 并

与截断算法 2 进行比较, 得到的数值实验结果见表
2.

表 2 显示, [ 6
6
]型 GITPA 计算的数值结果与截

断法取前 13 项相加的数值结果的精确度相近, 由此
说明本文给出的张量 ε-算法是有效的.

3.3 两个算法计算复杂度的比较

下面从计算复杂度的角度来对两种算法进行比

较. 由于需要自乘, 前两维的维数必须相等. 对于一
个 l × l × n 的三阶张量 A, 1 次张量 t-积的计算复
杂度为O(l3n2); 而 1 次张量的广义逆等价于 2 次张
量的数乘计算, 其计算复杂度为 O(l2n). 因此, 随着
张量维数的增大, 计算张量 t-积显然要比计算张量
的广义逆付出更大的成本.

表 1 [ 4
4
]型 GITPA-算法数值实验

Table 1 The numerical experiment of [ 4
4
] type GITPA-algorithm

x (1, 2, 1) (2, 2, 1) (1, 2, 2) (2, 2, 2) RES

0.2
E 值 0.08766299 0.87955329 0.12044671 −0.08766299

5.69× 10−13

A 值 0.08766327 0.87955283 0.12044717 −0.08766327

0.4
E 值 0.15420167 0.78130960 0.21869040 −0.15420167

3.74× 10−10

A 值 0.15420895 0.78129804 0.21870196 −0.15420895

0.6
E 值 0.20408121 0.70078192 0.29921808 −0.20408121

1.40× 10−8

A 值 0.20412606 0.70071136 0.29928864 −0.20412606

0.8
E 值 0.24081224 0.63444735 0.36555265 −0.24081224

1.63× 10−7

A 值 0.24096630 0.63420702 0.36579298 −0.24096630

1
E 值 0.26715410 0.57953894 0.42046106 −0.26715410

1.01× 10−6

A 值 0.26753925 0.57894247 0.42105753 −0.26753925

表 2 算法 1 和算法 2 的数值实验比较

Table 2 The numerical experiment comparison of Algorithm 1 and Algorithm 2

[ j+2k

2k
]

张量 ε-算法
nmax

∑nmax
n=0

1
n!
Antn

a121 a221 a122 a222 a121 a221 a122 a222

[ 2
2
] 0.4235 0.3513 0.6487 −0.4235 1 1.0000 −0.3333 1.3333 −1.0000

[ 4
4
] 0.3049 0.4141 0.5859 −0.3049 2 −0.3333 1.0556 −0.0556 0.3333

[ 6
6
] 0.3098 0.4068 0.5932 −0.3098 3 0.7222 −0.0062 1.0062 −0.7222

− − − − 4 0.1049 0.6116 0.3884 −0.1049

− − − − 5 0.3931 0.3234 0.6766 −0.3931

− − − − 6 0.2810 0.4355 0.5645 −0.2810

− − − − 7 0.3184 0.3981 0.6019 −0.3184

− − − − 8 0.3075 0.4090 0.5910 −0.3075

− − − − 9 0.3103 0.4062 0.5938 −0.3103

− − − − 10 0.3097 0.4069 0.5931 −0.3097

− − − − 11 0.3098 0.4067 0.5933 −0.3098

− − − − 12 0.3098 0.4068 0.5932 −0.3098
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根据张量 ε-算法计算 [ 6
6
] 型 GITPA 所使用的

是张量指数函数 (14) 的前 7 项, 需要进行 5 次张量
t-积和 21 次广义逆计算, 而达到相同精度, 截断法
需要取前 13 项, 需要进行 11 次张量 t-积和 12 次数
乘运算. 两种算法的计算复杂度比较见表 3. 从表 3
可以看出: 在计算过程中, 张量 ε-算法计算复杂度为
5l3n2 +42l2n, 截断法计算复杂度为 11l3n2 +12l2n.

表 3 算法 1 和算法 2 的计算复杂度分析

Table 3 The analysis of computational complexity of

Algorithm 1 and Algorithm 2

计算一次 ε-算法: [ 6
6
]型 截断法: 取 13 项

复杂度 计算 计算

t-积运算 l3n2 5 11

数乘运算 l2n 21 12

范数运算 l2n 21 0

总和 5l3n2 + 42l2n 11l3n2 + 12l2n

例 4. 为了比较两种算法所需的时间, 在 Mat-
lab 中选取 ′seed ′ = 1 : 100 , 随机生成张量 A 如
下: 3× 3× 3, 10× 10× 10, 20× 20× 20, 30× 30×
30, 40× 40× 40各 100 个张量, 分别使用算法 1 和
算法 2 计算其张量指数函数 (12), 其中, 本文给出的
算法 1 计算的是 [ 6

6
]型 GITPA, 算法 2 计算的是指

数函数展开的前 13 项之和. 两个算法计算所需时间
见表 4, 表中数据均是由内存 8GB, 主频 2.50GHz,
操作系统Windows 10, 处理器 Inter(R) Core(TM)
i5-7300HQ 的笔记本电脑的 Matlab (R2015b) 得
到.

表 4 不同维数下两种算法的运行时间表 (s)

Table 4 The consuming time of two algorithms in

different dimensions (s)

张量维数 张量 ε-算法运行时间 截断法运行时间

3 × 3× 3 1.755262 1.103832

10× 10× 10 2.272663 2.164860

20× 20× 20 3.831094 4.805505

30× 30× 30 6.419004 10.545785

40× 40× 40 15.814063 30.012744

图 1显示, 算法 1 计算 [ 6
6
]型 GITPA与算法 2

即截断法计算前 13 项之和相比, 在维数较低的情况
下 (维数低于 10× 10× 10), GITPA的运行时间略
高于截断法; 当维数较高时, 本文的算法 1 逐渐显示
出优越性, 可以很好地降低计算时间.

4 结论

目前, 国内外还没有看到计算张量的逆和广义
逆的有效算法, 本文提出的一种张量广义逆即定

义 3 是一个实用的计算方法, 它是同一类型的向
量广义逆 (Graves-Morris[14]) 和矩阵广义逆 (顾传
青[15−16, 18]) 在张量上的推广. 在该张量广义逆的
基础上, 本文得到了计算张量指数函数 (12) 的张量
ε-算法. 从计算张量指数函数 (14) 的数值实验来看,
与目前通用的无穷序列截断法相比较, 在计算精度
和计算复杂度上具有一定的优势, 在张量维数比较
大时, 这个优势会更加明显. 下面的研究工作从两个
方面进行, 一是用本文提出的广义逆张量 Padé逼近
(GITPA) 方法来考虑控制论中的模型简化问题, 二
是对张量 ε-算法的稳定性进行探讨.

图 1 不同维数下两种算法运行时间直方图 (s)

Fig. 1 The time-consuming comparison histogram of two

algorithms in different dimensions (s)
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