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基于初次控制信号提取的迭代学习控制方法

徐建明 1 王耀东 1 孙明轩 1

摘 要 在同一迭代学习控制 (Iterative learning control, ILC) 系统中, 选取一个合适的初次迭代控制信号相对于从零开始

学习达到目标跟踪精度的迭代次数更少. 本文针对线性系统研究从历次轨迹跟踪控制信息中通过期望轨迹匹配提取初次迭代

控制信号的方法. 首先提出了一种轨迹基元优化匹配算法, 在满足一定相似度的情况下, 通过轨迹分割、平移与旋转变换, 在

轨迹基元库中寻找与当前期望轨迹叠合的轨迹基元组合轨迹; 进而, 依据线性叠加原理和轨迹叠合的平移矢量与旋转变换矩

阵, 获取与期望轨迹叠合的轨迹基元控制信号; 在此基础上, 通过轨迹基元控制信号串联组合和时间尺度变换, 提取出当前期

望轨迹的初次迭代控制信号. 对于初次迭代控制信号在拼接处由边界条件差异引起的干扰, 给出了一种 H∞ 反馈辅助 ILC方

法. 最后, 在 XY Z 三轴运动平台实现所提算法, 实验结果表明本文所提方法的有效性.
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Iterative Learning Control Based on Extracting Initial Iterative Control Signals

XU Jian-Ming1 WANG Yao-Dong1 SUN Ming-Xuan1

Abstract In the same iterative learning control (ILC) system, compared with an iterative process that starts from blind,

selecting a proper initial control signal has fewer iterations to achieve the target tracking accuracy. This paper studies the

method of extracting the initial iterative control signal from all previous trajectory tracking control information through

matching the desired trajectory for linear systems. First, a trajectory primitive optimal matching algorithm is proposed. In

the case of a given similarity index, some trajectory primitive combinations superposed on the current desired trajectory are

found from the trajectory library through the trajectory segmentation, translation and rotation transformation. Further,

according to the linear superposition principle, translation vectors and rotation matrices on superposing trajectory, the

control signals of the trajectory primitives superimposed on the desired trajectory are acquired. By assembling the

trajectory primitive control signals in series and transforming their time scales, an initial iteration control signal of the

current desired trajectory is extracted. For the interference caused by the difference of the boundary condition of the

initial iteration control signals at the splicing, an H∞ feedback assistant ILC method is presented. Finally, the proposed

algorithm is implemented on the XY Z triaxial motion platform, the experiment results show that the proposed method

is effective.
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algorithm, trajectory primitives
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在迭代学习控制 (Iterative learning control,
ILC) 系统[1] 中, 初次迭代控制信号常设为零或某
一常量, 而且一旦期望轨迹 (或者作业任务)发生变
化, 通常需要重新经历一段学习过程; 这导致在一些
高精度加工作业中应用 ILC需要经历较多次数的学
习训练过程, 而且初次或前若干次 ILC可能达不到
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期望加工精度要求. 实际上, 数控机床加工和工业机
器人作业工程中, 存在一些重复作业任务, 但更多的
是一些类同或相似的作业任务 (例如数控铣床加工
相同类型或相似形状的零件), 如果能从相似历史作
业过程的控制数据中, 提炼 (或挖掘)出新作业任务
的初次迭代控制信号, 将有利于减少新作业任务的
学习训练次数, 甚至初次 ILC就能达到期望的高精
度加工要求.

目前, 针对初次迭代控制信号选取问题人们开
展了一系列研究工作, Arif等[2] 研究了通常被忽略

的初始控制信号 u0 对初始迭代误差的影响, 基于以
往作业经验信息和局部加权回归方法, 提出了一种
估计当前作业初次迭代控制输入信号的 ILC 方法,
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能有效降低初次迭代跟踪误差. Meng 等[3] 通过研

究离散时间系统在随迭代而变化的随机扰动下的迭

代学习控制问题, 表明跟踪误差的期望和方差的收
敛在很大程度上取决于初始输入的选择. 通过建立
统计特征数值表达式, 讨论了初始输入对误差收敛
的影响, 给出了 ILC过程的渐近稳定性和单调收敛
性的时域条件. Freeman等[4] 提出了一种基于经验

和模型, 从以往具有相同长度参考轨迹的作业控制
信息中, 提取初始迭代控制信号的优化方法, 并应用
于龙门架机器人的轨迹跟踪控制. Janssens等[5] 针

对线性时不变系统提出了一种基于以往相似参考轨

迹和干扰模型的初次迭代控制量估计方法, 并应用
于永磁同步直线电机的轨迹跟踪控制, 实验结果表
明已学习过的轨迹与期望轨迹的相似程度决定初次

迭代控制量的估计精度. Alajmi等[6] 给出了一种的

初次控制信号上界的奇异值性质, 构造的初次控制
信号在满足上界条件下包含系统尽量多频率分量.
Xu 等[7−10] 提出了一种直接学习控制方法, 通过寻
找在幅值、时间尺度上与期望轨迹存在比例关系的

轨迹, 将其控制信号进行幅值、时间尺度变换直接
获得期望轨迹的控制信号. Hoelzle 等[11] 提出了一

种基于基本任务的 ILC方法, 将新作业任务表示为
一系列基本任务的串联组合, 通过对基本任务进行
迭代学习训练获取相应的控制信号, 再由基本任务
的控制信号组合成新作业任务的初次迭代控制信号.
Hoelzle等[11] 指出由一系列经训练的基本任务串联

组合而成的跟踪轨迹在基本任务交接处存在的跳变

控制信号将导致跟踪性能下降, 采用多项式线性插
值的无扰切换方式能减少跟踪性能损失, 实验结果
表明经过无扰切换的基于任务 ILC初次迭代跟踪一
条未经训练轨迹超过采用传统 ILC迭代 11次的跟
踪精度.
这类研究从挖掘适合当前作业的初次控制信号

出发, 试图提高初次迭代控制精度和减少达到目标
跟踪精度要求的迭代学习次数, 尤其基于基本任务
的 ILC 方法为解决作业任务变化情况下的 ILC 问
题提供了一种新的思路, 但针对一个新任务如何确
定由哪些基本任务组合而成, 作业任务相似性数学
描述、分析和度量等问题没有涉及. 另外, 提取出
的经过多个轨迹基元控制信号串联组合而成的当前

任务初次迭代控制信号, 在拼接处由于边界条件的
差异, 使得其与期望控制信号偏差较大. 为此, 本文
采用非均匀有理 B样条曲线 (Non-uniform rational
B-spline, NURBS)描述期望轨迹 (或作业任务)和
期望轨迹基元 (或基本任务), 通过采用 NURBS轨
迹分割算法[12]、Kabsch算法[13] 给出轨迹空间形状

相似性定义和轨迹基元优化匹配算法; 在给定的相
似度下, 通过该算法寻找经过平移向量和旋转矩阵

变换后与期望轨迹分段叠合的相似轨迹基元, 并依
次合成相似轨迹基元序列; 在此基础上, 依据当前
期望轨迹与相似轨迹基元序列之间的平移向量、旋

转矩阵及其时间尺度关系, 给出初次迭代控制信号
变换方法, 由相似轨迹基元控制信号经变换得到期
望轨迹分段控制信号, 并依次组合获取期望轨迹的
初次迭代控制信号. 针对分段控制信号的边界条件
差异, 将初次控制信号与期望控制信号的偏差表示
为系统干扰项, 给出一种 H∞ 反馈辅助的迭代学习
控制方法. 最后, 针对 XY Z 三轴平台, 通过与传统
ILC 方法进行仿真和实验比较, 验证对所提出的方
法的有效性.

1 问题描述

在迭代学习控制中, 设迭代学习律为:

uk(t) = uk−1(t) + Lek(t), k = 0, 1, 2 · · · (1)

其中, t ∈ [0, T ], T 是时域运行周期, uk(t) 是控制
量, ek(t)是输出误差量, L是学习增益, k 是迭代次

数.
通过输出误差量 ek(t)在迭代轴上修正 uk−1(t),

uk(t)沿迭代轴的累加为

uk(t) = u0(t) + L

k∑
i=1

ei(t) (2)

其中, u0(t) 为迭代学习初次控制信号, 如果学
习律 (1) 满足收敛性条件, 则当 k 趋于无穷时,
limk→∞ uk(t) = ud(t), ud(t) 为迭代学习控制的期
望控制信号, 输出误差量 ek(t) 趋近于零. 进而由
式 (2) 可知, 如果能得到一个近似于期望控制信号
ud(t) 的初次迭代控制信号 u0(t), 将显著减少学习
过程的输出误差.

在 ILC中通常假设每个期望输出存在对应的理
想控制输入, 通过迭代学习获得的控制信号能逼近
于理想控制信号. 因此, 在本文中我们假设: 对于同
一线性系统两段相似的期望迹段其对应的期望控制

信号也是相近的. 本文试图通过 ILC建立一个基于
NURBS模型的期望轨迹 (或作业任务)及其相应控
制信号数据库, 从轨迹数据库中搜寻与当前期望轨
迹相似的轨迹基元组合轨迹序列, 进而利用数据库
中轨迹基元控制信号, 通过控制信号变换直接获得
当前期望轨迹的初次迭代控制信号, 结合 H∞ 反馈
辅助实施 ILC. 基于轨迹基元匹配的 ILC系统原理
示意图如图 1所示. 给定一条期望轨迹, 其在基坐标
系 (或 B 坐标系)下描述为
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图 1 轨迹基元匹配的 ILC系统原理示意图

Fig. 1 ILC system schematic diagram of trajectory

primitive matching

Bld(t) =




xd(t)
yd(t)
zd(t)


 (3)

其中, xd(t)、yd(t)和 zd(t)分别为笛卡尔空间X、Y

和 Z 轴的期望轨迹; 为简便起见, 下文中基坐标中
的轨迹省略左上角 B.
期望轨迹式 (3)的期望控制信号与初次迭代控

制信号表示如下:

ud(t) =




udx
(t)

udy
(t)

udz
(t)


 , u0(t) =




u0x
(t)

u0y
(t)

u0z
(t)


 (4)

其中, udx
(t)、udy

(t)、udz
(t)和 u0x

(t)、u0y
(t)、u0z

(t)
分别为 xd(t)、yd(t)、zd(t)的期望控制信号和初次迭
代控制信号.

2 轨迹基元优化匹配组合方法

对于一条运行时间为 T 的轨迹, 记为 l(t), 为了
建立统一的轨迹优化匹配算法, 将轨迹运行时间 T

归一化 v = t/T, v ∈ [0, 1], v是归一化后的NURBS
轨迹的节点矢量参数, 则轨迹可记为: l(v)|v∈[0,1].

2.1 基于Kabsch算法的匹配相似性描述方法

Kabsch 算法是用来计算当两系列点的均方
根偏差 (RMSD) 最小时的最优平移向量和旋转矩
阵[14]. 针对两条 NURBS轨迹, 我们设定一个统一
的取点方式, 即按在节点矢量上均匀参数取点的方
式, 按这种方式取点使得在 NURBS 曲率高的附近
取的点密集, 在其曲率低的附近取的点稀疏, 这样取
出的 ld 和 lp 两个序列概括了两条轨迹的基本特征,
即 ld 和 lp 两系列点能分别代表两条轨迹, 并且 ld 和

lp 序列含有相同个数的点. 因此 RMSD可以作为度
量轨迹的相似度指标, 两条轨迹的相似性以及叠合
的定义如下.
定义 1. lp(v)|v∈[0,1] 通过旋转和平移变换 (仿射

变换) 为 lAp (v)|v∈[0,1] 后, ld(v)|v∈[0,1] 与 lAp (v)|v∈[0,1]

之间的均方根偏差小于 ε, 则称在相似度 ε 下轨

迹 lp(v)|v∈[0,1] 和 ld(v)|v∈[0,1] 相似, 记 ld(v)|v∈[0,1]
ε∼

lp(v)|v∈[0,1], 并且轨迹 lAp (v)|v∈[0,1] 和 ld(v)|v∈[0,1] 叠

合, 记 ld(v)|v∈[0,1]

ε≈ lAp (v)|v∈[0,1].

2.2 优化匹配组合方法

设轨迹库中含有N 条 NURBS轨迹 li(v)|v∈[0,1]

(1 ≤ i ≤ N), NURBS轨迹的分割参数 vi
s和 vi

e (0 ≤
vi

s ≤ vi
e ≤ 1)用来分割轨迹库中的第 i条轨迹, 轨迹

li(v)|v∈[vi
s,vi

e] 作为临时轨迹匹配基元, li(v)|v=vi
s
和

li(v)|v=vi
e
分别是轨迹 li(v)|v∈[vi

s,vi
e] 的起止点. 我们

将一条期望NURBS轨迹表示为 ld(v)|v∈[0,1], 其第 j

段待匹配轨迹为 ld
j(v)|v∈[0,v̄], 其中 v̄ (0 < v̄ < 1)为

分割参数.
优化匹配的原则是满足一定的相似度 ε的情况

下, 期望轨迹的分割段数最少. 优化匹配过程中, 通
过二分查找法来匹配期望轨迹, 期望轨迹匹配片段
每一次长度的改变都会重新和轨迹库所有整条轨迹

的长度和相似度进行判断, 试图寻找与该期望匹配
片段相似的最长轨迹段, 期望轨迹与轨迹库中轨迹
之间优化匹配算法流程如图 2所示, 其中, b为期望

轨迹可变搜索步长, ε为设定的相似度, N 为轨迹库

中轨迹数量, η 为设定两条轨迹的长度偏差阈值, σ

为期望轨迹最小搜索步长, d 表示轨迹库中轨迹的

固定搜索步长, m为匹配完成期望轨迹的分割段数,
v̄ 为期望轨迹的分割参数. Td 为期望轨迹运行时间,
Tdj
为第 j 段期望轨迹 ldj

(v)|v∈[0,1] 的运行时间, Tj

为匹配的轨迹基元 lpj
(v)|v∈[0,1] 运行时间. 将轨迹库

中所有轨迹遍历匹配一次, 取出对应 ldj
(v)|v∈[0,1] 最

长的匹配轨迹基元 lpj
(v)|v∈[0,1].

经过轨迹优化匹配后, 期望轨迹分割成 m

段: ld1(v)|v∈[0,1], · · · , ldm
(v)|v∈[0,1], 同时从轨迹库

轨迹中匹配到 m 段轨迹基元: lp1(v)|v∈[0,1], · · · ,

lpm
(v)|v∈[0,1], 如式 (5)所示, Pj lpj

(v)|v∈[0,1] (j = 1,
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图 2 优化匹配算法流程图

Fig. 2 Structure flow chart of the optimal matching algorithm

· · · , m)为匹配基元 lpj
(v)|v∈[0,1] 在对应期望轨迹片

段的质心坐标系 {Pj}下的表示, 与其对应的期望轨
迹基元段叠合如式 (6)所示.

Pj lpj
(v)|v∈[0,1] = lpj

(v)|v∈[0,1] + PjPBORG (5)

lApj
(v) =Rj

Pj lpj
(v)

∣∣
v∈[0,1] + PjPDjORG+

PPjORG

ε≈ ldj
(v)

∣∣
v∈[0,1] (6)

其中, PjPBORG 是匹配基元质心坐标 {Pj} 到 {B}
坐标系原点的平移向量, PjPDjORG 由 Kabsch算法
得到, 表示匹配基元的质心坐标 {Pj}到对应期望轨
迹片段的质心坐标 {Dj}的平移向量, 最优旋转矩阵

为

Rj =




Rj11 Rj12 Rj13

Rj21 Rj22 Rj23

Rj31 Rj32 Rj33




通过串联组合匹配基元 lApj
(v)|v∈[0,1](j=1, · · · ,

m), 可得与期望轨迹叠合的组合轨迹, 如式 (7) 所
示.

ld(v)|v∈[0,1]

ε≈
m⋃

j=1

lApj
(v)|v∈[0,1] (7)

其中,
⋃m

j=1 为轨迹 (j = 1, 2, · · · ,m) 的串联
组合符号. lApj

(v)|v∈[0,1] 和 ldj
(v)|v∈[0,1] 分别通过
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tj = Tjv、 tdj
= Tdj

v 得到 lApj
(tj)|tj∈[0,Tj ] 和

ldj
(tdj

)|tdj
∈[0,Tdj

]. 时间尺度为 αj = Tj

/
Tdj

(j = 1,

· · · , m).

2.3 初次控制信号的提取

2.3.1 轨迹基元控制信号的旋转平移变换

由图 1可知, 时域下的轨迹基元 lpj
(tj)及其控

制信号已存储在数据库中, 假设被控制对象是线性
系统, 本节将依据线性叠加原理和式 (5)∼ (6) , 获
取与期望轨迹叠合的轨迹基元 lApj

(tj)的控制信号.
设

Pj lpj
(tj) =




Pjxj(tj)
Pjyj(tj)
Pjzj(tj)


 , lpj

(tj) =




xj(tj)
yj(tj)
zj(tj)




PjPBORG = mx
j




Ix

0
0


 + my

j




0
Iy

0


 + mz

j




0
0
Iz




其中, mx
j、my

j、mz
j 分别是

PjPBORG 在 X、Y、Z

轴方向的坐标值, Ix、Iy、Iz 分别是 X、Y、Z

轴方向上的单位平移基元, 经过 ILC 学习得
到其对应的控制信号, 表示为 uIx

、 uIy
、 uIz

.
因此, 匹配基元质心坐标 {Pj} 到 {B} 坐标系
原点的平移向量 PjPBORG 对应的控制信号为

uPj−B(tj) = [mx
j uIx

(tj),m
y
j uIy

(tj),mz
juIz

(tj)]T, 同

理可得到 PjPDjORG 的控制信号 uPj−Dj (tj), 那么
Pj lpj

(tj)对应的在 X、Y、Z 轴上的描述为:
Pjxj(tj) = xj(tj) + mx

j Ix(tj) (8)

Pjyj(tj) = yj(tj) + my
j Iy(tj) (9)

Pjzj(tj) = zj(tj) + mz
jIz(tj) (10)

其对应的控制信号满足下面的关系:
Pjuxj

(tj) = uxj
(tj) + mx

j uIx
(tj) (11)

Pjuyj
(tj) = uyj

(tj) + my
j uIy

(tj) (12)

Pjuzj
(tj) = uzj

(tj) + mz
juIz

(tj) (13)

其中, Pjuxj
(tj)、 uxj

(tj)、 Pjuyj
(tj)、 uyj

(tj)、
Pjuzj

(tj)、 uzj
(tj) 分 别 是 Pjxj(tj)、 xj(tj)、

Pjyj(tj)、 yj(tj)、 Pjzj(tj)、 zj(tj) 的控制信号.
由式 (11)、(12)、(13)可得到 Pj lpj

(v)|v∈[0,1] 对应的

控制信号为:
Pjuj(tj)|tj∈[0,Tj ] = [Pjuxj

(tj), Pjuyj
(tj), Pjuzj

(tj)]T

(14)

进而, 可得 lApj
(tj)|tj∈[0,Tj ] (j=1, 2 , · · · , m)的控制

信号为:

uA
j (tj)|tj∈[0,Tj ] =L−1(Ru

j )Pjuj(tj)|t∈[0,Tj ]+

uPj−Dj (tj) + uB−Pj (tj) (15)

其中, Pjuj(tj)|tj∈[0,Tj ] 是轨迹基元的控制信号,
uB−Pj (tj) 为 PPjORG 的控制信号, L−1(·) 是拉氏
反变换, 设定 Px(s)、Py(s)、Pz(s)分别是X、Y、Z

轴的传递函数, Ru
j 的各轴旋转耦合关系为

Ru
j =




Rj11 Rj12
Py(s)

Px(s)
Rj13

Pz(s)

Px(s)

Rj21
Px(s)

Py(s)
Rj22 Rj23

Pz(s)

Py(s)

Rj31
Px(s)

Pz(s)
Rj32

Py(s)

Pz(s)
Rj33




2.3.2 基于时间尺度变换的轨迹控制信号的获取

由 式 (15) 的控制信号组合而成的相似组合轨
迹

⋃m

j=1 lApj
(tj)|tj∈[0,Tj ] 的控制信号表示为:

uA
0 (t)|t∈[0,Td] :=

m⋃
j=1

uA
j (tj)|tj∈[0,Tj ] (16)

由于期望轨迹和优化匹配得到的组合轨迹之

间存在时间尺度差异, 因此, 本节将期望轨迹
ld(td)|td∈[0,Td] 经过优化匹配得到两条轨迹基元

数量不同的组合轨迹, 通过两条组合轨迹的时
间尺度拟合来获取不同时间尺度的初次迭代控

制信号. 设第一次期望轨迹被分割为 m1 段, 记
为 ld1j(td1j)|td1j∈[0,Td1j ](

∑m1

j=1 Td1j = Td), 其对应
的分割点为 gj

1 (j = 0, 1, · · · ,m1); 第二次期望
轨迹被分割为 m2 段, 记为 ld2j(td2j)|td2j∈[0,Td2j ],

(
∑m2

j=1 Td2j = Td), 对应的分割点为 gj
2 (j =

0, 1, · · · ,m2). 设两次分割的期望轨迹的始末

端点值分别记为 g0
d1、gm1

d1 、g0
d2、且 g0

d1 = g0
d2,

gm1
d1 = gm2

d2 , 但 gj
d1 和 gj

d2 不完全相同. 如图 3 所
示, 与期望轨迹叠合的两条相似组合轨迹基元
序列分别为 lAp1j(t1j)|t1j∈[0,Tp1j ](

∑m1

j=1 Tp1j = T1, j =
1, 2, · · · ,m1), lAp2j(t2j)|t2j∈[0,Tp2j ] (

∑m2

j=1 Tp2j = T2,
j = 1, 2, · · · ,m2).





ld(td)|td∈[0,Td]

ε≈ m1∪
j=1

lAp1j(t1j)|t1j∈[0,Tp1j ]

ld(td)|td∈[0,Td]

ε≈ m2∪
j=1

lAp2j(t2j)|t2j∈[0,Tp2j ]

(17)

两条组合轨迹与期望轨迹在空间叠合, 但是时间
尺度不一样, 其对应的时间变量为 td1j、td2j, 它们

与期望轨迹之间存在的时间尺度关系分别为 t1j =
αj

1td1j、t2j = αj
2td2j.
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合并两组相似轨迹组合的分割点, 得到同一分
割点集如式 (18),

G =
{
g0

d1, · · · , gj
d1, · · · , gm1

d1

}∪{
g0

d2, · · · , gj
d2, · · · , gm2

d2

}
={

g0
d, · · · , gr

d, · · · , gh
d

}
(18)

在分割点集 G 相应的位置上对两条相似组

合轨迹重新分割得到新分段轨迹基元序列分

别为 l̄Ap1r(t1r)|t1r∈[0,T̄p1r](
∑h

r=1 T̄p1r = T1, r=1, 2,
· · · , h)、l̄Ap2r(t2r)|t2r∈[0,T̄p2r](

∑h

r=1 T̄p2r = T2, r=1,
2, · · · , h),如图 4所示,其中max(m1+1,m2+1) ≤
h ≤ m1 + m2 + 2, g0

d、gh
d 分别是轨迹的始末端点.

取 G 中的任意一点 gr
d (0 < r < h), 1) 当

gj
d1 < gr

d < gj+1
d1
时, 在区间 [gr−1

d , gr
d] 和 [gr

d, g
r+1
d1 ]

上, l̄Ap1r(t1r)|t1r∈[0,T̄p1r] 对应的时间尺度关系分别为:
ᾱr

1 = αj
1 和 ᾱr+1

1 = αj
1; 2) 当 gr

d = gj
d1 时, 在区间

[gr−1
d , gr

d]和 [gr
d, g

r+1
d ]上, l̄Ap1r(t1r)|t1r∈[0,T̄p1r] 对应的

时间尺度关系分别为 ᾱr
1 = αj

1 和 ᾱr+1
1 = αj+1

1 .
同理, 可得到 l̄Ap2r(t2r)|t2r∈[0,T̄p2r] 的分割点之间

的时间尺度对应关系 ᾱr
2.

采用文献 [7]的方法, 可得当前期望轨迹的第 r

段轨迹基元控制信号为

u0r =
[

I I
] (

CT
l Cl

)−1
CT

l

[
uA

01r

T
uA

02r

T
]T

(19)

其中,

Cl =

[
(ᾱr

1)
−1

I I

(ᾱr
2)
−1

I I

]
(20)

u01r、u02r 分别为 l̄Ap1r(t1r) 和 l̄Ap2r(t2r) 的控制信号.
则当前期望轨迹的初次迭代控制信号可表示为:

u0 :=
h⋃

r=1

u0r, r = 1, 2, · · · , h (21)

3 HHH∞反馈辅助迭代学习控制

针对提取出的初次控制信号与期望控制信号的

偏差可表示为对系统产生的干扰 d(s), 如式 (22)所
示.

d(s) = G(s)(u0(s)− ud(s)) (22)

本节采用 H∞ 反馈辅助 ILC方法, 其控制系统
结构如图 5所示, 其中, G (s)表示被控系统传递函
数, K(s)表示 H∞ 反馈控制器传递函数, L(s)表示
迭代学习前馈增益. qk+1(s)表示输入信号, yk+1(s)

图 3 原始相似组合轨迹基元序列 lAp1j(t1j), lAp2j(t2j)

Fig. 3 Original similar combination of primitive

sequences lAp1j(t1j), lAp2j(t2j)

图 4 重新分割后的相似组合轨迹基元序列 l̄Ap1r(t1r),

l̄Ap2r(t2r)

Fig. 4 Re-segmented similar combinations of primitive

sequences l̄Ap1r(t1r), l̄Ap2r(t2r)

表示输出信号, ek(s)表示误差信号, uk(s)表示控制
信号, 下标 k表示迭代次数; 存储器 1 保存了提取的
初次控制信号, k = 0, 即初次迭代时, 输出存储的初
次控制信号 u0(s), 同时用当前次得到的控制信号更
新存储器 1中已有的控制信号. 同理, 存储器 2保存
了上一次系统输入误差.
在图 5 所示控制系统结构的基础上, 在

频 率 域 上 通 过 选 择 三 个 合 适 的 权 值 函 数

WS(s)、WR(s)、WT (s) 使得系统鲁棒稳定问题可
转换为如图 6 所示 H∞ 控制问题问题. d(s) 至
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图 5 H∞ 反馈辅助迭代学习控制系统

Fig. 5 H∞ feedback assisted iterative learning control system

图 6 H∞ 控制问题

Fig. 6 H∞ control problem

y(s)、q(s)至 u(s)、q(s)至 y(s)的闭环传递函数分别
为: 灵敏度函数 S(s) = (I + G(s)K(s))−1、R(s) =
K(s)(I + G(s)K(s))−1、补灵敏度函数 T (s) =
G(s)K(s)(I + G(s)K(s))−1.

H∞ 反馈控制问题就是设计正则的有理函数控
制器 K (s) , 能够衰减外部干扰, 使图 5所示的控制
系统闭环稳定, 使 λ < 1, 并最小化 λ.

λ =

∥∥∥∥∥∥∥

WS(s)S(s)
WR(s)R(s)
WT (s)T (s)

∥∥∥∥∥∥∥
∞

(23)

其中, WS(s)S(s)代表系统对干扰抑制性能的要求,
通过调节权函数 WS(s)间接调节灵敏度函数 S(s);
WT (s)T (s) 和 WR(s)R(s) 代表对系统鲁棒稳定性
的要求, 同样通过权函数WR(s)和WT (s)来调节.

由图 5 所示的 H∞ 反馈辅助 ILC 结构, 可知
ILC学习律为

uk+1(s) = uk(s) + L(s)ek(s) + K(s)ek+1(s) (24)

在 Xu 等[10] 对该类 ILC结构的收敛性已进行了详

细分析, 简要推导如下.

ek+1(s) =qk+1(s)− uk+1(s)G(s) =

qk+1(s)− (uk(s) + L(s)ek(s)+

K(s)ek+1(s))G(s) =

ek(s)S(s)(1− L(s)G(s)) (25)

ek+1(s)
ek(s)

= S(s)(1− L(s)G(s)) (26)

因此系统收敛性条件为

||S(s)(I − L(s)G(s))||∞ < 1 (27)

4 实验例子

4.1 实验平台

我们在 XY Z 三轴运动平台对本文提取的初次

控制信号的有效性进行了实验验证. 实验系统结构
如图 7所示, 通过在 PC上 CoDeSys中编写控制算
法程序, 得到各轴控制信号 (即速度给定信号), 通过
EtherCAT通信将速度信号传给速度模式驱动的驱
动器, 实验装置实物如图 8所示.
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图 7 XY Z 三轴运动平台结构

Fig. 7 XY Z three axis motion platform structure

图 8 三轴 XY Z 平台装置

Fig. 8 XY Z triaxial platform device

XY Z 运动控制平台各轴的位移和电机输入速

度的线性动态特性可近似为如下所示的二阶标准模

型.




Gx(s) =
5

0.020s2 + s

Gy(s) =
5

0.016s2 + s

Gz1(s) =
5

0.022s2 + s

Gz2(s) =
5

0.014s2 + s

(28)

其中 Gz1、Gz2 分别是 Z 轴电机的上行和下行模型.

4.2 实验仿真

本文各权值函数选取如下





WS(s) =
200

100s + 1
WR(s) = 0.2

WT (s) = 0.002s2 + 0.2s + 1

(29)

运用 MATLAB 中的鲁棒工具箱优化计算, 得到稳
定的控制器如下





Kx(s) =
55.17s2 + 2759s + 4.288× 10−11

s3 + 122.6s2 + 3096s + 30.95

Ky(s) =
3.087s2 + 192.9s + 2.292× 10−12

s3 + 99.11s2 + 648.1s + 6.471

Kz1(s) =
6.985s2 + 317.5s + 1.648× 10−12

s3 + 96.83s2 + 748.1s + 7.471

Kz2(s) =
3.177s2 + 226.9s− 4.251× 10−13

s3 + 100.4s2 + 685s + 6.84
(30)

选取满足收敛性条件式 (27)的 ILC学习增益为

L(s) =
0.01s2 + s

3
(31)

从实际角度出发, 本文采用统一的 NURBS
曲线来构建一个轨迹库, 轨迹库中七条轨迹如图
9 (a)∼ 9 (g)中的实线所示, 对应的控制多边形由虚
线表示. 期望轨迹被分割成 10段和 9段, 其质心坐
标系分别如图 10 和图 11 所示, “·” 是轨迹的期望
轨迹的分割点. 图 10 和图 11中期望轨迹段对应的
匹配基元和基元质心坐标系分别如图 12 (a)∼ 12 (j)
和图 13 (a)∼ 13 (i)所示. 因此, 两个与期望轨迹叠
合的基元组合轨迹可以表示为:
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图 9 轨迹库七条轨迹

Fig. 9 Seven three-dimensional trajectories in the library

图 10 分割成十段的期望轨迹及各段质心坐标系

Fig. 10 The desired trajectory split into 10 segments and

its centroid coordinates

图 11 分割成九段的期望轨迹及各段质心坐标系

Fig. 11 The desired trajectory split into 9 segments and

its centroid coordinates





ld1(v)|v∈[0,1]

ε≈
10⋃

j=1

lA1j(v)|v∈[0,1]

ld2(v)|v∈[0,1]

ε≈
9⋃

j=1

lA2j(v)|v∈[0,1]

(32)

组合轨迹基元序列 l̄Ap1r(t1r)和 l̄Ap2r(t2r)与相应的期
望轨迹段之间的时间尺度如表 1所示.

图 12 十段匹配基元及质心坐标系

Fig. 12 Ten-segment matching primitives and centroid

coordinates

图 13 九段匹配基元及质心坐标系

Fig. 13 Nine-segment matching primitives and centroid

coordinates

图 14 X 轴初次控制信号及第 15次迭代控制信号

Fig. 14 X axis initial control signal and 15th iteration

control signal
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表 1 各基元轨迹段与相应期望轨迹段之间的时间尺度

Table 1 Each primitive corresponding to the desired

track segment and a time scale between trajectories

segments

第 r 段 αr
1 αr

2 第 r 段 αr
1 αr

2

1 1.56 3.76 10 1.24 0.39

2 1.32 3.76 11 1.24 0.36

3 1.32 2.74 12 0.87 0.63

4 1.79 2.74 13 0.87 1.32

5 1.79 2.74 14 0.61 1.32

6 0.99 1.65 15 0.61 1.13

7 0.99 2.16 16 0.91 1.13

8 0.98 2.16 17 0.91 0.89

9 0.98 0.39 18 1.16 0.89

图 15 Y 轴初次控制信号及第 15次迭代控制信号

Fig. 15 Y axis initial control signal and 15th iteration

control signal

图 16 Z 轴初次控制信号及第 15次迭代控制信号

Fig. 16 Z axis initial control signal and 15th iteration

control signal

为了更清晰地了解提取的控制信号与期望控制

信号的对比, 将期望轨迹从零开始学习迭代 15次得
到一个良好的跟踪效果, 将第 15次的控制信号看作
为期望控制信号, 做出第 15次迭代控制信号与本文

提取的初次控制信号对比图, 如图 14、15、16所示,
从图中可以看出提取的初次控制信号和第 15 次迭
代控制信号的相似度较高.

4.3 实验结果

为了验证本文提取出的初次控制信号的有效性,
将上述提取的初次控制信号和初次控制信号为零

的 ILC 控制方法进行实验对比, X、Y、Z 轴第一

次迭代实验跟踪结果对比分别如图 17 (a)、17 (b),
18 (a)、18 (b), 19 (a)、19 (b)所示, 纵坐标单位为厘
米 (cm), 横坐标单位为秒 (s).

(a)采用提取的初次控制信号跟踪结果

(a) The tracking results of ILC using the extracted initial

control signal

(b)初次控制信号为零的跟踪结果

(b) The tracking results of ILC using the zero initial control

signal

图 17 X 轴跟踪轨迹和误差

Fig. 17 The X axis tracking trajectory and error

分别以本文提取的初次控制信号和初次控制信

号为零作为系统控制输入, 将八次迭代跟踪结果的
均方根误差作对比, 结果分别如图 20、21所示. 迭
代一次和八次的误差数据如表 2和表 3所示. 从图
20、21和表 2、3可以发现以提取的控制信号作为初
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次控制输入的系统跟踪误差明显低于初次控制信号

为零的跟踪误差.

(a)采用提取的初次控制信号跟踪结果

(a) The tracking results of ILC using the extracted initial

control signal

(b)初次控制信号为零的跟踪结果

(b) The tracking results of ILC using the zero initial control

signal

图 18 Y 轴跟踪轨迹和误差

Fig. 18 The Y axis tracking trajectory and error

(a)采用提取的初次控制信号跟踪结果

(a) The tracking results of ILC using the extracted initial

control signal

(b)初次控制信号为零的跟踪结果

(b) The tracking results of ILC using the zero initial control

signal

图 19 Z 轴跟踪轨迹和误差

Fig. 19 The Z axis tracking trajectory and error

图 20 X、Y、Z 轴采用提取的初次控制信号的均方根误差

Fig. 20 The RMS of X, Y , Z axis for ILC using the

extracted initial control signal

图 21 初次控制信号为零的 X、Y、Z 轴的均方根误差

Fig. 21 The RMS of X, Y , Z axis for ILC using the zero

initial control signal
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表 2 采用提取初次控制信号的跟踪误差

Table 2 The tracking error of ILC using the extracted

initial control signal

跟踪指标 X 轴 (mm) Y 轴 (mm) Z 轴 (mm)

最大跟踪误差 0.5211 0.4923 0.4991

第一次迭代均方差 0.1300 0.1692 0.1154

第八次迭代均方差 0.0481 0.0499 0.0233

表 3 初次控制信号为零的跟踪误差

Table 3 The tracking error of ILC using the zero initial

control signal

跟踪指标 X 轴 (mm) Y 轴 (mm) Z 轴 (mm)

最大跟踪误差 2.5134 2.0189 1.2174

第一次迭代均方差 1.2260 1.3610 0.4649

第八次迭代均方差 0.1221 0.0614 0.0308

将本文提取的初次控制信号和初次控制信号为

零的 ILC 方法得到的前六次实验数据导入 MAT-
LAB环境中, 画出 X、Y、Z 轴的三维轨迹跟踪分

别如图 22、23 所示, 实线轨迹表示期望轨迹, 点划
线轨迹表示跟踪的轨迹. 由图可以看出, 相对于零初
始输入的第一次跟踪效果, 本文提取出的控制信号
在第一次跟踪效果优势明显.

图 22 采用提取的初次控制信号的三维轨迹跟踪效果

Fig. 22 3-D trajectory tracking performances of ILC

using the extracted initial control signal

5 结论

针对线性系统, 本文提出了一种基于轨迹基元
匹配的初次控制信号提取方法. 首先通过轨迹基元

图 23 初次控制信号为零的三维轨迹跟踪效果

Fig. 23 3-D trajectory tracking performances of ILC

using the zero initial control signal

的优化匹配组合方法匹配出多条与期望轨迹片段叠

合的轨迹基元; 接着依据线性叠加原理和轨迹叠合
的平移矢量与旋转变换矩阵, 获取与期望轨迹叠合
的轨迹基元控制信号, 在此基础上, 通过轨迹基元控
制信号串联组合和时间尺度变换, 得到整条期望轨
迹的初次控制信号. 针对分段控制信号的边界条件
差异, 给出了一种 H∞ 反馈辅助迭代学习控制方法;
最后通过仿真实验和三轴 XY Z 平台实验表明, 本
文提出的轨迹基元优化匹配、初次控制信号提取和

H∞ 反馈辅助迭代控制方法能有效地减少达到目标
跟踪精度要求的迭代学习次数.
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