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输入增益未知非参数不确定系统的准最优学习控制

严求真 1 柳向斌 2 朱 胜 3 蔡建平 4

摘 要 为解决一类非参数不确定系统在任意初态且输入增益未知情形下的轨迹跟踪问题, 提出准最优误差跟踪学习控制方

法. 该方法综合准最优控制和迭代学习控制两种技术设计控制器, 在构造期望误差轨迹的基础上, 根据控制 Lyapunov 函数及

Sontag 公式给出标称系统的优化控制, 以鲁棒方法和学习方法相结合的策略处理非参数不确定性. 闭环系统经过足够次迭代

运行后, 经由实现系统误差对期望误差轨迹在整个作业区间上的精确跟踪, 获得系统状态对参考信号在预设的部分作业区间

上的精确跟踪. 仿真结果表明所设计学习系统在收敛速度方面快于非优化设计.
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Suboptimal Learning Control for Nonparametric Systems With

Uncertain Input Gains
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Abstract This paper presents a suboptimal error-tracking iterative learning control (ILC) scheme to solve the trajectory-

tracking problem for a class of nonparametric systems with uncertain input gains in the presence of arbitrary initial

states. The ILC controller is developed by integrating ILC with suboptimal control. Firstly, a desired error trajectory is

constructed according to the given method, and then Sontag formula is employed for the control design of nominal system,

while robust control and learning control are synthetically applied to deal with nonparametric uncertainties. While the

closed-loop system operates, as iteration number increases, the controller can render system error to perfectly follow its

desired error trajectory over the entire time interval, by which, the system state can precisely track its reference signal in

the pre-specified part of above-mentioned interval. Numerical simulations demonstrate that our suboptimal error-track

ILC scheme improves convergence performance in comparison with conventional solutions.
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在实际工业系统中, 大量地存在着在有限作业
区间上的重复运行的系统或设备, 诸如机械臂、磁盘
驱动器、间歇化工过程、伺服电机、逆变电路等. 这
些受控对象的精确模型不易获得, 含有多种复杂的
不确定性. 对于此类重复作业系统, 迭代学习控制
(Iterative learning control, ILC) 是一种有效的控
制技术[1−5], 它利用前次或前几次的系统误差信息
修正相应的学习量, 得到本次迭代运行的控制输入,
经过一定次数的迭代后, 可获得系统状态对参考信
号在整个作业区间或预设的部分作业区间上的精确

跟踪[6−10].
迄今, 多数迭代学习控制理论算法要求系统在

每次迭代运行开始前精确复位, 使得系统误差初

lege, Hangzhou 310015 4. School of Electrical Engineering,
Zhejiang University of Water Resources and Electric Power,
Hangzhou 310018
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值为零. 但在实际工业系统中, 初始误差很难完
全避免, 因此, 研究并提出任意初态条件下适用的
迭代学习控制方法, 是将迭代学习控制技术应用
于工业实际的现实需要. 到目前为止, 涉及迭代学
习控制初值问题解决方案的相关文献中, 多数为
基于压缩映射原理的迭代学习控制 (Contraction
mapping iterative learning control, CM ILC) 方
面的结果[11−15]. 文献 [11] 提出适用于误差初值在
固有邻域内变化情形的多模解决方案. 文献 [12] 研
究线性时不变系统在初始误差均值为零情形下的学

习控制算法, 利用平均值算子设计学习律. 此外, 典
型的解决方案还有脉冲补偿[13−14]、初始修正[15−16].
近年来, 基于 Lyapunov 方法设计迭代/重复学习
控制器成为学习控制领域的研究热点[1,17−18], 学者
们着手探讨在该设计方法中适用的初值问题解决

方案. 文献 [19] 构造时变边界层处理非零初始误
差. 文献 [20−22] 采用误差跟踪方法为初始误差非
零的不确定系统设计自适应学习控制器. 始于 CM
ILC 设计的初始修正方法, 在应用 Lyapunov 方法
设计学习控制器时, 也是一种有效的初值问题解决
方案[23−26]. 此外, 在参考信号光滑闭合场合, 对齐
条件 (Alignment condition) 可被视作一种初值问
题解决方案[27].
为了获得较快的误差收敛速度, 学者们考虑采

用优化学习方法设计控制律[28−30]. 当受控系统为
非线性不确定系统时, 实现自适应学习控制方法和
标准最优控制 (Standard optimal control) 方法的
结合使用是一项困难的工作, 这是因为, 在标准最
优控制设计过程中, 需要求解哈密尔顿 –雅可比 –贝
尔曼 (HJB) 方程, 但对一般的非线性系统而言, 求
解 HJB 方程是一件困难的工作[31]. 鉴于上述困难,
准最优学习控制成为退而求其次的一种可选方案.
文献 [30] 针对 MIMO 参数不确定系统, 提出基于
Sontag 公式的准最优学习控制设计. 文献 [31] 针对
同含参数不确定性与非参数不确定性的一类 SISO
非线性系统, 分别给出了相应的准最优迭代学习与
准最优重复学习控制设计方案. 上述准最优学习控
制方面的结果或是假设系统初始误差为零, 或是要
求系统满足对齐条件. 迄今, 尚无文献讨论任意系统
初态情形下的准最优迭代学习控制方法. 鉴于实际
系统的初始误差不可完全避免, 有必要探讨初始误
差非零情形下的准最优迭代学习控制方法研究.
实际工业控制系统的输入增益往往是不可知

或不完全可知的, 其中含有复杂的不确定性. 基于
Lyapunov 方法设计自适应学习控制器, 所考虑受
控系统的输入增益常为以下三者之一: 1) 未知固定
常数[32]; 2) 未知时变参数 (不随迭代次数变化)[17];
3) 关于状态 (或状态与时间) 的未知函数 (结构不可

知, 无法参数化)[27]. 具体实施设计时, 可以采用自
适应学习方法估计情形 1) 和 2) 中的未知输入增益;
情形 3) 中的增益无法直接估计, 常需假设其下界可
知, 并采用鲁棒方法与学习方法相结合的策略进行
处理. 在已有的准最优学习控制文献结果[33−34] 中,
根据 Sontag 公式进行控制器设计时均假设系统的
输入增益完全已知, 对应于情形 1)∼ 3) 的设计方法
在此场景下无法直接套用. 到目前为止, 有关输入增
益未知系统的准最优学习控制方法研究, 尚属空白.
综上所述, 已有的准最优迭代学习控制算法要

求输入增益已知, 且迭代初始误差为零 (或是要求系
统满足对齐条件), 初始误差非零或输入增益未知情
形下的准最优学习控制, 均属有待开展的研究课题.
实际工业控制系统不仅在运行时存在非零初始误差,
且其输入增益往往为不可知或不完全可知, 因此, 有
必要研究输入增益未知且初始误差非零情形下的准

最优学习控制方法. 在此情形下, 设计准最优学习
控制器需要克服的障碍有两个: 首先, 基于 sontag
公式[35−36] 的优化设计要求输入增益完全可知, 但
此时面临的情形是受控系统的输入增益不可知或不

完全可知; 其次, 由于系统误差初值非零, 故无法直
接选用系统误差构造控制 Lyapunov 函数 (Control
Lyapunov function, CLF), 需要采用合适的初值问
题解决方案克服这一由于系统误差非零所带来的困

难.
本文研究非参数不确定系统[27, 34, 37] 的准最优

误差跟踪学习控制问题, 针对一类输入增益未知且
系统初态任意变化的非参数不确定系统, 提出准最
优误差跟踪学习控制设计方案, 以解决该类系统在
非零初始误差及输入增益未知情形下的轨迹跟踪问

题. 本文的主要工作及创新点为: 1) 将 Sontag 公式
应用于误差跟踪学习控制方法设计, 提出在任意系
统初态下适用的准最优误差跟踪学习控制方法; 2)
研究了输入增益函数中含有不确定项情形下的准最

优迭代学习控制算法, 给出相应的鲁棒学习控制方
法, 并实现与准最优误差跟踪学习控制方法的结合.
本文给出的算法适用于任意初态及输入增益未知情

形, 相比已有的同类结果, 适用范围更广.

1 问题的提出与准备

考虑在时间区间 [0, T ] 上重复运行的非线性不
确定系统{

ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn,k = f(xxxk, t) + ∆f(xxxk, t) + gu(xxxk, t)uk

(1)

式中 k ∈ N 为迭代运行次数, xxxk = [x1,k, x2,k,

· · · , xn,k]T ∈ Rn 为系统状态, uk ∈ R 为控制输
入; f(xxxk, t) 为已知函数, ∆f(xxxk, t) 为不确定项,
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gu(xxxk, t) 为未知且连续的输入增益函数, 不失一般
性, 设 gu(xxxk, t) > 0. 与系统 (1) 对应的标称系统为

{
ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn,k = f(xxxk, t) + g(xxxk, t)uk

(2)

其中, g(xxxk, t) ≥ g > 0, g 为一未知常数. 对系统 (1)
中的 ∆f(·, ·) 与 gu(·, ·) 作如下假设:
假设 1. 对于 ∀ξξξ1 ∈ Rn 及 ∀ξξξ2 ∈ Rn, 不确定

项 ∆f(·, ·) 满足不等式
|∆f(ξξξ1, t)−∆f(ξξξ2, t)| ≤ αf (ξξξ1, ξξξ2, t)‖ξξξ1 − ξξξ2‖
上式中, αf (·, ·, ·) 为已知的非负连续函数.
假设 2. 存在连续函数 gm(xxxk, t)[21, 27], 满足

gu(xxxk, t) ≥ gm(xxxk, t) > 0 (3)

本 文 的 控 制 目 标 是 实 现 系 统 状 态 xxxk 对

参 考 信 号 xxxd = [x1,d, x2,d, · · · , xn,d]T =
[xd, ẋd, · · · , x

(n−1)
d ]T ∈ C1[0, T ] 的精确跟踪. 本

文所考虑系统的初态为任意有界值, 不要求系统
初态 xxxk(0) 和参考信号的初值 xxxd(0) 相等, 故不满
足常规迭代学习控制算法所要求的初值条件. 定义
误差 eeek = [e1,k, e2,k, · · · , en,k]T = xxxk − xxxd, 并记
∆g(xxxk, t) = gu(xxxk, t)− g(xxxk, t), 由式 (1) 可得误差
动态为





ėi,k = ei+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

ėn,k = f(xxxk, t) + ∆f(xxxk, t)− ẋn,d+

[g(xxxk, t) + ∆g(xxxk, t)]uk

(4)

为了实现控制目标, 本文拟选择合适的 CLF, 结合
Sontag 公式, 设计准最优误差跟踪学习控制器 uk,
使得误差 eeek 在整个作业区间 [0, T ] 上以预设精度跟
踪期望误差轨迹 eee∗k = [e∗1,k, e

∗
2,k, · · · , e∗n,k]

T, 并由此
实现 xxxk 在预设的部分作业区间 [tδ, T ] 上对 xxxd 予以

精确跟踪 (0 < tδ < T ). 期望误差轨迹 eee∗k 具有合适
的衰减性状, 其具体构造方案见本文第 2 节.
为表达简便, 在不引起混淆的前提下, 文中略

去函数的时间自变量 t, 并简记 α(xxxk,xxxd, t) 为 αfk,
∆f(xxxd, t)为∆fd, gm(xxxk, t)为 gmk, gu(xxxk, t)为 guk,
以及 ν(xxxk, t) 为 νk, ν ∈ {f, g,∆f,∆g}.
注 1. 近年来, 已有一些文献开展非参数不确定

系统
{

ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn,k = fu(xxxk, t) + gu(xxxk, t)uk

(5)

的非优化迭代学习控制方法研究, 给出的鲁棒学习
控制方法不需要 gu(·, ·) 已知, 但要求其满足 Lips-
chitz 条件或类 Lipschitz 条件, 且下界已知. 然而,

在已有的准最优学习控制设计的相关结果[33−34] 中,
算法均要求输入增益 gu(·, ·) 完全已知, 且系统满足
初始误差为零条件或满足对齐条件, 本文的工作拟
降低以上两个假设性要求.
因分析系统及控制器设计方面的需要, 给出如

下定义和引理.
对于光滑仿射系统

χ̇χχ = FFF (χχχ) + G(χχχ)vvv (6)

式中, 状态变量 χχχ ∈ Rn, 控制向量 vvv ∈ Rm, 函数
FFF : Rn → Rn 和 G : Rn → Rn×m 是已知的连续可

微函数, 并且 FFF (000) = 0.
定义 1. 如果存在连续可微、正定、径向无界的

函数 V (χχχ), 满足

∀χχχ 6= 0, LGV (χχχ) = 0 ⇒ LF V (χχχ) < 0 (7)

则称其为控制 Lyapunov 函数 (CLF)[35]. 这里,
LF V (χχχ) := ∂V (χχχ)

∂χχχT FFF (χχχ), LGV (χχχ) := ∂V (χχχ)

∂χχχT G(χχχ).
引理 1. 对于系统 (6), 如果存在控制 Lyap-

punov 函数 V (χχχ), 则可为其设计控制律

vvv = p(χχχ)
(
LGV (χχχ)

)T
, (8)

实现闭环系统的鲁棒渐近镇定. 式 (8) 中,

p(χχχ) =

{
η(χχχ), LGV (χχχ) 6= 0

0, LGV (χχχ) = 0
(9)

η(χχχ) = −LF V (χχχ)+
√

(LF V (χχχ))2+(LGV (χχχ)(LGV (χχχ))T)2

LGV (χχχ)(LGV (χχχ))T
. 这

种控制器设计方案被称为 Sontag 公式.
证明. 参见文献 [35−36]. ¤

2 期望误差轨迹的构造

构造合适的期望误差轨迹 eee∗k(t), 是设计误差跟
踪控制器的基础. 拟构造的期望误差轨迹 eee∗k(t) 须满
足以下条件:

eee∗k(0) = eeek(0) (10a)

eee∗k(t) = 000, t ∈ [tδ, T ] (10b)

此处, tδ 是 eee∗k(t) 从非 000 值到 000 的过渡时间点. 下面
给出期望误差轨迹构造方案.

1) 当 tδ ≤ t ≤ T 时,

e∗1,k(t) = e∗2,k(t) = · · · = e∗n,k(t) = 0 (11)

2) 当 0 ≤ t < tδ 时, 选择

e∗1,k(t) = a0,k + a1,kt + · · ·+ a2n+1,kt
2n+1 (12)

e∗i,k(t) = e∗1,k
(i−1)(t), i = 2, 3, · · · , n (13)
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式 (12) 中各系数按以下规则选取

a0,k = e1,k(0)

aj,k =
1
j!

ej+1,k(0), 1 ≤ j ≤ n (14)

[an+1,k, an+2,k, · · · , a2n+1,k]T = Γ−1ωωω (15)

此处, en+1,k(t) 表示 ėn,k(t).

Γ =


tn+1
δ tn+2

δ . . . t2n+1
δ

(n + 1)tn
δ (n + 2)tn+1

δ . . . (2n + 1)t2n
δ

...
...

. . .
...

(n + 1)!tδ (
n+2∏
j=3

j)t2δ . . . (
2n+1∏

j=n+2

j)tn+1
δ




ωωω = − [
η(tδ), η̇(tδ), · · · , η(n)(tδ)

]T

η(t) = a0,k + a1,kt + · · ·+ an,kt
n

上文所构造的期望误差轨迹 eee∗k 在 [0, T ] 上连续, 且
ė∗n,k(t)在 t = tδ 两侧也连续.在式 (14)中, en+1,k(0)
可取为任意有界常数.
由 eee∗k(t) 的衰减性状可以看出, 若能设计合适的

控制律, 实现 eeek(t) 在 [0, T ] 上完全跟踪 eee∗k(t), 那么,
xxxk(t) 可在 [tδ, T ] 上完全跟踪 xxxd(t).

记 z̄zzk = [z1,k, · · · , zn,k]T = eeek − eee∗k. 定义

sk =
(

d
dt

+ λ

)n−1

z1,k (16)

其中, λ 是正常数. 将式 (16) 的右边展开后, 可得

sk =
n−1∑
i=0

(n− 1)!
i!(n− 1− i)!

diz1,k

dti
λn−1−i = [cccT 1]z̄zzk

式中, ccc := [c1, · · · , cn−1]T, cj = (n−1)

(j−1)(n−j)
λn−j, j =

1, 2, · · · , n− 1.

3 控制器设计

根据式 (4) 及 z̄zzk 的定义, 可得




żi,k = zi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

żn,k = fk + ∆fk − ẋn,d − ė∗n,k+

(gk + ∆gk)uk

(17)

记 zzzk = [z1,k, z2,k, · · · , zn−1,k]T, 当 sk = 0 时, 将式
(17) 的前 n− 1 行写成向量形式, 可得

żzzk = Azzzk (18)

其中,

A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−c1 −c2 −c3 · · · −cn−1




矩阵 A 中的 c1, · · · , cn−1 的表意见第 2 节. 不难看
出, 存在对称正定矩阵 P 和 Q, 满足 PA + ATP =
−Q. 记 $k = f(xxxd + eee∗k) − ẋn,d − ė∗n,k, 由式 (17)
可得,





żi,k = zi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

żn,k = fk − f(xxxd + eee∗k) + ∆fk+

(gk + ∆gk)uk + $k

(19)

为标称系统 (2) 选择一个待确定的控制 Lyapunov
函数 Vk = 1

2
s2

k +zzzT
k Pzzzk, 仿效定义 1 中的式 (7), 相

应的检验条件为:

∀z̄zzk 6= 0, bk = 0 ⇒ ak < 0 (20)

其中, bk = ∂Vk

∂z̄zzT
k

βββg, ak = ∂Vk

∂z̄zzT
k

βββf . 此处, βββg =
[0, · · · , 0, gk]T ∈ Rn,βββf = [z2,k, · · · , zn,k, fk −
f(xxxd + eee∗k)]

T ∈ Rn. 当 z̄zzk = 000 时, βββf = 000. 对
Vk 关于时间求导, 由式 (19) 可得

V̇k = ak + bk(1 + g−1
k ∆gk)[uk+

(gk + ∆gk)−1(∆fk + $k)] (21)

结合 Sontag 公式, 设计如下准最优学习控制器:

uk = uok − g−1
k (ui,k + $k) + urk (22)

式中,

uok =





−
(

µ +
ak +

√
a2

k + b4
k

b2
k

)
bk, |bk| > ε

−
(

µ +
ak +

√
a2

k + b4
k

ε2

)
bk, |bk| ≤ ε

(23)

ui,k = satu(ûi,k)

ûi,k = satu(ûi,k−1) + γ1sk (24)



5期 严求真等: 输入增益未知非参数不确定系统的准最优学习控制 1055

urk = − 2sk

|sk|+ ε
(|uok − g−1

k (ui,k + $k)|)−
2sk(|cccT

ρ z̄zzk + fk|+ |sk|)
gmk(|sk|+ ε)

− (ρk|uok−

g−1
k (ui,k + $k)|+ αfk‖eeek‖) 1

gmk

sat
(

bk

ε

)

(25)

ρk =satρ(ρ̂k)

ρ̂k =satρ(ρ̂k−1) + γ2|sk(uok − g−1
k (ui,k + $k))|

(26)

其中, cccρ = [0, c1, c2, · · · , cn−1]T, ui,k 为对 ∆fd 的

估计, ûi,−1 = 0, ρ̂−1 = 0, 本文中, sat·(·) 为饱和函
数, 其定义为: 对于 ϑ̂ ∈ R,

satϑ(ϑ̂) =

{
ϑ̂, |ϑ̂| ≤ ϑ̄

ϑ̄sgn(ϑ̂), 其他

ϑ̄ 为合适的限幅值; 当 ϑ̄ = 1 时, 简记 satϑ(ϑ̂) 为
sat(ϑ̂). 在上述控制律和学习律中,

µ > 0, γ1 > 0, γ2 > 0, ε À ε > 0 (27)

在具体实施时, 常可选 5 ≤ µ ≤ 10, 1 ≤ γ1 ≤ 10,
0.01 ≤ γ2 ≤ 0.1, ε ≥ 10, 0.001 ≤ ε ≤ 0.1.
注 2. 采用引理 1 中式 (8) 所示的方案设计控

制律, 在实施时可能出现控制量不连续现象, 本文在
设计 (23) 时借鉴文献 [38] 中的处理方法, 给出新型
的设计方案, 以避免控制量不连续现象的产生.

4 收敛性分析

本节分析闭环系统的收敛性能, 该方面的主要
结果总结为如下定理.
定理 1. 将控制律 (22)∼ (26) 应用于满足假设

1 和假设 2 的系统 (1), 并根据式 (27) 选取学习增益
及控制参数, 经过足够次数的迭代运行后, 闭环系统
中的所有信号有界, 并实现 |bk(t)| ≤ ε, t ∈ [0, T ] 及

|ei,k(t)| ≤ (2λ)i−1 ε

gλn−1
, t ∈ [tδ, T ], i = 1, · · · , n

这就是说, 选择适当大小的 ε, 可以获得需要的控制
精度.
证明.
1) 检验 Vk 是否满足控制 Lyapunov 函数条件
容易看出,

bk =
∂( 1

2
s2

k + zzzT
k Pzzzk)

∂z̄zzT
k

βββg = gksk (28)

因为 gk > 0, 所以当 bk = 0 时, sk = 0, 此时,

ak =
∂(zzzT

k Pzzzk)
∂z̄zzT

k

βββf =
∂(zzzT

k Pzzzk)
∂zzzT

k

żzzk =
d(zzzT

k Pzzzk)
dt

结合上式和式 (20), 可知: 当 z̄zzk 6= 0 且 bk = 0 时,

ak = zzzT
k (ATP + PA)zzzk = −zzzT

k Qzzzk

注意到当 z̄zzk 6= 0 且 bk = 0 时, zzzk 6= 0. 故所选取的
Vk = 1

2
s2

k + zzzT
k Pzzzk 满足式 (20) 的要求.

2) 证明系统变量的有界性
由式 (17) 可知

ṡk = cccT
ρ z̄zzk + fk + ∆fk − ẋn,d − ė∗n,k + gukuk

求 V0k = 1
2
s2

k 关于时间的导数, 利用上式及假设 1,
可以推出

V̇0k ≤sk[cccT
ρ z̄zzk + fk − ẋn,d − ė∗n,k + guk(uok−

g−1
k (uik + $k) + urk) + ∆fd] + |sk|αfk‖eeek‖

当 |sk| > ε/g 时, |bk| > ε, sksat( bk

ε
) = |sk|, 于是

V̇0k ≤ sk[cccT
ρ z̄zzk + fk − ẋn,d − ė∗n,k + guk(uok−

g−1
k (uik + $k)]− 2s2

kguk

|sk|+ ε
(|uok − g−1

k (ui,k+

$k)|)− 2s2
kguk

gmk(|sk|+ ε)
(|cccTz̄zzk + fk|+|sk|)+

sk∆fd + |sk|αfk‖eeek‖ − guk|sk|
gmk

[ρk|uok−

g−1
k (uik + $k)|+ αfk‖eeek‖] (29)

当 |sk| > max(ε, |∆fd − ẋn,d − ė∗n,k|) 时,

skguk[uok − g−1
k (ui,k + $k)]− 2s2

kguk[|uok−
g−1

k (uik + $k)|]/(|sk|+ ε) ≤ 0 (30)

且

sk(cccT
ρ z̄zzk + fk − ẋn,d − ė∗n,k) + sk∆fd−
2s2

kguk(|cccT
ρ z̄zzk + fk|+ |sk|)

gmk(|sk|+ ε)
≤ 0 (31)

记 hs = max( ε
g
, ε, |∆fd − ẋn,d − ė∗n,k|), 综合式

(29)∼ (31), 可知当 |sk| > hs 时,

V̇0k ≤ − guk

gmk

ρk|uok − g−1
k (uik + $k)||sk| < 0 (32)

因此, |sk| ≤ hs. 据此, 可知[39]

|z(i)
1,k(t)| ≤(2λ)i hs

λn−1
, i = 0, 1, · · · , n− 1 (33)
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这就是说, 闭环系统中 ‖z̄zzk‖ 有界, 进一步, 可以推出
eeek 与 xxxk 的有界性. 根据饱和函数的性质, 可以确保
ui,k 是有界的. 至此, 容易证明系统中控制输入及其
他变量均为有界.

3) 误差的收敛性
由上文的有界性证明可知 |∆gk| 是有界的, 记

其界为 ρ. 当 |bk| > ε 时, 将式 (22) 代入式 (21), 可
得

V̇k ≤− µb2
k −

√
a2

k + b4
k + sk(−ui,k + fd)+

|sk|ρ|uok − g−1
k (ui,k + $k)| − (gk + ∆gk)×

ρk|sk(uok − g−1
k (ui,k + $k))|

gmk

≤

− µb2
k −

√
a2

k + b4
k + skũi,k + |sk(uok−

g−1
k (ui,k + $k))|ρ̃k (34)

其中, ũi,k = ∆fd − ui,k, ρ̃k = ρ− ρk.
选择 Lyapunov 泛函

Lk = Vk +
1

2γ1

∫ t

0

ũ2
i,kdτ +

1
2γ2

∫ t

0

ρ̃2
kdτ (35)

当 |bk| > ε 时, 由式 (34) 可得

Vk ≤−
∫ t

0

(
µb2

k +
√

a2
k + b4

k

)
dτ +

∫ t

0

[
skũi,k+

|sk(uok − g−1
k (ui,k + $k))|ρ̃k

]
dτ (36)

当 k > 0 时, 从式 (35) 和式 (36) 可以推出

Lk−Lk−1 ≤ −
∫ t

0

(
µb2

k +
√

a2
k + b4

k

)
dτ+

∫ t

0

[
skũi,k + |sk(uok − g−1

k (ui,k + $k))|×

ρ̃k

]
dτ +

1
2γ1

∫ t

0

(ũ2
i,k − ũ2

ik−1)dτ+

1
2γ2

∫ t

0

(ρ̃2
k − ρ̃2

k−1)dτ − Vk−1 (37)

根据式 (24) 和式 (26), 分别可以得到

1
2γ1

(ũ2
i,k − ũ2

i,k−1) + skũi,k ≤
1
γ1

(∆fd − ui,k)(ui,k−1 − ui,k + γ1sk) =

1
γ1

(∆fd − satu(ûi,k))(ûi,k − satu(ûi,k)) ≤ 0

和

1
2γ2

(ρ̃2
k − ρ̃2

k−1) + |sk(uok − g−1
k (ui,k + $k))|ρ̃k ≤

1
γ2

(ρ− ρk)(ρk−1 − ρk + γ2|sk(uok−

g−1
k (ui,k + $k))|) =
1
γ2

(ρ− satρ(ρ̂k))(ρ̂k − satρ(ρ̂k)) ≤ 0

将以上两式的结果应用于式 (37), 有 Lk −
Lk−1 ≤ − ∫ t

0
(
√

a2
k + b4

k + µb2
k)dτ − Vk−1, 取该式

中的 k = 0, 1, 2, · · · , N , 并求和, 有

LN ≤L0 −
N∑

i=1

∫ t

0

µb2
i dτ −

N∑
i=1

Vi−1−

N∑
i=1

∫ t

0

√
a2

i + b4
i dτ (38)

由上式可知, 经过数量足够多次迭代运行后,

|bk| ≤ ε (39)

这是因为, 若经过 N = 2ḡL0
ε2
次迭代后, 仍有 |bk| >

ε, 则 |sk| > ε
gk

, 于是 LN < L0 − 1
2g2

k

ε2 × 2ḡ2L0
ε2

≤ 0.
这与 Lyapunov 函数的非负性相矛盾; 此处, ḡ :=
max(g(xxx1, t), g(xxx2, t), · · · , g(xxxN , t)),∀t ∈ [0, T ].
由式 (39) 可知, |sk| ≤ ε

gk
≤ ε

g
成立; 进一步

地[39], 可知对于 t ∈ [0, T ] 及 i = 0, 1, · · · , n − 1,
式 |z(i)

1,k(t)| ≤ (2λ)i ε
gλn−1 成立, 此处, λ 的定义见式

(16). 于是, 根据期望误差轨迹的性质, 可知

|ei,k(t)| ≤ (2λ)i−1 ε

gλn−1
, t ∈ [tδ, T ], i = 1, · · · , n

从上述结果可以看出, 选择合适的设计参数 ε, 经过
足够多次迭代运行后, eeek(t) 可以在整个作业区间
[0, T ] 上以预设精度跟踪 eee∗k(t). 鉴于当 t ∈ [tδ, T ],
eee∗k(t) = 000, 所以前述的 eeek(t) 在整个作业区间上以预
设精度跟踪 eee∗k(t), 意味着在 t ∈ [tδ, T ] 上, xxxk 以相

同的预设精度跟踪 xxxd. ¤
在本文给出的控制设计方案中, 采用学习方法

估计 ρ, 不需知道∆gk 的上界, 有利于减小鲁棒项设
计中的保守性.

注 3. 利用非优化学习控制算法设计控制器时,
与式 (38) 对应的类似式子为 LN ≤ L0 −

∑N

i=1 Vi−1

或 LN ≤ L0 −
∑N

i=1

∫ t

0
µs2

i dτ −∑N

i=1 Vi−1. 不等式

(38) 右边的第三项 −∑N

i=1

∫ t

0

√
a2

i + b4
i dτ 起到了

提高系统误差收敛速度的效果.
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5 仿真算例

考虑动态系统





ẋ1,k = x2,k

ẋ2,k = −0.1x2,k + x3
1,k + 12cos(t) + (1+

0.01x2
1,k + 0.005x2

2,k)uk

其标称为

{
ẋ1,k = x2,k

ẋ2,k = −0.1x2,k + uk

(40)

控制目标是使得系统状态 [x1,k, x2,k]T 跟踪参考信
号 [x1,d(t), x2,d(t)]T = [cos(πt),−π sin(πt)]T. 系统
初态为 x1(0) = 1.2 + 0.1r1, x2(0) = −0.1 + 0.02r2.
这里, r1 和 r2 均为 0 与 1 之间的随机数.
按照本文所提的方案构造如下期望误差轨迹.

选择 tδ = 0.5, T = 2.5. 当 tδ ≤ t ≤ T 时,
e∗1,k(t) = 0, e∗2,k(t) = 0; 当 0 ≤ t < tδ 时, e∗1,k(t) =
a0,k+a1,kt+a2,kt

2+a3,kt
3+a4,kt

4+a5,kt
5, e∗2,k(t) =

ė∗1,k(t),其中, a0,k = e1,k(0), a1,k = e2,k(0), a2,k = 0,
[a3,k, a4,k, a5,k]T = Γ−1ωωω, 而 ωωω = [−a0,k − a1,ktδ −
a2,kt

2
δ,−a1,k − 2a2,ktδ,−2a2,k]T,

Γ =




t3δ t4δ t5δ
3t2δ 4t3δ 5t4δ
6tδ 12t2δ 20t3δ




−1

取 αfk = 3(x2
1,d + x2

1,k), gmk = 0.8, 容易检验, 它们
分别满足假设 1 和假设 2. 采用控制律 (22) 进行仿
真. 参数选为 c1 = 2, µ = 10, γ1 = 5, γ2 = 0.1, ū =
50, ρ̄ = 50, ε = 0.0025, ε = 30, tδ = 0.5, T = 2.5,
对应的 Vk = 1

2
s2

k + e2
1,k, sk = c1e1,k + e2,k. 迭代 30

次后, 仿真结果如图 1∼图 8 所示. 图 1 和图 2 是
第 30 次迭代期间的系统状态情况, 图 3 和图 4 是该
次迭代期间的误差情况, 该次迭代期间的 zzzk 取值见

图 5 和图 6, 图 7 是第 30 次迭代期间的控制输入值,
图 8 中的曲线 ilc1 是 |sk(t)| 随迭代次数变化情况,
其中, Jk := maxt∈[0,T ] |sk(t)|. 从图 1∼图 4 可以看
出, 经过足够多次迭代, 系统状态在区间 [tδ, T ] 上精
确跟踪参考信号. 从图 5 及图 6 可以看出, 系统误差
在整个作业区间 [0, T ] 上精确跟踪期望误差轨迹.
为了对比起见, 采用文献 [22] 中提出的鲁棒学

习控制算法进行仿真. 取

uk = −µsk − ui,k + urk − υ̂ksat
(sk

ε

)
(41)

其中,





ui,k = satū(ui,k−1) + γ1sk

urk = 1
gmk

sat
(

sk

ε

)
(|c1z2,k − ė∗2,k−

ẋn,d|+ f̄k)

υ̂k = satῡ(υ∗k)

υ∗k = satῡ(υ∗k−1) + γ2|sk|, υ∗−1 = 0

(42)

在式 (42) 中, f̄k = 3 + | − 0.1x2,k + x3
1,k + 12cos(t)|

表示 |fk + ∆fk| 的界, ῡ = 50, 其余参数选取情况
同前. 经过 30 次迭代后, |sk(t)| 随迭代次数变化情
况见图 8 中的曲线 ilc2. 对比图 8 中的曲线 ilc1 和
ilc2, 可以看出, 准最优误差跟踪学习控制算法具有
较快的收敛速度.

图 1 x1 及其期望轨迹 x1,d

Fig. 1 x1 and its desired trajectory x1,d

图 2 x2 及其期望轨迹 x2,d

Fig. 2 x2 and its desired trajectory x2,d
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图 3 误差 e1

Fig. 3 The error e1

图 4 误差 e2

Fig. 4 The error e2

图 5 e1,k 和 e∗1,k 之差

Fig. 5 The difference between e1,k and e∗1,k

图 6 e2,k 和 e∗2,k 之差

Fig. 6 The difference between e2,k and e∗2,k

图 7 控制输入

Fig. 7 Control input

图 8 |sk| 随迭代次数的变化
Fig. 8 |sk| with respect to iterations

上述仿真结果表明, 本文提出的准最优误差跟
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踪学习控制算法能够在任意系统初态下, 实现状态
误差在整个作业区间上精确跟踪期望误差轨迹, 且
算法具有较快的迭代收敛速度; 由此, 系统状态能够
在预设的部分作业区间上精确跟踪参考信号.

6 结论

本文考虑一类输入增益未知系统的优化学习控

制问题, 提出一套准最优误差跟踪学习控制方案. 该
方案采用准最优控制与鲁棒学习相结合的策略设计

控制器, 控制算法既不需要假设系统误差初值为零,
也不需要输入增益已知, 因而, 适用范围较现有准最
优学习控制方法广. 本文的设计方案借助实现误差
对期望误差轨迹的全区间精确跟踪, 获取系统状态
对参考信号在部分作业区间上的精确跟踪. 构造合
适的期望误差轨迹是实现本文所提优化学习控制算

法的基础.
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