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工业过程多速率分层运行优化控制

代 伟 1 陆文捷 1 付 俊 2 马小平 1

摘 要 工业过程运行优化控制通常采用基础回路层和运行层两层结构, 涉及不同时间尺度特性的被控对象, 且由于检测装

置采样周期不同难以统一控制与采样周期; 此外, 运行层动态往往机理复杂难以建模. 因此针对这一多层次、多时间尺度且部

分模型未知的复杂多速率控制问题, 本文提出一种工业过程多速率分层运行优化控制方法. 该方法在使用提升技术解决分层

多速率问题的基础上, 采用一种基于 Q-学习的数据驱动运行层设定值优化方法, 更新基础回路层的设定值; 并针对提升后的

系统采用模型预测控制 (Model predictive control, MPC) 方法设计基础回路层控制器以跟踪设定值, 从而实现运行指标的优

化控制. 对典型工业闭路磨矿过程进行了仿真实验, 验证了本文所提方法的有效性.
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Multi-rate Layered Optimal Operational Control of Industrial Processes
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Abstract The optimal operational control of industrial processes usually adopts a two-layer structure (i.e., the oper-

ation layer and basic loop layer), which involves the controlled objects with different-time-scale characteristics, and has

unsynchronized control and the sampling periods because of the difference of the sensor sampling periods. In addition,

the dynamics of the operation layer is usually too complex to be modeled. Therefore, in order to solve this complex

multi-rate control problem with characteristics of multi-layer, multi-time scale and unknown partial dynamics, this paper

proposes a multi-rate layered optimal operational control method for industrial processes. On the basis of using the lifting

technology to solve the multi-rate layered problem, a data-driven set point optimization method based on Q-learning is

first employed to update the basic loop setpoints; and then a model predictive control is used to design the base loop

controller according the lifted system to track the updated setpoints, thereby realizing the optimization control of oper-

ation indices. Experiments have been carried out on a closed-loop grinding process, which shows the effectiveness of the

proposed method.
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先进控制与优化技术一直被认为是复杂工业过

程提质增效、实现经济利润提高的关键. 如今, 其前
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沿核心技术之一是工业过程运行优化控制[1−2], 内
涵是采用信息技术, 围绕生产过程的知识与数据信
息进行集成, 通过过程运行优化与控制的智能化和
集成化, 在保证过程安全运行的条件下, 不仅使基础
回路输出很好地跟踪设定值, 而且控制整个运行过
程, 使其在生产条件约束下实现质量、效率和能耗等
运行指标的最优化[3].

当前工业过程运行优化控制通常采用分层结构,
其优点在于它提供了优化和控制层任务的清晰界限,
在被控对象和时间尺度上均有不同. 运行层面向工
业运行过程, 具有慢时间尺度特性, 其目标是优化设
定值; 基础回路层面向基础设备/回路过程, 具有快
时间尺度特性, 其目标是实现设定值的跟踪.
在工业过程运行优化控制的分层结构下, 已

取得了大量基于模型的研究成果, 如 SOC (Self-
optimizing control) 以及 SOC 与 NCO tracking
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(Necessary conditions of optimality tracking) 集
成、RTO (Real-time optimization) 以及 RTO 与
MPC (Model predictive control) 集成的优化控制
方法.

SOC 以静态经济效益模型为目标函数, 离线求
解一组满足生产约束的被控变量及其设定值, 使工
业过程受扰后, 不改变设定值仍可处于近似经济最
优状态[4−5]. SOC 与 NCO tracking 的集成方法是
在 SOC 选择基础回路层的被控变量后, 采用 NCO
tracking 更新设定值, 以提高动态性能[6]. 但对于
干扰源众多或者干扰变化幅度较大的工业过程来说,
难以利用 SOC 确定被控变量, 或者满足 SOC 基本
条件的被控变量根本不存在. 基于 RTO 的运行优
化控制方法, 是基于基础回路层稳态的过程模型求
解运行层的最优设定值[7], 但其只能在系统达到稳
定时才进行优化, 优化周期较长, 难以处理动态扰
动. 基于拟稳态概念的小周期采样的 RTO 方法[8]

由于时间尺度难以把握, 有时会导致生产不可控制
的问题, 难以工业应用. RTO 与 MPC 的集成方
法[9−11] 在基础回路层采用MPC 方法, 运行层采用
RTO 求解期望的稳态最优值, 并设计运行层 MPC
计算基础回路层的被控变量和MPC 输入量的设定
值, 上层 MPC 优化与底层 MPC 控制采用相同的
周期, 实现扰动产生后设定值的快速调整. 但 RTO
与MPC 的集成方法存在运行层稳态模型和基础回
路层动态模型失配以及网络问题, 影响优化效果, 为
此, 运行层采用过程动态模型的 DRTO (Dynamic
RTO) 与MPC 的集成方法[12]、双层MPC 方法[13]

以及 RTO 与 Network-based MPC 的集成方法[14]

被相继提出. 但实际工业过程, 如冶金、选矿, 运行
过程机理复杂, 加之设备状况及生产环境的变化影
响, 导致数学模型难以精确建立[1−2], 从而制约了上
述基于模型的分层运行优化控制方法的实际工业应

用.
知识驱动的分层运行优化控制方法在假设基础

回路控制器可保证设定值快速跟踪的条件下, 集中
研究基于专家系统[15]、案例推理[16]、模糊规则推理

技术[17] 及各种技术相集成[18] 的运行层智能设定值

优化方法. 知识驱动的优化控制方法主要是依靠模
拟领域专家的经验与知识, 与环境的交互能力差, 当
工况变化时, 常常依然需要领域专家对控制器进行
调整, 而人的主观性和随意性导致系统难以优化运
行. 实际工业生产过程中存在大量能够反映过程运
行机理和运行状态的实时与历史运行数据, 因此采
用数据驱动技术来研究分层运行优化控制方法已成

为当前的热点.
自适应评价设计 (Adaptive critic design,

ACD) 是强化学习在控制理论领域中的一种近似

方法, 被广泛用于解决模型未知的最优控制问题[19].
与 ACD 相类似的名称还包括自适应动态规划[20]、

神经动态规划[21] 等. 文献 [22] 借鉴 ACD 思想, 在
假设基础回路层稳定跟踪的基础上, 在运行层提出
了由评价网络和执行网络串联组成的数据驱动控制

回路设定值优化方法. 文献 [23] 针对磨矿特性, 提
出强化学习与传统 PI 集成的分层运行优化控制方
法. 文献 [24] 在基础回路层采用多回路 PI 控制的
基础上, 提出一种基于 Q-学习的次优设定值设计方
法. 文献 [25] 提出一种零和博弈脱策强化学习与传
统 PI 相集成的分层运行优化控制. 上述分层优化控
制方法考虑了两层快慢时间尺度特性, 实现了设定
值的动态调整. 然而, 实际工业过程控制系统中, 因
各检测装置的采样周期不同, 使得基础回路层的采
样和控制周期可能不同, 即基础回路层也存在多速
率问题, 因此, 工业过程的运行优化控制是具有三种
及以上速率的多速率分层结构, 导致上述算法难以
直接使用.
本文结合工业过程分层控制结构下的多速率特

点, 针对一类基础回路层模型已知, 运行层模型未知
的工业过程, 提出一种基于 Q-学习、MPC 与提升
技术的集成运行优化控制方法. 其首先在基础回路
层采用提升技术对采样与控制周期不一致的动态模

型提升至框架周期, 对增维后的动态模型采用MPC
进行控制器设计; 其次, 运行层采用一种数据驱动的
Q-学习方法, 借助工业过程中采集的数据优化基础
回路层的设定值, 从而实现运行优化控制的目标; 最
后以闭路磨矿为背景进行实验研究, 验证了方法的
有效性.

1 分层运行优化控制问题描述

本部分首先简要介绍工业过程运行优化控制的

层级架构, 然后对多速率分层运行优化控制问题及
难点进行分析, 并给出本文的控制策略.

1.1 工业过程分层运行优化控制架构分析

工业过程分层运行优化控制结构如图 1 所示.
其中 rrr 表示工业过程运行指标, 分层控制的目标即
是能够通过选取一个合适的基础回路设定值 www, 并
通过调节基础回路控制量 uuu 使回路输出 yyy 跟踪 www,
从而控制实际运行指标 rrr 在期望运行指标 rrr∗ 附近.
工业过程包括回路过程和运行过程两层动态,

其运行过程往往机理复杂难以建模, 且整个系统因
层级功能以及所涉及的被控对象特性的差异导致层

级间时间尺度各异, 以及由于信号变化速率相差较
大, 各检测装置的采样周期不同, 难以统一基础回路
的控制与采样周期. 由此可以看出, 工业过程运行优
化控制是一个多层次、多时间尺度且部分模型未知
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的多速率控制问题, 对现有控制理论提出了挑战. 如
何针对多时间尺度被控对象特性, 在分层的多速率
控制结构下, 将运行层优化与基础回路层控制相集
成, 模型与数据相结合, 实现运行优化控制目标是本
文研究的重点.

图 1 多速率工业过程的双层层级架构

Fig. 1 Two-layer structure of multi-rate industrial

processes

1.2 运行优化控制策略

由上述分析可知, 回路过程直接与检测装置以
及执行机构相接触, 而各种仪表因其自身的特殊性,
获取信息和处理信息的速度不同, 加之控制节点分
散, 因此在很多复杂的实际工业过程控制中, 系统的
控制更新速率与采样速率并不一致, 且通常对控制
输入的在线更新速度要求较高. 因此本文考虑的基
础回路层多速率采样控制策略是针对基础回路过程

以 T2 为周期进行等周期采样, 而基础回路控制器的
输出由周期为 T1 的保持器转换得到的情况, T1 与

T2 之间满足关系式 T1 < T2. 此外, 由于工业过程的
运行指标与质量、效率和能耗相关, 往往以固定的周
期统一上报至控制系统, 加之系统对设定值的在线
更新速度要求不高, 因此通常将运行层控制周期与
运行指标采样周期一致设置为 T , 且相对于基础回
路过程, 运行过程具有慢时间尺度特性, 因此 T 远

大于 T1 和 T2.
本文解决上述多速率分层运行优化控制系统

设计问题的思路是: 首先, 通过提升技术将基础回
路层的控制与采样周期均提升至框架周期 T0, 使
该层速率一致, 并采用 MPC 设计基础回路控制器;
然后, 针对框架周期 T0 普遍小于运行层控制周期

T (T = ξT0, ξ 为正整数) 的问题, 进一步将基础回
路层的周期 T0 提升至运行层控制周期 T , 使基础回
路层的快时间尺度动态特性与运行层的慢时间尺度

一致, 从而构建增广状态模型用于描述由基础回路
控制器、回路过程和运行过程组成的广义被控对象;
继而针对这一部分模型未知的广义被控对象, 提出

一种基于 Q-学习的数据驱动运行层设定值优化方
法, 以根据系统运行状态在线更新设定值.

2 基于提升技术和MPC的基础回路层控制

器设计

2.1 基于提升技术的基础回路层多速率处理方法

工业实际中的回路过程往往为非线性动态模型,
然而它们通常在运行点附近稳态运行, 因此能在运
行点附近线性化.
考虑如下连续时间基础回路过程模型:
{

ẋxxfff (t) = Acxxxfff (t) + Bcuuu(t)
yyy(t) = Ccxxxfff (t) + Dcuuu(t)

, Dc = 0 (1)

其中, xxxfff ∈ Rnx , uuu ∈ Rnu , yyy ∈ Rny 分别为基础回

路层被控对象即回路过程的状态、控制输入和控制

输出变量, nx、nu 和 ny 表示相应变量的维数; Ac,
Bc, Cc 和 Dc 为回路过程模型的系统矩阵.

控制周期 T1 与采样周期 T2 有如下关系:
T1 = ph, T2 = qh, p 小于 q 且互为质数, h 为

基周期, 由此可得框架周期 T0 = pqh, 即 T1 和 T2

的最小公倍数. 采用提升技术使基础回路层的控制
与采样周期均提升至框架周期 T0, 以解决基础回路
层中的输入输出多速率控制问题, 具体方法如下.

首先以基周期 h 将基础回路层模型离散化为
{

xxxfff (n + 1) = Afxxxfff (n) + Bfuuu(n)

yyy(n) = Cfxxxfff (n) + Dfuuu(n)
(2)

其中, Af = eAch, Bf =
∫ (k+1)h

kh
e[(k+1)h−τ ]dτBc =∫ h

0
eActdtBc, Cf = Cc, Df = Dc.
对离散化后的系统进行提升, 将输入向量维度

提升 q 倍, 输出向量维度提升 p 倍, 即将 uuu 和 yyy 的

周期均提升至 T0, m 表示采样周期 T0 下的运行步

数. 提升过程定义如下:

ūuu(m) = Lquuu(mT0) =




uuu(mT0)
uuu(mT0 + T1)

...
uuu(mT0 + (q − 1)T1)




ȳyy(m) = Lpyyy(mT0) =




yyy(mT0)
yyy(mT0 + T2)

...
yyy(mT0 + (p− 1)T2)




其中, ūuu(m) ∈ RNu , ȳyy(m) ∈ RNy , Nu = qnu,
Ny = pny.
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提升后的基础回路层状态空间模型如下:{
xxxfff (m + 1) = Āxxxfff (m) + B̄ūuu(m)

ȳyy(m) = C̄xxxfff (m) + D̄ūuu(m)
(3)

为了便于表示各系统矩阵先做如下定义:

F (i, p) :=
p−1∑
j=0

Ai+j
f = Ai

f + Ai+1
f + · · ·+ Ai+p−1

f

F (0, 0) = I, p > 0; i ≥ 0

Aj
fF (i, p) = F (i + j, p), j ≥ 0

Afp := eAcT1 = Ap
f , Afq := eAcT2 = Aq

f

Bfp :=
∫ T1=ph

0

eActdtBc =

(Ap−1
f + Ap−2

f + · · ·+ Af + I)Bf = F (0, p)Bf

则

Ā = eAcT = Apq
f = Aq

fp = Ap
fq ∈ Rnx×nx

B̄ = [Aq−1
fp Bfp, A

q−2
fp Bfp, · · · , AfpBfp, Bfp] =

[F (pq − p, p)Bf , F (pq − 2p, p)Bf , · · · ,

F (0, p)Bf ] ∈ Rnx×Nu

C̄ =




Cf

CfAfq

...
CfA

(p−1)
fq



∈ RNy×nx

D̄ =




Df 0 · · · · · · · · ·
Df10 Df11 · · · Df1c1 0
Df20 Df21 · · · · · · Df2c2

...
...

. . .
...

...
Dfp−1,0 Dfp−1,1 · · · · · · · · ·

· · · · · · 0

· · · · · · ...

0 · · · ...
. . . . . .

...
· · · Dfp−1,cp−1 0




∈ RNy×Nu

Dfij = CfF (iq − jp− p, p)Bf ,

j = 0, 1, 2, · · · , ci − 1

Dfici
= CfF (0, di)Bf + Df

注 1. 对多时间尺度系统, 当 p 和 q 为互质整数

时, 对每一个 i, 0 ≤ i ≤ p − 1, 存在整数 ci ≥ 0 和
0 ≤ di ≤ p 满足 iq = cip + di, i = 1, 2, · · · , p− 1.

注 2. 经过提升后的系统 (3), 本质上是系统将
多速率系统以 “块” 的思想对输入输出信号进行 “堆
叠”, 以一个大于系统所有周期的时间为大周期即框
架周期 T0, 对系统信息进行采集, 使得输入和输出
在框架周期 T0 内以其各自的实际周期进行增维. 从
而所组成的新系统方程既不损失原系统信息, 又将
多速率系统化为单速率, 便于系统设计与分析.

2.2 基础回路层控制器设计

提升至框架周期 T0 之后的基础回路层控制系

统 (Ā, B̄, C̄, D̄) 为一个多输入多输出的非方系统,
且相比于原系统, 不仅输入输出的维度大大增加, 而
且变量之间的耦合性也随之加强, 难以实施常规的
PID 控制方法. 因此, 本文采用 MPC 对其进行控
制. 为简单起见, 推导过程中的预测时域和控制时域
均设置为 1, 具体如下.

根据式 (3) 可得到预测模型为

xxxfff (m + 1 | m) = Āxxxfff (m) + B̄ūuu(m) (4)

ȳyy(m + 1 | m) = C̄xxxfff (m + 1 | m) + D̄ūuu(m + 1) =

C̄Āxxxfff (m) + C̄B̄ūuu(m) + D̄ūuu(m + 1)
(5)

由于工业过程均为连续变化的系统, 且底层基
础回路控制采样与控制周期较小, 通常为秒级或毫
秒级, 前后连续两个时刻系统变化不大, 因此, 为简
单起见, 将 ūuu(m + 1) 用 ūuu(m) 来代替, 则上式改写
为

ȳyy(m + 1 | m) = Sxxxxfff (m) + Suūuu(m) (6)

其中, Sx = C̄Ā, Su = C̄B̄ + D̄.
工业过程控制系统通常希望过程变量与设定值

值尽可能接近外, 还希望生产过程中的各类消耗尽
可能低, 故采用如下目标函数:

Jmpc = ‖Γȳ(ȳyy(m + 1 | m)− αwww(m + 1))‖2+

‖Γūūuu(m)‖2
(7)

其中, α = [Iny×ny
· · · Iny×ny

]T ∈ RNy×ny 表示将设

定值 www 的维度提升至与 ȳyy 相同的系数矩阵, Γȳ, Γū

分别为预测控制输出和控制量的加权因子, 其中,

Γū := diag{Γū1 ,Γū2 , · · · ,ΓūNu
}

Γȳ := diag{Γȳ1 ,Γȳ2 , · · · ,ΓȳNy
}

为求解 minūuu(m) Jmpc(xxxfff (m), ūuu(m)) 的最优控
制问题, 首先定义辅助变量:

ρ :=

[
Γȳ(ȳyy(m + 1 | m)− αwww(m + 1))

Γūūuu(m)

]
(8)
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则目标函数 (7) 变为

Jmpc = ρTρ (9)

将预测方程 (6) 代入式 (8), 可得:

ρ =

[
ΓȳSu

Γū

]
ūuu(m)−

[
Γȳ(αwww(m + 1)− Sxxxxfff (m))

0

] (10)

求 Jmpc 的极值, 即令 dρTρ
dūuu(m)

= 0, 不难得到最优
控制律为

ūuu(m) = Kmpc(αwww(m + 1)− Sxxxxfff (m)) (11)

其中, Kmpc = (ST
u ΓT

ȳ ΓȳSu + ΓT
ūΓū)−1ST

u ΓT
ȳ Γȳ.

由于运行层具有慢时间尺度特性, 其优化出
的设定值 www 在运行控制周期 T 内保持不变, 故
www(m + i) = www(m), i = 1, 2, · · · , ξ − 1 (ξ = T/T0),
由此可得:

ūuu(m) = Kmpc(αwww(m)− Sxxxxfff (m)) (12)

将式 (12) 代入式 (3), 可得系统闭环方程:
{

xxxfff (m + 1) = Âxxxfff (m) + B̂www(m)

ȳyy(m) = Ĉxxxfff (m) + D̂www(m)
(13)

其中, Â = Ā − B̄KmpcSx, B̂ = B̄Kmpcα, Ĉ =
C̄ − D̄KmpcSx, D̂ = D̄Kmpcα.

注 3. 将 ūuu(m + 1) 用 ūuu(m) 来代替只是工程上
的一种近似处理方法, 对于变化较快的工业过程, 可
计算求解两个控制时间序列即 ūuu(m) 和 ūuu(m + 1),
但每一时刻只实施当前的控制量.

3 基于递归提升和 Q-学习方法的运行层控

制器设计

3.1 基于递归提升的运行层多速率处理方法

如式 (13)所示,基础回路层闭环控制周期为 T0,
而运行层的控制周期为 T , 通常情况下 T > T0, 此
时运行层控制器的设计仍然是一个多速率控制问题,
因此首先需要将系统 (Â, B̂, Ĉ, D̂) 提升到慢时间尺
度 T , 通过递推容易得到:

xxxfff ((k + 1)T ) = xxxfff (kT + ξT0) =

Âxxxfff (kT + (ξ − 1)T0) + B̂www(kT ) =

Â(Âxxxfff (kT + (ξ − 2)T0) + B̂www(kT ))+

B̂www(kT ) = Âξxxxfff (kT ) +
ξ−1∑
i=0

ÂiB̂www(kT ) (14)

则通过递归提升后的系统可以表示为

{
xxxfff (k + 1) = Ãxxxfff (k) + B̃www(k)

ȳyy(k) = C̃xxxfff (k) + D̃www(k)
(15)

其中, Ã = Âξ, B̃ =
∑ξ−1

i=0 ÂiB̂, C̃ = Ĉ, D̃ = D̂.
式 (15) 即是基础回路层在慢时间尺度 T 下的

闭环模型, 可与运行过程模型相结合构成运行层的
广义被控对象.
考虑如下连续时间运行过程模型:

{
ẋxxsss(t) = Ac′xxxsss(t) + Bc′yyy(t)

rrr(t) = Cc′xxxsss(t) + Dc′yyy(t)
, Dc′ = 0 (16)

其中, xxxsss ∈ Rnx′ , rrr ∈ Rnr 分别为运行过程的状态

和运行指标变量, nx′ 和 nr 分别为状态和运行指标

变量的维数; Ac′ , Bc′ 和 Cc′ 为运行过程模型的系统

矩阵.
对式 (16) 按周期 T 进行离散化可得:

{
xxxsss(k + 1) = Asxxxsss(k) + Bsyyy(k)

rrr(k) = Csxxxsss(k) + Dsyyy(k)
(17)

其中, As = eAc′T , Bs =
∫ (k+1)T

kT
e[(k+1)T−τ ]dτBc′ =∫ T

0
eAc′ tdtBc′ , Cs = Cc′ , Ds = Dc′ .
易知 ȳyy(k) 和 yyy(k) 存在如下关系:

yyy(k) = βȳyy(k) (18)

其中, β =

[
Iny×ny

0ny×ny
· · · 0ny×ny︸ ︷︷ ︸
p−1

]

结合式 (15)、式 (17) 两式联立得到如下增广矩
阵:

xxx(k+1) =

[
xxxfff (k + 1)
xxxsss(k + 1)

]
:= Axxx(k)+Bwww(k) (19)

其中, A =

[
Ã 0

BsβC̃ As

]
, B =

[
B̃

BsβD̃

]

由此可得, 统一时间尺度后的运行层广义被控
对象为

{
xxx(k + 1) = Axxx(k) + Bwww(k)

rrr(k) = Cxxx(k) + Dwww(k)
(20)

其中, C =
[

DsβC̃ Cs

]
, D = DsβD̃.
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3.2 运行层设定值优化问题

为了公式的清晰表达, 在下文中多处将 rrr(k),
rrr∗∗∗(k), www(k), www∗∗∗(k), xxx(k) 和 XXX(k) 表示为 rrrk, rrr∗∗∗k,
wwwk, www∗∗∗k, xxxk 和XXXk, 两种表示方法同义.

为实现运行指标跟踪理想运行指标 rrr∗∗∗, 定义如
下性能指标:

J =
1
2

∞∑
i=k

((rrri − rrr∗∗∗i )
TQ(rrri − rrr∗∗∗i ) + wwwT

i Rwwwi) (21)

其中, Q 和 R 分别为半正定矩阵和正定矩阵; 运行
指标的期望轨迹采用类似文献 [26] 的处理方法, 即

rrr∗∗∗k+1 = Frrr∗∗∗k (22)

注 4. 对于跟踪问题, 性能指标的前一项为了使
跟踪误差足够小, 保证实际运行指标能够跟踪期望
值; 后一项的引入是为了限定控制输入的变化程度,
避免设定值过大.
注 5. 为保证优化控制的可实现性, 还需修定

性能指标, 这是因为性能指标函数中包含回路设定
值部分, 如果当 k → ∞, rrr∗∗∗k 不收敛于 0, 而设定
值 www(k) 由于依赖系统状态 xxx(k) 和理想运行指标
rrr∗∗∗(k), 也不收敛于 0, 性能指标 (21) 可能无界. 实际
工业过程中, 运行指标表征工业生产中间过程的产
品质量、能耗与物耗等, 无法满足 k → ∞ 时 rrr∗∗∗k 收
敛到 0 的条件, 为此, 需要在性能指标函数中引入折
扣因子 γ (0 < γ < 1) 避免对 rrr∗∗∗k 收敛到 0 的限制,
使得只要系统输入输出有界, 则 J 有界.
结合式 (20) 和 (21), 运行层的设定值优化转化

为求解如下带有折扣因子的线性二次跟踪 (Linear
quadratic tracking, LQT) 问题.





min
wwwk

1
2

∞∑
i=k

γi−k((rrri − rrr∗∗∗i )
TQ(rrri − rrr∗∗∗i ) + wwwT

i Rwwwi)

s. t.式 (20) 和 (22)
(23)

当广义被控对象模型即式 (20) 已知时, 可通过
引入贝尔曼方程及哈密尔顿函数求解上述带有折扣

因子的 LQT 问题. 但对于工业过程, 其运行过程机
理复杂难以获得模型 (As, Bs, Cs, Ds),因此,式 (20)
含有部分未知模型, 导致难以采用传统 LQT 求解方
法. 下文首先将求解 LQT 问题转化为线性二次调
节 (Linear quadratic regular, LQR) 问题. 进而引
入贝尔曼方程及哈密尔顿函数进行求解, 阐明该方
法对系统全动态模型的依赖, 继而采用增强学习, 设
计一种基于 Q-学习的数据驱动方法.

3.3 基于模型的运行层设定值优化

首先引入增广向量XXX(k) =

[
xxx(k)
rrr∗∗∗(k)

]
, 增广后

的广义被控对象的状态方程为:

XXX(k + 1) =

[
xxx(k + 1)
rrr∗∗∗(k + 1)

]
=

[
A 0
0 F

][
xxx(k)
rrr∗∗∗(k)

]
+

[
B

0

]
www(k) ≡

TXXX(k) + B1www(k) (24)

此时,设计系统的设定值为wwwk = Kxxxxk +Krrrr
∗∗∗
k,

将其代入到 rrrk = Cxxxk + Dwwwk 中, 则性能指标可以
表示为如下值函数:

V (xxxk, rrr
∗∗∗
k) =

1
2

∞∑
i=k

γi−k(XXXT
i Q1XXX i + wwwT

i Rwwwi) (25)

其中, Q1 = CT
1 QC1, C1 =

[
C + DKx DKr − I

]
.

则有折扣因子的 LQT 问题 (23) 可重写为如下
LQR:




min
wwwk

1
2

∑∞
i=k γi−k(XXXT

i Q1XXX i + wwwT
i Rwwwi)

s. t. (24)
(26)

进一步将 wwwk = Kxxxxk + Krrrr
∗∗∗
k 代入式 (25) 中,

可得:

V (xxxk, rrr
∗∗∗
k) =

1
2

∞∑
i=k

γi−k((εxxxi + δrrr∗∗∗i )
TQ(εxxxi + δrrr∗∗∗i )+

(Kxxxxi + Krrrr
∗∗∗
i )

TR(Kxxxxi + Krrrr
∗∗∗
i )) =

1
2

∞∑
i=0

γi(xxxT
i+k(ε

TQε + KT
x RKx)xxxi+k+

xxxT
i+k(ε

TQδ + KT
x RKr)rrr∗∗∗i+k+

(rrr∗∗∗i+k)
T(δTQε + KT

r RKx)xxxi+k+

(rrr∗∗∗i+k)
T(δTQδ + KT

r RKr)rrr∗∗∗i+k)
(27)

其中, ε = C + DKx, δ = DKr − I, 根据式 (20) 和
(22) 可得:

rrr∗∗∗i+k = F irrr∗∗∗k (28)

xxxi+k = Gixxxk + Mrrr∗∗∗k (29)

其中, G = A + BKx, M =
∑i−1

n=0 Gi−n−1BKrF
n,

将以上两式代入式 (27) 中可得:

V (xxxk, rrr
∗∗∗
k) =

1
2
xxxT

k P11xxxk +
1
2
xxxT

k P12rrr
∗∗∗
k+

1
2
(rrr∗∗∗k)

TP21xxxk +
1
2
(rrr∗∗∗k)

TP22rrr
∗∗∗
k (30)
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其中

P11 =
∞∑

i=0

γi((Gi)T(εTQε + KT
x RKx)Gi)

P12 =
∞∑

i=0

γi((Gi)T(εTQδ + KT
x RKr)F i)+

(Gi)T(εTQε + KT
x RKx)M

P21 =
∞∑

i=0

γi((F i)T(δTQε + KT
r RKx)Gi)+

MT(εTQε + KT
x RKx)Gi

P22 =
∞∑

i=0

γi(MT(εTQδ + KT
x RKr)F i + MT

(εTQε + KT
x RKx)M + (F i)T(δTQε+

KT
r RKx)M + (F i)T(Q + KT

r RKr)F i)

则值函数表示为

V (xxxk, rrr
∗∗∗
k) = V (XXXk) =

1
2
XXXT

k PXXXk (31)

其中, P =

[
P11 P12

P21 P22

]
.

由式 (25) 和 (31), 可得如下贝尔曼方程:

V (XXXk) =
1
2
(XXXT

k Q1XXXk+wwwT
k Rwwwk)+γV (XXXk+1,wwwk+1)

(32)
将式 (31) 代入式 (32), 有

XXXT
k PXXXk = XXXT

k Q1XXXk + wwwT
k Rwwwk + γXXXT

k+1PXXXk+1

(33)
由此, 得到如下 LQR 问题的哈密尔顿函数:

H(XXXk,wwwk) =XXXT
k Q1XXXk + wwwT

k Rwwwk+

γXXXT
k+1PXXXk+1 −XXXT

k PXXXk

(34)

根据文献 [27−28], 求解 LQR 问题需满足最优
性的必要条件:

∂H(XXXk,wwwk)
∂wwwk

=2Rwwwk+

γ

(
∂XXXk+1

∂wwwk

)T
∂V (XXXk+1)

∂XXXk+1

=

2Rwwwk + 2γBT
1 PXXXk+1 = 0 (35)

将式 (24) 代入上式, 得到:

www∗∗∗k = K∗XXXk (36)

其中, K∗ = −(R+γBT
1 PB1)−1γBT

1 PT , 矩阵 P 可

由式 (24) 和 (35) 代入贝尔曼方程 (33) 中离线计算

获得, 即求解如下的黎卡提方程 (Algebraic riccati
equation, ARE).

Q1−P + γTTPT − γ2TTPB1×
(R + γBT

1 PB1)−1BT
1 PT = 0 (37)

也可采用在线策略迭代算法逐步求解矩阵 P 和最优

控制率K∗, 具体算法如下:
算法 1. 基于贝尔曼方程的在线策略迭代算法
步骤 1. 策略评估 (用贝尔曼方程计算 P j+1,

j = 1, 2, · · · );
XXXT

k P j+1XXXk =XXXT
k (Q1 + (Kj)TRKj)XXXk+

γXXXT
k+1P

j+1XXXk+1

(38)

步骤 2. 策略提升

Kj+1 = −(R + γBT
1 P j+1B1)−1γBT

1 P j+1T (39)

在线策略迭代算法在初始值 K1 能镇定系统的

情况下, 可通过迭代 LQR 贝尔曼方程 (38), 采用最
小二乘法 (Least squares, LS) 或其递推算法 (Re-
cursive least squares, RLS)计算正定矩阵 P j+1, 并
改进设定值优化策略 wwwj+1

k = Kj+1XXXk, 直到收敛,
从而获得最优的设定值.
从上述计算过程可以看出, 无论是采用 ARE 离

线求解还是采用在线策略迭代算法, 均依赖系统的
全部动态信息 (T, B1), 对于无法建立运行过程的工
业系统, 两种算法均难以使用. 因此, 在下节中将利
用 Q-学习来求解带有折扣因子的 LQR 问题, 实现
设定值优化.

3.4 基于Q-学习的数据驱动运行层设定值优化

基于 Q-学习的设定值优化方法是一种在线迭代
算法, 其不需要系统动态信息 (T,B1), 具体算法如
下:
根据贝尔曼方程 (33), 定义 Q-函数为

Q(XXXk,wwwk) =
1
2
XXXT

k Q1XXXk +
1
2
wwwT

k Rwwwk+

1
2
γXXXT

k+1PXXXk+1

(40)

由增广系统 (24) 可改写式 (40) 为

Q(XXXk,wwwk) =
1
2
XXXT

k Q1XXXk+

1
2
wwwT

k Rwwwk +
1
2
γ(TXXXk + B1wwwk)T×

P (TXXXk + B1wwwk) =
1
2

[
XXXk

wwwk

]T

×
[
Q1 + γTTPT γTTPB1

γBT
1 PT R + γBT

1 PB1

][
XXXk

wwwk

]
(41)
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因此, 定义:

Q(XXXk,wwwk) =

1
2

[
XXXk

wwwk

]T [
HXX HXw

HwX Hww

][
XXXk

wwwk

]
=

1
2

[
XXXk

wwwk

]T

H

[
XXXk

wwwk

]
(42)

求解最优设定值, 需对式 (42) 求极值, 即使
∂Q(XXXk,wwwk)

∂wwwk
= 0, 有:

www∗∗∗k = −H−1
wwHwXXXXk (43)

由此可以看出最优设定值的求解只与矩阵 H

相关, 类似第 3.3 节中算法 1 的在线策略迭代算法,
本文通过在线采集的数据XXXk, ZZZk, ZZZk+1 对矩阵 H

进行逐步估计, 从而求得最优设定值 www∗∗∗. 具体算法
如下.

首先定义: ZZZk =
[

XXXT
k wwwT

k

]T

, 代入式 (42)

可将其改写为

Q(XXXk,wwwk) =
1
2
ZZZT

k HZZZk (44)

由于 Q-函数满足如下贝尔曼方程:

Q(XXXk,wwwk) =
1
2
XXXT

k Q1XXXk +
1
2
wwwT

k Rwwwk+

γQ(XXXk+1,wwwk+1)
(45)

将上式 (44) 代入式 (45) 可得:

ZZZT
k HZZZk = XXXT

k Q1XXXk + wwwT
k Rwwwk + γZZZT

k+1HZZZk+1

(46)
根据式 (43) 和 (46), 可采用算法 2 所示的在线

策略迭代算法逐步求解矩阵 H 和最优设定值www∗∗∗.
算法 2. 基于 Q-函数的策略迭代算法
步骤 1. 策略评估

ZZZT
k Hj+1ZZZk =XXXT

k Q1XXXk + (wwwj
k)

TRwwwj
k+

γZZZT
k+1H

j+1ZZZk+1

(47)

步骤 2. 策略提升

wwwj+1
k = −(Hj+1

ww )−1Hj+1
wX XXXk (48)

在每一次策略评估时, 矩阵 Hj+1 可利用数据

XXXk, ZZZk, ZZZk+1, 采用 LS 或 RLS 获得; 此后将 Hj+1

用于策略提升, 更新后的设定值wwwj+1
k 在基础回路层

MPC 控制器的作用下, 产生新的工业过程数据, 再
次用于策略评估, 如此循环, 当算法收敛时, 通过式
(48) 即可求得最优设定值www∗∗∗. 从上述算法过程可以

看出, 基于 Q-学习的设定值优化方法无需任何系统
动态先验知识, 是一种无模型的数据驱动方法.

注 6. 为保证式 (47) 中 Hj+1 能够在 LS 或
RLS 算法下被准确估计, 要求数据充分, 因此在执
行策略迭代时需要加入持续激励条件. 实际上, 工业
过程在运行时不可避免会受测量扰动的影响, 因此,
一定程度上保证算法所需的充分持续激励条件, 从
而使得 Hj+1 能够被准确估计. 从强化学习的角度
看, 干扰可以帮助算法更有效地探索周围的环境, 增
加选择最优值的几率.
注 7. 由式 (47) 可以看出, Hj+1 是控制参数,

本文直接采用 LS 或 RLS 算法对 Hj+1 进行估计,
从而计算控制输出, 不需要辨识系统模型. 因此, 从
自适应控制的角度看, 是一种直接自适应控制方法,
对于具有不确定性和时变的被控对象具有一定的自

学习和自适应能力.

3.5 数据驱动运行层设定值优化算法的收敛性分析

由于 V (XXXk) 和 Q(XXXk,wwwk) 在数学公式上等价,
结合式 (31) 和 (41) 可以得到:

Q(XXXk,wwwk) =
1
2
XXXT

k PXXXk =
1
2
ZZZT

k HZZZk (49)

由此可以看出 Q-函数和 H 矩阵的同趋性, 因
此, 当 Q-函数随着 j → ∞ 而趋于最优值时, Hj 和

Kj 都会趋于最优值, 本节即通过这个思想来证明算
法的收敛性.
在 LS 算法充分求解, 保证式 (47) 中 Hj+1 能

被准确估计, 且在初始控制策略保证运行指标稳定
的前提下, 可得引理 1.
引理 1.

Hj+1 =

[
Q1 0
0 R

]
+ γ

[
T B1

KjT KjB1

]T

×

Hj+1

[
T B1

KjT KjB1

]

(50)

证明. 由wwwj
k = KjXXXk 和式 (47) 可得:

ZZZT
k Hj+1ZZZk =
[

XXXk

wwwk

]T [
Q1 0
0 R

][
XXXk

wwwk

]
+ γ

[
XXXk

wwwk

]T

×
[

T B1

KjT KjB1

]
Hj+1

[
T B1

KjT KjB1

]
×

[
XXXk

wwwk

]
= ZZZT

k

[
Q1 0
0 R

]
ZZZk + γZZZT

k×
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[
T B1

KjT KjB1

]
Hj+1

[
T B1

KjT KjB1

]
ZZZk

(51)

由此易得式 (50). ¤
引理 2.

Hj+1 =

[
Q1 + γTTP j+1T γTTP j+1B1

γBT
1 P j+1T R + γBT

1 P j+1B1

]

(52)
Kj+1 和 P j+1 的关系如式 (39) 所示, 其中,

P j+1 =
1
γ

[
I (Kj)T

]
Hj+1

[
I (Kj)T

]T

(53)
证明. 式 (52) 可直接由式 (41) 得到, 根据式

(49) 可得:

γXXXT
k P j+1XXXk =

[
XXXk

wwwk

]T

Hj+1

[
XXXk

wwwk

]
(54)

结合wwwj
k = KjXXXk, 进一步可得:

γXXXT
k P j+1XXXk =XXXT

k

[
I (Kj)T

]
Hj+1×

[
I (Kj)T

]T

XXXk (55)

由此易得式 (53). ¤
引理 3. P j+1 满足如下迭代过程:

γP j+1 =Q1 + (Kj)TRKj+1+

γ(TT + (Kj)TBT
1 )P j+1(T + B1K

j)
(56)

pj+1 和 Hj+1 是同步且等价的.
证明. 将引理 2 中的式 (52) 代入式 (53) 可得:

P j+1 =
1
γ

[
I

Kj

]T [
Q1 + γTTP j+1T

γBT
1 P j+1T

γTTP j+1B1

R + γBT
1 P j+1B1

][
I

Kj

]

(57)

展开后经过整理即可得到式 (56). ¤
定理 1. 假设 LQR 问题在状态反馈信息下是

可解的且具有一个值结构. 那么, 初始值H0、K0 在

稳定范围内时, 通过定理 1 中式 (50) 的迭代, Hj 会

最终趋近于 H∗. 其中 H∗ 为 Q-函数迭代至最优值
Q∗(XXXk,wwwk) 时的取值, 此时 P ∗ 的值对应式 (37) 所
能求出的理想解.

证明. 已有文献已证明广义 ARE 通过迭代可
以保证初始值 P 0 = 0 时, P 收敛于 P ∗[29], 从而说
明本文 ARE 可通过式 (55) 的迭代使得 P j 收敛于

P ∗. 又引理 2 和 3 说明了 P j 和 Hj 是同步变化的,
所以 Hj 最终也会趋近于期望值 H∗, 即

Hj →
[

Q1 + γTTP ∗T γTTP ∗B1

γBT
1 P ∗T R + γBT

1 P ∗B1

]
(58)

上述算法的收敛性分析是在 LS 可充分求解的
前提下讨论的, 对于采用 RLS 算法下的控制器收敛
性分析, 详见文献 [30]. ¤

4 仿真实验

为了验证本文方法的有效性, 本文以典型工业
闭路磨矿过程为对象进行仿真实验研究.

4.1 闭路磨矿工艺流程

磨矿过程是对矿石经过物理的研磨、分级处理,
将颗粒由大变小, 从而将有用矿物从脉石中分离出
来. 本文选取如图 2 所示的典型磨机过程, 其由电振
给矿机、球磨机和水力旋流器等设备组成. 磨矿生
产过程中, 原矿首先和一定比例的水被输送至球磨
机, 球磨机通过自身旋转带动机内钢球对矿石进行
研磨. 研磨后的矿石随矿浆流动从球磨机出口处排
出流入泵池, 矿浆经稀释后由底流泵打入水力旋流
器进行粒度分级, 形成含有细颗粒物的溢流矿浆和
含有粗颗粒物的底流矿浆. 底流矿浆返回至球磨机
再进行研磨, 形成循环负荷. 由于粒度过粗或过细都
不利于有用矿粒的选别, 因此溢流矿浆的产品粒度
rrr1 是关键的运行指标之一; 此外, 循环负荷 rrr2 反映

了磨矿能耗水平, 是体现磨矿运行效率的重要运行
指标. 磨矿过程控制的目标即是实现产品粒度 rrr1 和

循环负荷 rrr2 的优化控制.
由于产品粒度 rrr1 和循环负荷 rrr2 与磨机给矿量

和泵池补加水密切相关, 因此, 磨矿系统通常设置磨
机给矿和泵池补加水两个基础控制回路, 运行过程
以磨机给矿量和泵池补加水量为输入, 以运行指标
为输出. 由于给矿和给水的动态过程较快, 而矿石研
磨需要较长的时间, 因此, 磨矿过程的回路过程和运
行过程具有不同时间尺度特性, 是一个典型的多层
次、多时间尺度的控制问题. 为了验证本文所提方
法, 将电振给矿机频率 uuu1 和泵池补水阀门开度 uuu2

两个基础控制回路的控制周期 T1 设置为 2 s, 磨机
给矿量 yyy1、和泵池补水流量 yyy2 的采样频率 T2 设置

为 3 s, 运行层周期 T 为 60 s, 即 ξ = 10. 根据本文
所提的多速率分层运行优化控制方法, 可以得到基
周期 h 为 1 s, 框架周期即基础回路层控制周期 T0

为 6 s.
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图 2 闭路磨矿过程工艺流程图

Fig. 2 Flow chart of closed-circuit mineral grinding process

根据文献 [31], 结合实际磨矿过程, 两层动态模
型分别采用式 (49) 和式 (50) 来近似模拟.

[
yyy1(s)
yyy2(s)

]
=




0.1457
s + 0.0654

0

0
0.1807

s + 0.0823




[
uuu1(s)
uuu2(s)

]
(59)

[
rrr1(s)
rrr2(s)

]
=




−0.4
3.5s + 1

3.42(1− 0.994)
(s + 1)(2s + 1)

0.8
3.2s + 1

2.5
5.5s + 1




[
yyy1(s)
yyy2(s)

]
(60)

将上述模型转换为控制器设计所需的状态空间

模型, 即





ẋxxfff (t) =

[
−0.0654 0

0 −0.0823

]
xxxfff (t)+

[
0.1457 0

0 0.1807

]
uuu(t)

yyy(t) =

[
1 0
0 1

]
xxxfff (t)

(61)





ẋxxsss(t) =




−0.286 0 0 0
0 −0.313 0 0
0 0 −1.5 −0.5
0 0 1 0
0 0 0 0

0
0
0
0

−0.182




xxxsss(t) +




1 0
0 1
1 0
0 0
0 1



yyy(t)

rrr(t) =

[
−0.114 0.25 0 0 0

0 0 0 0.01 0.455

]
xxxsss(t)

(62)
由于本文方法不需要运行过程动态信息, 因此

运行过程模型 (52) 只用于被控对象仿真, 其在控制
器设计时并未使用.

4.2 仿真实验研究

实验设置期望的磨矿粒度为 70%, 期望的循环
负荷为 150 t/h, 即 rrr∗∗∗ = [70, 150]T. 本文方法首先
依靠系统运行产生的新数据, 通过 Q-学习给出新的
决策量www 作为给矿量和泵池补水量的设定值. 然后,
基础回路层通过MPC 控制器调整给矿量控制量和
泵池补水量控制量, 使给矿量、补水量跟踪运行层所
给的设定值www.
采用本文所提方法的控制效果如图 3∼ 5 所示,

图 3 描绘的是运行层磨矿粒度和循环负荷跟踪其期
望值的变化曲线; 图 4 给出了基础回路层给矿量和
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泵池补水量跟踪其设定值的变化曲线; 图 5 是基础
回路层给矿机电振频率和泵池补加水阀门开度的变

化曲线.
从图 3 可以看出, 在运行指标初始状态与期望

值较大偏离的情况下, 控制系统在 6 个运行控制周
期即 360 s 内快速实现了运行指标 rrr 的优化控制, 并
在每一次磨机给矿量和泵池补水流量回路的设定值

www1 和 www2 优化设定后, 其过程变量 yyy1 和 yyy2 均能够

在远小于运行控制周期的时间内跟踪设定值. 由此
可以看出, 本文所提出的工业过程多速率分层运行
优化控制方法在基础回路层和运行层均能够获得良

好的控制效果. 此外, 在第 900 s 仿真时间处, 使模
型参数发生突变, 以模拟实际生产过程中矿石性质
(如矿石硬度和矿石粒度) 的变化对系统的扰动. 从
仿真结果可以看出, 在出现扰动后, 本文方法凭借其
自身的自适应能力, 可以使运行指标快速回到其期
望值, 具有良好的稳定性.
将所提方法与 PI+MPC 和 PI+PI 两种控制

方法, 在相同实验条件下进行对比. 其中 PI+MPC
控制方法在运行层采用 PI 控制器, 控制器参数取

KH
P =

[
−5 0
0 1

]
, KH

I =

[
−1 0
0 0.25

]
, 基础回

路层采用本文所提出的基于提升技术和 MPC 的

控制器, 其控制结果如图 6 和图 7 所示. PI+PI
控制方法在运行层和基础回路层均采用 PI 控制
方法以单速率设计控制器, 运行层的控制器参数取

KH
P =

[
−5 0
0 1

]
, KH

I =

[
−1 0
0 0.25

]
; 基础回

路层的参数取 KL
P =

[
5 0
0 6

]
, KL

I =

[
2 0
0 2

]
,

其控制结果如图 8 和图 9 所示.
从图 7 和图 9 可以看出, PI+MPC 控制方法由

于基础回路层采用了提升技术和MPC, 基础回路层
的跟踪效果好于 PI+PI 控制方法, 这是因为采用提
升技术和MPC 设计的控制器一方面可以很好地解
决多速率导致的时变特性, 另一方面能够对系统的
耦合进行有效的处理. 由于 PI+MPC 与 PI+PI 两
种控制方法在运行层均采用 PI 控制器, 因此对运行
指标的控制效果相似, 这可从图 6 和图 8 看出. 虽然
两种控制方法均能实现磨矿粒度和循环负荷两个运

行指标的跟踪, 但调节时间约 1 000 s, 均远远大于本
文所提方法下的 360 s. 由此可以看出, 本文所提出
的工业过程多速率分层运行优化控制方法具有响应

速度快, 且稳定好的特点, 对稳定运行指标, 实现工
业过程的提质增效效果显著.

图 3 本文方法下的运行指标控制曲线

Fig. 3 Control curve of operational indices using the proposed method

图 4 本文方法下的基础回路层输出曲线

Fig. 4 Output curve of basic loop layer using the proposed method
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图 5 本文方法下的基础回路层输入曲线

Fig. 5 Input curve of basic loop layer using the proposed method

图 6 PI+MPC 方法下的运行指标控制曲线

Fig. 6 Control curve of operational indices using the PI+MPC method

图 7 PI+MPC 方法下的基础回路层输出曲线

Fig. 7 Output curve of basic loop layer using the PI+MPC method

图 8 PI+PI 方法下的运行指标控制曲线

Fig. 8 Control curve of operational indices using the PI+PI method
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图 9 PI+PI 方法下的基础回路层输出曲线

Fig. 9 Output curve of basic loop layer using the PI+PI method

5 结论

本文针对多层次、多时间尺度、且运行层模型

未知的复杂工业过程, 创新性的考虑了多速率分层
问题, 将提升技术、模型预测与增强学习方法相结
合, 提出一种工业过程多速率分层运行优化控制方
法. 其通过两种提升方法将多速率分层问题统一到
一个时间尺度, 采用一种数据驱动的 Q-学习算法,
求解基础回路最优设定值, 同时设计基础回路层的
MPC 控制器实现设定值的快速跟踪, 从而最终实现
运行指标对其期望值的跟踪. 将本文方法针对一段
闭环磨矿过程进行了仿真实验研究, 表明了其有效
性. 本文方法无需采用运行层模型来设计运行层控
制器, 仅利用数据通过自学习实现设定值的在线优
化, 对运行层机理复杂难以建立模型的复杂工业过
程控制器的设计具有参考价值.
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