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有限时间一致无迹Kalman滤波器

刘 鹏 1, 2 田玉平 1, 2 张 亚 1, 2

摘 要 本文研究多个传感器测量非线性系统时的分布式无迹 Kalman 滤波器 (Unscented Kalman filter, UKF) 的设计问

题. 借助离散多智能体系统有限时间平均一致算法的思想, 针对无向通信和有向通信网络分别设计了两种不同的滤波算法. 对

于无向连通的通信拓扑, 利用节点存储的一致性算法的迭代值构造差向量, 由该差向量构成的 Hankel 矩阵的核来得到分布式

无迹 Kalman 滤波器, 并通过利用误差协方差矩阵的逆来构造 Lyapunov 函数, 基于随机稳定性引理证明了该有限时间一致

无迹Kalman 滤波器的稳定性. 对于有向强连通的通信拓扑, 结合比率一致和 Hankal 矩阵的核来设计分布式无迹Kalman 滤

波器, 该滤波器的稳定性与无向通信拓扑的滤波器相同. 最后, 通过仿真例子来验证所提滤波器的跟踪效果.
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Finite-time Consensus Based Unscented Kalman Filter
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Abstract This paper investigates how to design the distributed unscented Kalman filter (UKF) for nonlinear system in

sensor networks. With the aid of finite-time average consensus for discrete-time multi-agent systems, we present unscented

Kalman filters for undirected and directed communication topologies, respectively. For the undirected communication case,

the distributed unscented Kalman filter is computed by the kernels of some Hankel matrices. The components of these

Hankel matrices are the difference values of this node′s current and past consensus iteration values. The stability of this

filter is further proved via the Lyapunov function and the stochastic stability theory. For the strongly connected directed

communication case, a distributed unscented Kalman filter is designed through combining ratio consensus and Hankel

matrix. Finally, the tracking performance of these two filters are verified by the simulation examples.
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无线传感器网络由分布在一定空间的自主传感

器节点组成, 这些传感器可以对周围环境数据进行
采集、通信和计算. 无线传感器网络具有易安装、低
计算成本、对节点失效不敏感和可扩展性等优点.
分布式估计是无线传感器网络的一个重要应用方面,
例如麦克风阵列中对演讲者或目标的跟踪[1], 智能
电网的状态估计[2−3] 以及其他相关应用[4−5] 等. 传
感器节点由电池供电, 当电量损失过多后难以及时
更换, 一个有效办法是通过减少节点之间的通信来
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延长传感器网络的寿命, 从而设计出具有适量通信
的分布式估计算法是目前的一个可行研究方向[6−7].
一致性算法[8] 通过节点间的局部合作使得所

有节点达到一个共同量, 这个一致值与节点的初始
状态和网络的拓扑结构紧密相关. 近来, 利用一致
性策略来设计分布式估计算法受到众多研究者的重

视[4−5, 9]. 对于线性系统, 目前基于一致性的滤波算
法主要有三类. 第一类称为单时标协议, 即估计器
算法的运行时间与一致迭代的运行时间相同. 扩散
Kalman 滤波和 H∞ 一致滤波均属于此类. 第二类
是传输局部新息量给周边邻居, 此类算法是对局部
新息运行一致 (如赋权平均)[5, 10]. 第三类是对信息
向量和信息矩阵进行一致性算法[5, 11]. 第二类和第
三类属于双时标协议. 大多数基于一致性滤波算法
中的一致迭代是一个渐近的过程, 有限次一致性迭
代时可能无法得到精确一致值. 因此, 加快一致算法
收敛来得到高精度的滤波器是一个努力的方向, 且
已有一些相关的结果[6−7, 10, 12]. 文献 [7]利用扩散策
略将其前期基于一致性策略的分布式滤波结果[4] 推
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广到单时标的情形, 这一推广明显减少了节点间的
通信量. 证明了如果连通网络中至少存在一个稳定
的节点, 则所有的节点关于目标状态均能得到稳定
的估计值. 文献 [10] 将最大一致协议的思想应用到
分布式滤波器. 另一个减少通信的方法是利用分布
式动态跟踪算法[12], 该动态跟踪算法通过节点之间
的通信以分布的形式估计出时变信号的平均值. 故
而, 文献 [12] 中提出了一个融合平均跟踪算法的分
布式 Kalman-Bucy 滤波器. 最后, Yuan 等在文献
[6] 中利用构造 Hankel 矩阵的性质来实现加速一致
化的分布式滤波算法. 这也是一种减少通信的有效
办法.
实际系统的模型具有非线性的特点, 扩展

Kalman 滤波器通过对系统线性化来对非线性系
统状态进行估计. 若系统的非线性程度较弱, 扩展
Kalman 滤波算法跟踪效果较好, 但需要计算 Jaco-
bian 矩阵. 为了避免计算 Jacobian 矩阵和提高估
计精度, 无迹 Kalman 滤波器 (Unscented Kalman
filter, UKF) 是一个行之有效的选择. 无迹 Kalman
滤波器是利用确定采样得到的 Sigma-点来近似状态
的概率密度函数而非采用线性化技术[13−14], 随机变
量的后验统计特性由赋权 Sigma-点来近似. 该滤波
器及其各种变式亦具有预测 –更正的结构[15−17]. 文
献 [18−19] 分析了尺度参数对UKF 的影响. 当系统
的测量值由多个传感器提供时, 信息滤波器可以减
少集合测量矩阵的维数[20−22], 便于计算. 然而, 这些
信息滤波器[20−22] 要求传感器之间的通信方式为完

全图. 随着传感器技术的发展, 越来越多的学者将注
意力转移到分析和设计分布式 UKFs[2−3, 23−24], 分
布式 UKFs 无需通信拓扑为完全图, 本质上是对集
中形式滤波器的分布式实现. 文献 [2] 提出了一个分
散算法来实时估计电力系统的状态, 其将测量信号
作为伪输入来分散实现 UKF. 多域电力系统的电压
幅值和相角估计可以利用一致性算法得到[3], 对于
无向连通图, Li 等在文献 [23] 中提出了一个基于赋
权平均一致的UKF 算法, 并利用随机稳定性引理证
明了估计误差在均方意义下的有界性. 为了改进滤
波器的数值特征, 文献 [24] 提出了基于 Sigma-点的
信息赋权一致滤波器的平方根形式. 非线性系统滤
波器稳定性的证明, 通常利用矩阵不等式的放缩和
随机稳定性引理来进行[23, 25−26]. 文献 [2−3, 23−24]
中的算法采用的是双时标设计思想, 其中的一致性
迭代过程通过确定的常数来近似, 而精确的一致值
需要渐近得到, 此渐近一致过程需要极高的通信量.
上述文献所提出的设计协议无法直接应用于有

限通信量时的无迹Kalman滤波器. 因此, 本文的目
标便是来设计具有有限步通信时的 UKFs. 有限时
间一致性协议在文献 [27] 和文献 [28] 中都有了深入

研究. 本文主要将有限时间一致性协议融入到 UKF
算法中, 有效减少文献 [23−24] 中一致性迭代的步
数, 从而减少通信量、延长网络的寿命.
与现有文献相比, 该文所得结论的主要贡献包

括:
1) 对于无向连通的传感器网络, 通过构造 Han-

kel 矩阵的方法来设计分布式有限时间一致 UKF 算
法, 并利用随机稳定性引理, 给出该分布式有限时间
一致 UKF 的稳定性证明.

2) 对于有向强连通的传感器网络, 通过平行计
算两个一致性协议的技术设计出此时的分布式有限

时间一致UKF 算法, 该滤波器的稳定性分析与无向
通信网络相似.

1 准备知识与问题描述

这一部分, 我们首先给出相关的图论知识以及
有限时间内达到平均一致的算法. 然后, 给出本文所
述问题的数学描述以及集中形式的 UKF.

1.1 图论

假设 G = {V, E} 为一个含有节点集合 V =
{v1, v2, · · · , vn} 和边集合 E ⊆ V × V 的有向图,
其中, (vi, vj) ∈ E 意味着该有向图上存在自节点
vi 到节点 vj 的通信连接. 图 G 的路径 vi Ã vj 是

指, 以 vi ∈ V 为始点, 以 vj ∈ V 为终点的集合 E
中的顺序相连的有向边集合, 并且不含有任何的环.
一个图称为无向图是指对任意的 (vi, vj) ∈ E , 都
有 (vj, vi) ∈ E . 对于一个无向图, 我们称其为连通
的是指, 图中的任何两个顶点 vi 和 vj 之间都有一

条无向路径来连接它们; 对于一个有向图, 我们称
其为连通的是指, 图中的任何两个顶点 vi 和 vj 之

间都有一条有向路径来连接它们, 此时也称该有向
图为强连通的. 一般来说, 无向边的两端添加方向
后, 任何无向连通图可视为有向强连通图. 节点 vi

的入邻居 N in
i 是满足条件 (vj, vi) ∈ E 的所有节点

vj 构成的集合; 节点 vi 的出邻居 N out
i 是满足条件

(vi, vj) ∈ E 的所有节点 vj 构成的集合. 对于无向图
有 N in

i = N out
i = Ni 成立, 其中, Ni 简称为节点 vi

的邻居. 节点 vi 的入度 din
i 是指其入边的数目, 即

din
i = |N in

i |; 节点 vi 的出度 dout
i 是指其出边的数目,

即 dout
i = |N out

i |.
1.2 平均一致协议及其有限时间实现

平均一致性协议可以通过节点之间的局部通信

来得到节点初始值的算术平均值. 无向连通通信拓
扑时, 一致性协议一般表示为[29]:

wi(k + 1) = wi(k) +
n∑

j=1

aij(wj(k)− wi(k)) (1)
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其中, wi(k) 是第 i (i ∈ {1, 2, · · · , n}) 个传感器 (或
自主体) 在 k 时刻对算术均值的估计值, n 是观测

到目标的传感器的数目, aij 表示边的权值 (传感器
i 和传感器 j 之间信息交换的系数). 如果 i = j 或

者节点 i 和节点 j 非直接连接, 则 aij = 0; 如果存
在边连接节点 i 和节点 j, 则 aij ∈ (0, 1). 为了保
证一致性算法的收敛性, 要求非零的边权值 aij 满

足 0 < aij < 2
di+dj−2

(其中, di 是自主体 i 的度, 即
与节点 i 相连接的自主体的数目及其自身). 选取适
当的权值 aij, 一致性协议 (1) 可以转化为下述形式
(2) (见文献 [8, 27])

wi(k + 1) = wi(k) + ε
∑
j∈Ni

(wj(k)− wi(k)) (2)

其中, 影响收敛速率的步长 ε 满足 0 < ε < 1
∆max

,
∆max 是图 G 的最大度. 通过运行迭代方程 (1) 或
方程 (2), 所有传感器节点都可以渐近地收敛到它们
初始值的算术均值, 即如果 k → ∞, 那么 wi(k) →
1
n

∑n

i=1 wi(0). 为了加快这个收敛过程, 一般可以选
取权值 aij 为Metropolis 权[24].
如果每个节点都有存储数据的能力, 则可以利

用自身存储的有限数据来构造一个Hankel矩阵. 所
有传感器节点初始值的算术均值可以利用构造的该

Hankel矩阵的正规化核与局部存储的状态值计算得
到. 计算的过程如下所述. 节点 i 在时刻 k = 2j − 1
(k 是奇数, j = 1, 2, · · · ) 存储自身所得的连续状态
值 wi(0), wi(1), · · · , wi(2j − 1). 这些连续值之间
的差, 可以按照方程 (3) 进行计算,

w̄i(k′) = wi(k′)−wi(k′−1), k′ = 1, 2, · · · , k (3)

同时存储这些差值. 针对每个传感器节点, 可以利用
这些差值构造一个大小为 j × j 的 Hankel 矩阵, 如
下表示

Hj
i =




w̄i(1) w̄i(2) · · · w̄i(j)
w̄i(2) w̄i(3) · · · w̄i(j + 1)

...
...

. . .
...

w̄i(j) w̄i(j + 1) · · · w̄i(2j − 1)




每一时刻计算构造的 Hankel 矩阵的秩. 如果某一
时刻开始, Hankel 矩阵为奇异矩阵, 可以计算出其
正规的核 βββ(i) = [β(i)

1 , · · · , β
(i)
Mi−1, 1]T, 其中, Mi 是

Hankel 矩阵首次出现奇异时的维数. 此时, 一致值
可以表示为

µ = lim
k→∞

wi(k) =
wwwT

Mi
βββ(i)

1Tβββ(i)

其中, wwwMi
= [wi(0), wi(1), · · · , wi(Mi − 1)]T.

上述计算过程得到的有限时间平均一致, 要求
通信拓扑为无向连通的. 然而, 对于实际的问题, 因
为一般的信息交换并非都是对称的, 这样的无向拓
扑假设过于严格. 因此, 利用有向图来定义通信时的
信息传输方式是一个常用的技术手段.
对于一般有向通信拓扑, 达到平均一致值时的

拓扑条件为强连通且满足平衡图[8, 30] 的要求. 对于
强连通非平衡的有向图, 文献 [28] 提出了一个比率
一致的算法来实现平均一致. 这个算法中, 有向图
G = (V, E) 中的每个自主体 i 都有两个内部状态 ηi

和 ζi. 这些内部状态执行下述更新:

ηi(k + 1) =
∑

j∈N in
i

wi,jηj(k) (4)

ζi(k + 1) =
∑

j∈N in
i

wi,jζj(k) (5)

其中, 选取 wi,j 使得矩阵W = [wi,j] ∈ R|V|×|V| 满
足列随机和本原 (一个简单的取法: 当 i ∈ N out

j 时,
wi,j = 1/dout

j ; 其他的 wi,j = 0), 并且初始条件取为

ηηη(0) = [η1(0), η2(0), · · · , η|V|(0)]T, ζζζ(0) = 1

因为 W 是列随机和本原矩阵, 所以根据 Perron-
Frobenius定理可知, limk→∞W k = vvv1T,其中, vvv >

0 和 1Tvvv = 1, 详细过程见文献 [31] 中第 516 页. 每
个传感器 i ∈ V 可以对 ηi 和 ζi 按照下述取比率的

方法渐近地获得平均值:

lim
k→∞

zi(k) = lim
k→∞

ηi(k)
ζi(k)

=

vi

∑|V|
j=1 ηj(0)

vi

∑|V|
j=1 1

=

∑
j∈V ηj(0)
|V|

其中, 符号 (·)i 表示向量 (·) 的第 i 个元素. 通过利
用该比值的相继迭代差值来构造 Hankel 矩阵, 并
计算首次降秩时 Hankel 矩阵的正规核, 对内部状
态分配相应的正规核权值来得到此时的一致值[29].
Hankel 矩阵降秩时的维数是一个有限数, 故而算术
平均值可以在有限时间内得到.

1.3 问题描述

考虑下述具有加性噪音的离散非线性系统[23]:

xxxk+1 = f(xxxk) + wwwk (6)

其中, xxxk ∈ Rn 是系统状态向量, 它的具体形式由应
用中的实际模型决定. 该目标状态由 N 个传感器组

成的网络来测量, 每个传感器的测量模型为

zzzi
k = hi(xxxk) + vvvi

k, i = 1, 2, · · · , N (7)
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其中, zzzi
k ∈ Rm 表示第 i 个传感器在 k 时刻的测量

输出. 方程 (6) 和 (7) 中的非线性函数 f(·) 和 hi(·)
分别表示系统动态和第 i 个传感器的测量模型. 我
们假设过程噪音wwwk 和第 i 个测量噪音 vvvi

k 是不相关

的零均值高斯白噪音, 相应的协方差矩阵分别为 Qk

和 Ri
k. 所有的传感器构成一个通信图 G = {V, E}.
接下来回顾标准的UKF 算法, 这是一个集中表

达的形式. 这个算法是下述提出分布式 UKF 算法
的基础. 对于集中形式的 UKF 算法, 将所有的测量
方程堆积为一个扩张的向量

zzzk =




z1
k

z2
k

...
zN

k




=




h1(xxxk)
h2(xxxk)

...
hN(xxxk)




+




v1
k

v2
k

...
vN

k




= h(xxxk)+vvvk

(8)
针对方程 (6) 和 (8), UKF 算法可以经过下述

形式来表达. 在这个算法中, n 维状态向量 xxx 可以由

2n + 1 个 Sigma-点来近似. 一般来说, 在 k − 1 时
刻, 这些 Sigma-点由状态估计值 x̂xxk−1 和其误差协

方差矩阵 Pk−1 来确定.

1.3.1 UKF的预测过程

一般地, k − 1 时刻, 我们利用状态估计值 x̂xxk−1

及其误差协方差矩阵 Pk−1 来确定出如下的 2n + 1
个 Sigma-点

χχχ0
k−1 = x̂xxk−1

χχχs
k−1 = x̂xxk−1 +

(√
(n + κ)Pk−1

)
s
, s = 1, 2, · · · , n

χχχs
k−1 = x̂xxk−1 −

(√
(n + κ)Pk−1

)
s−n

,

s = n + 1, · · · , 2n

其中, κ 是尺度因子,
(√

(n + κ)Pk−1

)
s
是矩阵

(n + κ)Pk−1 的平方根的第 s 列, 矩阵的平方根可由
Cholesky 分解技术来得到.
将这 2n + 1 个 Sigma-点经过非线性状态函数

f(·) 映射为

χχχs
k|k−1 = f(χχχs

k−1), s = 0, 1, · · · , 2n

接下来, 通过下述赋权 Sigma-点来计算预测状
态值和协方差矩阵

x̂xxk|k−1 =
2n∑

s=0

W sχχχs
k|k−1

Pk|k−1 =
2n∑

s=0

W s(χχχs
k|k−1 − x̂xxk|k−1)×

(χχχs
k|k−1 − x̂xxk|k−1)T + Qk−1

其中权值的取法为

W s =





κ

n + κ
, s = 0

1
2(n + κ)

, s = 1, 2, · · · , 2n
(9)

1.3.2 UKF的更新过程

将映射后的 Sigma-点代入测量函数 h(·), 可以
得到:

γγγs
k = h(χχχs

k|k−1), s = 0, 1, · · · , 2n

将这些新得到的 Sigma-点进行赋权组合, 从而
得到如下的预测测量值, 预测测量值的协方差矩阵
和状态 –测量互协方差矩阵

ẑzzk =
2n∑

s=0

W sγγγs
k

Pzzzkzzzk
=

2n∑
s=0

W s(γγγs
k − ẑzzk)(γγγs

k − ẑzzk)T + Rk

Pxxxkzzzk
=

2n∑
s=0

W s(χχχs
k|k−1 − x̂xxk|k−1)(γγγs

k|k−1 − ẑzzk)T

其中, 权值如式 (9) 所示. UKF 算法中的增益矩阵
为

Kk = Pxxxkzzzk
(Pzzzkzzzk

)−1

最后, 通过下述线性更新准则来更新状态估计
和协方差矩阵

x̂xxk = x̂xxk|k−1 + Kk(zzzk − ẑzzk)

Pk = Pk|k−1 −KkPzzzkzzzk
(Kk)T

本文的目的是对非线性目标系统 (6) 和 (7) 设
计分布式滤波算法, 通过邻居之间的信息交换 (分布
式)使得每个传感器的节点都能够估计出系统的状
态, 并且该分布式滤波算法具有更少的通信量和更
高的估计精度. 下面, 我们将利用这里的滤波算法来
设计分布式无迹 Kalman 滤波.

2 有限时间一致分布式UKFs

这一部分, 基于有限时间一致协议, 我们分别对
无向通信网络和有向通信网络提出分布式 UKF 算
法. 主要思想是, 通过节点之间的局部信息交换来计
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算整个网络的全局信息. 同时, 我们证明了滤波算法
的稳定性, 并分析了这些算法的具体实现方式. 为了
便于描述, 这里我们并不考虑传输或接收时延, 同时
也不考虑通信噪音等情况.

2.1 无向通信时分布式UKF

这里给出分布式 UKF 算法 1, 这个算法中通过
在无向连通图上进行信息交换来实现有限时间一致.
算法 1 中, 在系统演化时间之间, 节点 i 将其初始

值 x̂xxi
k, P

i
k 和中间值 x̂xxi

k,`, P
i
k,` 广播给其邻居. 当传感

器节点收到来自邻居的中间值时, 这些传感器节点
按照一致性协议来更新当前的状态值. 假设传感器
节点具有一定的存储能力. 最后, 利用这些保存的
值进行适当的计算和构造合适的 Hankel 矩阵来得
到一致信息. 由前述知识可知, 这个一致信息可以
经过有限步得到, 而文献 [8, 23] 中得到关心的一致
信息时使用的是渐近一致的协议. 因此称这个分布
式 UKF 算法为 Finite-time consensus-based UKF
(FCUKF). 该算法中, 上标表示传感器节点的标识
符; 特殊符号 Si 表示第 i 个节点的估计值或协方

差矩阵, 当 Si 表示估计值时, 步骤 4 中的 l = 0,
h 表示行标号, 当 Si 表示协方差矩阵时, 步骤 4 中
Si(τ)[h, l] 表示协方差矩阵在运行一致性算法的第
τ 步时的第 (h, l) 个元素. 对任意的 h, l, 算法 1 中
构造首次降秩 Hankel 矩阵时, 相应的降秩时刻记
为 τh,l, 一致性运行时间 L > maxh,l τ

h,l. 通过这个
FCUKF 算法, 所有的传感器节点都能跟踪上非线
性目标的状态.

算法 1. 无向图中的有限时间一致 UKF
步骤 1. 初始化: 将由初始值 x̂xxi

0 和 P i
0 生成

的 2n + 1 个 Sigma-点 χχχi,s
0 (s = 0, 1, · · · , 2n) 代入

χχχi,s
k|k−1 = f(χχχi,s

k−1), 运行下述的预测步:

x̂xxi
k|k−1 =

2n∑
s=0

W sχχχi,s
k|k−1

P i
k|k−1 =

2n∑
s=0

W s
(
χχχi,s

k|k−1 − x̂xxi
k|k−1

)×
(
χχχi,s

k|k−1 − x̂xxi
k|k−1

)T
+ Qk−1

步骤 2. 传感器测量目标, 利用测量 zzzi
k 来更新

预测值:

x̂xxi
k = x̂xxi

k|k−1 + Ki
k(zzz

i
k − ẑzzi

k)

P i
k =P i

k|k−1 −Ki
kP

i
zzzkzzzk

(Ki
k)

T

步骤 3. 设 x̂xxi
k,0 = x̂xxi

k, P i
k,0 = P i

k, 对 ` =

0, 1, · · · , L, 运行下述一致性算法

x̂xxi
k,`+1 = x̂xxi

k,` + ε
∑
j∈Ni

(x̂xxj
k,` − x̂xxi

k,`)

P i
k,`+1 = P i

k,` + ε
∑
j∈Ni

(P j
k,` − P i

k,`)

步骤 4. 对任意的 (h, l), 计算 Si 的

连续值之间的差值: S̄2τ [h, l] = {Si(1)[h, l] −
Si(0)[h, l], · · · , Si(2τ +1)[h, l]−Si(2τ)[h, l]}, 其中,
Si(τ)是Si在第 τ 步的值,利用这些差值,构造Han-
kel 矩阵 Γ(S̄2τ [h, l]), 计算首次降秩时 Γ(S̄2τ [h, l])
的正规核 KKKh,l

S = [βh,l
0 , · · · , βh,l

τ−1, 1]T, 并计算最

终一致值 Sc[h, l] = Si
τ [h,l]KKKh,l

S

1TKKKh,l
S

, 其中, Si
τ [h, l] =

[Si(0)[h, l], Si(1)[h, l], · · · , Si(τ)[h, l]]. 利用 Sc 代

替 Si 的所有元素后, 可得:

x̂xxi
k = x̂xxi

k,L, P i
k = P i

k,L

注 1. 算法 1 中的一致信息依赖于对方形 Han-
kel 矩阵的秩的分析. 文献 [27] 指出, 当 j = Mi 时,
Hankel 矩阵降秩. 如果接收到邻居个体的误差信
号, 可利用奇异值分解来处理该情况. 同时, Yuan
等[27] 给出所需时间步数的图论特征. 文中证明了,
每个个体所需的时间步由两个组合图论性质来限定:
相应于该传感器节点的图的最小外部合理分割和相

应于该传感器节点的最长距离. 与渐近一致算法[8]

相比, 有限时间一致算法 1 同样执行迭代 (2). 然而,
有限时间一致算法中自主体 i 可以利用 2Mi 步内的

状态来得到平均系统. 注意到, 总的解决时间由 1)
迭代数目和 2) 每次迭代的时间来决定. 因此, 使用
者选择合适的算法时, 应该考虑到: 1) 通信代价和
收敛时间之间的权衡; 和 2) 系统的特点, 如通信网
络设置和容量、每个传感器的计算能力等. x̂xxi

k,L 和

P i
k,L 为有限时间一致算法得到的平均值.
关于系统模型 (6) 和测量输出 (7), 为了方便分

析 FCUKF 的稳定性, 这里使用和文献 [25] 相似的
证明技术. 因此, 对于每个滤波器节点, 计算其伪系
统矩阵 F i

k−1 和伪测量矩阵Hi
k. 这里, Hi

k 可由下式

得到:

Hi
k = (P i

xxxkzzzk
)T(P i

k|k−1)
−1

而矩阵 F i
k−1 可以由

F i
k−1 = (P i

xxxk−1xxxk|k−1
)T(P i

k−1)
−1

来近似, 其中, 矩阵 P i
xxxk−1xxxk|k−1

表示估计值与预测值
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之间的互协方差矩阵

P i
xxxk−1xxxk|k−1

=
2n∑

s=0

W s(χχχi,s
k−1 − x̂xxi

k−1)×

(χχχi,s
k|k−1 − x̂xxi

k|k−1)
T

同时, 根据文献 [32] 中的方法, 这里引入两个
对角矩阵 αi

k = diag{αi
k,1, α

i
k,2, · · · , αi

k,n} 和 βi
k =

diag{βi
k,1, β

i
k,2, · · · , βi

k,m} 分别来中心化近似误差.
借此, 方程 (6) 和 (7) 可以重写为

xxxk+1 = αi
kF i

kxxxk + wwwk (10)

zzzi
k = βi

kHi
kxxxk + vvvi

k, i = 1, 2, · · · , N (11)

利用这些方程, 修正后的误差协方差、更新误差
协方差和 UKF 增益矩阵可以表示为

P i
k|k−1 = αi

k−1F i
k−1P

i
k−1(α

i
k−1F i

k−1)
T +Qk−1 (12)

P i
k = (I −Ki

kβ
i
kHi

k)P
i
k|k−1 (13)

Ki
k = P i

k|k−1(β
i
kHi

k)
T[βi

kHi
kP

i
k|k−1(β

i
kHi

k)
T + Ri

k]
−1

(14)
为了证明滤波器的稳定性, 这里引入随机稳定

性引理.
引理 1. (随机稳定性引理[25]) 假定 ξξξk 是一个

随机过程,如果存在一个与其相关的随机过程 V (ξξξk)
和实数 νmin, νmax > 0, µ > 0, 0 < λ ≤ 1, 对任意的
时刻 k, 满足:

νmin‖ξξξk‖2 ≤ V (ξξξk) ≤ νmax‖ξξξk‖2

E{V (ξξξk)|ξξξk−1} − V (ξξξk−1) ≤ µ− λV (ξξξk−1)

则该随机过程在均方意义下指数有界, 即

E{‖ξξξk‖2} ≤ νmax

νmin

E{‖ξξξ0‖2}(1−λ)k+
µ

νmin

k−1∑
i=1

(1−λ)i

(15)
并且该随机过程以概率 1 有界.
有了这些基础, 这里对文中算法 1 的稳定性进

行说明.
定理 1. 考虑由状态方程 (6) 和测量输出 (7) 给

定的非线性随机系统, 对于算法 1, 如果下述假设条
件成立

1) 存在实数 α, f, β, h 6= 0 和 ᾱ, f̄ , β̄, h̄ 6= 0, 对
任意的时刻 k ≥ 0, 有关矩阵的界满足:

α2I ≤ αi
k(α

i
k)

T ≤ ᾱ2I, f2I ≤ F i
k(F i

k)
T ≤ f̄2I

β2I ≤ βi
k(β

i
k)

T ≤ β̄2I, h2I ≤ Hi
k(Hi

k)
T ≤ h̄2I

2) 存在正实数 q, q̄ > 0, r, r̄ > 0, 和 p, p̄ > 0,
对任意的时刻 k ≥ 0, 有下述不等式成立:

qI ≤ Qk ≤ q̄I, rI ≤ Ri
k ≤ r̄I, pI ≤ P i

k ≤ p̄I

3) 参数 ε 满足平均一致算法中的收敛条件.
那么, 对任意的 i ∈ V, 其估计误差 eeei

k+1 =
xxxk+1 − x̂xxi

k+1 在均方意义下指数有界.
证明. 设第 i 个传感器节点的预测误差和估计

误差分别为 eeei
k+1|k = xxxk+1− x̂xxi

k+1|k 和 eeei
k = xxxk− x̂xxi

k,
并记总的误差为 eeek+1|k = col(eeei

k+1|k, i ∈ V), eeek =
col(eeei

k, i ∈ V).
根据文献 [27] 中的定理 1 可知, 算法 1 的步骤

4 中的 x̂xxi
k,L = 1

N

∑
j∈V x̂xxj

k 且 P i
k,L = 1

N

∑
j∈V P j

k .
考虑下述的随机过程:

V (eeek+1|k) =
∑
i∈V

(eeei
k+1|k)

T(P i
k+1|k)

−1eeei
k+1|k (16)

根据定理 1 的条件和方程 (12), 可知

(p̄ᾱ2f̄2 + q̄)−1I ≤ (P i
k+1|k)

−1 ≤ (pα2f2 + q)−1I

从而, 方程 (16) 满足:

‖eeek+1|k‖2

p̄ᾱ2f̄2 + q̄
≤ V (eeek+1|k) ≤ ‖eeek+1|k‖2

pα2f2 + q

根据有限时间一致性算法可知

eeei
k+1|k =xxxk+1 − x̂xxi

k+1|k =

αi
kF i

k(xxxk − x̂xxi
k) + wwwk =

αi
kF i

k

(
1
N

∑
j∈V

xxxk − 1
N

∑
j∈V

x̂xxj
k

)
+ wwwk =

∑
j∈V

Γi,j
k eeej

k|k−1 +
∑
j∈V

Ξi,j
k vvvj

k + wwwk

其中, Γi,j
k = 1

N
αi

kF i
k(I − Kj

kβ
j
kHj

k) 和 Ξi,j
k =

− 1
N

αi
kF i

kK
j
k. 接下来, 将上式代入式 (16), 易得:

E
{

V (eeek+1|k)|eeek|k−1

}
=

E
{ ∑

i∈V
(eeei

k+1|k)
T(P i

k+1|k)
−1eeei

k+1|k

∣∣∣eeek|k−1

}
=

Φx
k+1 + Φv

k+1 + Φw
k+1

其中

Φx
k+1 =E

{∑
i∈V

( ∑
j∈N

Γi,j
k eeej

k|k−1

)T

(P i
k+1|k)

−1×
( ∑

j∈V
Γi,j

k eeej
k|k−1

)∣∣∣eeek|k−1

}
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Φv
k+1 =E

{∑
i∈V

( ∑
j∈V

Ξi,j
k vvvj

k

)T

(P i
k+1|k)

−1×
( ∑

j∈V
Ξi,j

k vvvj
k

)∣∣∣eeek|k−1

}

Φw
k+1 =E

{ ∑
i∈V

wwwT
k (P i

k+1|k)
−1wwwk

∣∣∣eeek|k−1

}

下面, 对文献 [23] 中的分析方法进行适当变化
后, 容易得到无噪音的项 Φx

k+1 满足:

Φx
k+1 ≤ (1− λ)E

{
V (eeek|k−1)

}

含有噪音的项 Φv
k+1 + Φw

k+1 满足:

Φv
k+1 + Φw

k+1 ≤(
pα2f2 + q

)−1(
ᾱ2f̄2k̄2m + q̄Nn

)
= µ

由上述计算, 可以得到:

E{Vk+1(eeek+1|k)|eeek|k−1} − Vk(eeek|k−1) ≤
µ− λVk(eeek|k−1)

因此, 根据引理 1, 随机过程 eeek+1|k 在均方意义下为
指数有界的, 这就意味着 eeei

k+1|k 在均方意义下时也
是指数有界的.
下来, 我们将证明随机过程 eeei

k+1 为均方意义下

有界的. 根据上述证明过程可知:

eeei
k+1|k = αi

kF i
k(xxxk − x̂xxi

k) + wwwk

对上式两边取期望, 可得

E
{‖eeei

k‖2
} ≤ α−2f−2

(
E

{‖eeei
k+1|k‖2

}− E
{‖wwwk‖2

})

同样的道理, wwwk 也是均方意义下时指数有界的.
因此, 我们可以得出: 估计误差 eeei

k+1 为均方意义下

时指数有界的. ¤
注 2. 定理 1 在证明滤波算法 1 的稳定性时,

利用的是统计线性化模型 (10) 和 (11), 该统计线
性化技术[20−21] 在文献 [23] 证明渐近平均一致无迹
Kalman 滤波器时已有使用. 对于一般的非线性系
统, 定理 1 前提条件中的参数在证明滤波器稳定性
时才会涉及, 而滤波器算法 1 的运行除参数 ε 外与

定理 1 前提条件中的其他参数无关. 如果系统模型
已知, 这些参数可利用文献 [23, 32] 中的方法来分析
得到. 对于实际问题, 一般这些参数都是满足的, 可
以直接运行滤波算法. 关于拓扑结构动态变化的无
线传感器网络, 分两种情况来说明: 1) 如果在一个
拓扑结构的保持时间内可以得到有限时间一致, 则
算法 1 可以在该拓扑结构上运行, 同时定理 1 前提

条件中的参数仍然适用; 2) 如果拓扑结构变化较快,
在一个拓扑结构的保持时间内不足以得到有限时间

一致, 则算法 1 在这些拓扑结构上难以运行. 因为切
换拓扑时, 离散系统有限时间一致协议尚不清楚.

2.2 有向通信时分布式UKF

上一节中设计的分布式 UKF 算法考虑的通信
拓扑为无向图, 核心思想是利用存储数据来构造降
秩的 Hankel 矩阵, 并利用该 Hankel 矩阵的核来实
现一致值的分布计算. 而对于有向通信拓扑情形, 上
述算法不再适用. 此时我们可以借助比率一致的方
法来设计出强连通情形下的分布式有限时间一致

UKF 算法 2. 在该算法中, 符号 ai[`] 和 bi[`] 表示
迭代式 (17) 和迭代式 (18) 的第 ` 次值, L 是保证可

以得到最终一致值的常数; ai 是一个抽象记号, 用来
表示 N 个传感器节点对应估计值和误差协方差矩

阵中的元素. aaa[0] = aaa0 和 bbb[0] 是传感器初始值构成
的向量.

算法 2. 有向图中的有限时间一致 UKF
步骤 1和步骤 2. 同算法 1 中的步骤 1 和步骤

2.
步骤 3. 设 x̂xxi

k,0 = x̂xxi
k, P i

k,0 = P i
k. 对 ` =

0, 1, · · · , L, x̂xxi
k,0 和 P i

k,0 中的每个元素运行下述有

限时间一致性算法:
1) 运行下述比率一致算法

ai[` + 1] = wiiai[`] +
∑

vj∈N in
i

wijaj[`] (17)

bi[` + 1] = wiibi[`] +
∑

vj∈N in
i

wijbj[`] (18)

其中, aaa[0] =
[
a0(1), a0(2), · · · , a0(|V|)

]T
和 bbb[0] =[

b0(1), b0(2), · · · , b0(|V|)
]T

= 1.
2) 对每一次迭代, ci[`] = ai[`]

bi[`]
, 保存分别由

ci[`] 的连续值之差构成的向量 c̄ccT
Mi

, 利用 c̄ccT
Mi
构造

Hankel 矩阵, 增加方形 Hankel 矩阵的维数 ` 直到

其开始降秩为止.
3) 计算首次降秩 Hankel 矩阵的核 βββj =

(β0, · · · , βMj−1, 1)T, 并计算平均一致值

µj = lim
h→∞

aj(h)
bj(h)

=
aaaT

Mj
βββj

bbbT
Mj

βββj

其中, aaaT
Mi

= [ai(0), ai(1), · · · , ai(Mi − 1)], bbbT
Mi

=
[bi(0), bi(1), · · · , bi(Mi − 1)]. 根据上述计算, 可以
得到 x̂xxi

k 和 P i
k 中每个分量的均值.

步骤 4. 由步骤 3 来计算状态估计值 x̂xxi
k 和误差

协方差矩阵 P i
k.
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与滤波算法 1 相似, 这里给出滤波算法 2 的稳
定性结论.
定理 2. 考虑由状态方程 (6) 和测量输出 (7)

给定的非线性随机系统, 对于算法 2, 如果定理 1 中
的假设条件 1) 和条件 2) 满足, 并且矩阵 W 为列

随机本原矩阵. 那么, 对任意的 i ∈ V, 其估计误差
eeei

k+1 = xxxk+1 − x̂xxi
k+1 在均方意义下指数有界.

证明. 算法 2 的估计误差在均方意义下指数有
界的证明方法与定理 1 相似, 其中不同的部分为一
致性协议运行方式. 根据比率一致性协议的初始条
件和文献 [28] 中的定理 1 可知, 算法 2 中第 4) 步的
x̂xxi

k = 1
N

∑
j∈V x̂xxj

k 且 P i
k = 1

N

∑
j∈V P j

k . 对定理 1 中
的证明过程进行简单调整, 即为该定理的证明. ¤

3 仿真例子

本节给出例子通过比较来验证所提滤波算法 1
和算法 2 的性能. 根据文中构造算法的思路可知, 算
法 1 和算法 2 分别用来处理无向通信拓扑和有向通
信拓扑, 这两个算法理论上都可以跟踪目标状态, 这
里用 FCUKF1 和 FCUKF2 来分别表示算法 1 和
算法 2. 考虑由 6 个传感器进行测量运动目标的模
型, 示意图为图 1. 该图左边为无向连通图, 右边为
有向强连通图.
此时考虑二维平面 x − y 内的一个运动的质点

M , 该质点在某一时刻 k 的位置、速度和加速度组

成状态向量, 用 xxxk = [x1
k x2

k x3
k x4

k x5
k x6

k]
T 来表

示. 其中, x1
k, x3

k, x5
k 分别表示水平方向的位置、速

度、加速度; x2
k, x4

k, x6
k 分别表示垂直方向的位置、

速度、加速度. 假设该质点M 在水平方向和垂直方

向做近似匀加速直线运动. 两个方向上都具有加性
系统噪声 wwwk, 则在 Cartesian 坐标系下该质点的运
动状态方程为

xxxk+1 =




1 0 T 0 1
2
T 2 0

0 1 0 T 0 1
2
T 2

0 0 1 0 T 0
0 0 0 1 0 T

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




xxxk + wwwk

(19)

假设坐标位置为 (x0, y0) 的雷达对质点 M 进

行跟踪, 则可以得到雷达和质点 M 之间的距离 rk

和质点M 相对于雷达的角度 ϕk, 实际测量中雷达
具有加性测量噪声 vvvk, 在以雷达为中心的坐标系下,

第 i (i = 1, 2, · · · , 6) 个雷达的观测方程为

zzzi
k =

[
rk

ϕk

]
+

[
vr(k)
vϕ(k)

]
=

[ √
(x1

k − x0)2 + (x2
k − y0)2

arctan
(

x2
k−y0

x1
k−x0

)
]

+

[
vr(k)
vϕ(k)

]

其中, x1
k 和 x2

k 分别表示质点的坐标位置.

图 1 6 个传感器构成的无向与有向通信图

Fig. 1 Undirected and directed communication

topologies of 6 sensors

仿真环境中, 采样时间取为 T = 0.5 s. 假设系
统噪声wwwk 的协方差矩阵 Qk 和测量噪声 vvvk 的协方

差矩阵 Rk 分别为

Qk =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0.1 0 0 0
0 0 0 0.1 0 0
0 0 0 0 0.001 0
0 0 0 0 0 0.001




Rk =

[
100 0
0 0.012

]

初始状态 x̂xx0 和初始协方差 P0 取为 x̂xx0 =
[1 000 5 000 10 50 2 − 4]T, P0 =
diag{100, 100, 1, 1, 0.1, 0.1}. 这里,我们用算法 1和
算法 2 分别与赋权平均一致无迹Kalman 滤波器[23]

(Weighted average consensus unscented Kalman
filter, WACUKF) 进行比较, 算法WACUKF 中的
权值取为Metropolis 权, 一致性迭代步长分别取为
36 和 25.

图 2 是无向传感器网络估计目标状态时与集
中式无迹 Kalman 滤波器估计值的平均偏差. 算法
FCUKF1 运行的最大有限时间一致的步数为 36, 与
一致性迭代步长为 36 的算法WACUKF 进行比较.
图 2 可以看出, 算法 FCUKF1 和算法 WACUKF
都可以实现与集中式无迹 Kalman 滤波器相似的跟
踪效果. 当算法WACUKF 的一致性迭代步长取为
算法 FCUKF1 的最大一致步时, 从图 2 上反映了算
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法WACUKF 是对集中式无迹Kalman 滤波器的一
种近似, 而算法 FCUKF1 是精确实现.
图 3 是有向强连通传感器网络估计目标状态时

的均方估计误差的平均值. 仿真环境中, 进行 200 次
重复实验, 算法 FCUKF2 运行的最大有限时间一致
的步数为 12. 从图 3 可以看出, 算法 FCUKF2 是经
过增加节点自身计算量来减小节点之间的通信次数,
进而实现与算法WACUKF 相似的跟踪效果.

图 2 6 个节点的平均跟踪偏差

Fig. 2 The average tracking deviation of 6 sensors

图 3 6 个节点均方估计误差的平均值

Fig. 3 The mean value of 6 sensors′ mean square

estimation error

4 结论

本文研究了非线性随机系统的分布式无迹

Kalman 滤波器的设计问题, 主要包含了两个方面
的内容. 对于无向连通的拓扑结构, 各传感器节点利
用自身的存储数据集构造 Hankel 矩阵, 并利用该
矩阵的核来得到估计值和误差协方差矩阵的平均值,
这个平均值可以经过有限步得到. 文中借助随机稳

定性引理证明了 FCUKF 的稳定性. 对于有向的通
信拓扑, FCUKF 中的一致方法不再适用, 此时引入
另一个具有特殊初始值的过程, 通过比率一致的协
议得到所需的平均值.
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