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基于自触发的异构多智能体协同输出调节

刘 娟 1 张 皓 1 王祝萍 1

摘 要 本文针对线性异构多智能体系统, 基于自适应自触发条件, 分别设计了状态和输出反馈协同控制器. 其中自适应控制

策略可以避免使用多智能体系统的全局信息, 从而实现分布式控制; 自触发控制不仅可以避免对触发条件进行连续监测, 还可

以有效地降低网络的通信负载和控制器的更新次数, 且不存在芝诺现象. 最后通过 4 个跟随智能体和一个领导智能体进行了

协同输出直角编队仿真实验, 实现了多智能体系统对外部系统的渐近跟踪和干扰抑制, 验证了结果的有效性.
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Cooperative Output Regulation of Heterogeneous Multi-agent

Systems by Self-triggered
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Abstract This paper studies the cooperative output regulation problem for heterogeneous multi-agent systems. Based

on the adaptive self-triggered conditions, a novel distributed adaptive cooperative output control mechanism is designed

for state and output feedback, respectively. The adaptive control strategy can avoid using the global information of

multi-agent systems and achieve distributed control. The self-triggering mechanism can not only avoid the continuous

monitoring of the triggering conditions, but also can effectively reduce the network communication loads and the number

of updates of the controller, and there is no Zeno phenomenon. Finally the right-angle formation simulation with four

follower agents and a leader agent is presented, which can achieve the asymptotic tracking and disturbance rejection, and

illustrate the effectiveness of main results.
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近年来多智能体系统的分布式协同输出调节在

多机器人和无人车等方面的应用中发挥着越来越重

要的作用[1−3], 典型的协同输出调节问题包括一致
性以及编队等问题的研究[4−10], 早期的输出调节的
研究对象主要是单个智能体, 而协同输出调节针对
的是多智能体系统, 控制目标是使所有的多智能体
能够渐近跟踪外部参考输入信号和对外部干扰进行
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抑制. 在协同输出调节问题中, 并非所有的智能体
都能够接收到外部系统的信号, 因此不能采用集中
式和分散式控制解决问题. 浙江大学的 Xiang 等[11]

首先提出了一种基于附加可检测条件的前馈控制用

于控制同构线性多智能体系统. 哈尔滨工业大学的
Wang 等[12] 研究了固定拓扑下多智能体系统的分

布式协同鲁棒输出调节问题, 并假设通信拓扑包含
一个以节点 0 为根的有向生成树且没有环路. 然而
无环假设是一个较强的假设, 在此假设下, 这种控制
策略不能应用到通信拓扑为无向图的多智能体系统

中, 为了去掉此假设, 香港中文大学的 Su 等在文献
[13] 中研究了线性多智能体系统的协同输出调节问
题, 提出了一种基于分布式观测器的方法, 在该控制
器的作用下, 外部系统的信息能够传递给多智能体
子系统, 然而控制器的设计需要用到全局通信拓扑
的拉氏矩阵的最小非零特征值. 于是, 为了解决这一
问题, Li 等在文献 [14] 中针对有向通信拓扑设计了
分布式自适应输出调节控制机制.
在多智能体系统的实际应用中, 每个智能体进
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行通信以及信息的获取等活动时所需的能量都是从

自身的微型传感设备所获取的, 但是每个智能体所
能获取的能量是有限的, 所以减少智能体的通信能
量损耗具有非常重要的意义. 然而现有的许多控制
器的设计中都需要智能体之间进行连续通信, 控制
器也需要持续地更新, 因此, 为了减少智能体自身
控制执行器的更新次数以及智能体之间的通信次数,
提出了事件触发控制策略. 在事件触发传输机制中,
只有当系统的实际状态和参考值之间的差距大于一

定的阈值时, 即系统发生较大变化时, 才对当前时
刻状态进行更新, 因此能够有效降低计算机资源消
耗. 在基于系统状态已知的情况下, Guo 等在文献
[15] 中提出了一种基于状态采样的事件触发控制机
制, 通过使用这种方法, 能够将多智能体的一致性问
题转化成一个时滞系统的稳定性问题. 华中科技大
学的 Yin 等[16] 提出了一种分布式事件触发控制机

制用于解决异构多智能体的一致性问题. 然而在实
际应用中, 系统状态往往很难测量, 于是, 同济大学
的 Zhang 等[17] 提出了一种基于状态观测器的输出

反馈事件触发控制机制, 对状态不能直接测量的系
统实现了状态反馈控制作用.

在现有相关文献研究的基础上, Yang 等[18] 设

计了基于事件触发的多智能体系统的协同输出调节

问题, 在事件触发条件上增加了自适应参数, 且智能
体不需要连续知道相邻节点的状态信息. 但在事件
触发策略应用中, 需要时刻监测触发条件是否满足.
基于这种情况, Hu 等[19] 研究了基于分布式观测器

的事件触发协同输出调节问题, 提出了一种自触发
控制策略. 在自触发控制下, 智能体可以根据自身信
息以及邻居节点的信息计算下一触发时刻, 从而避
免了对事件触发条件的连续监测.
基于上述的研究, 本文以线性异构多智能体系

统为研究对象, 设计了一种自触发规则分别用于状
态反馈和输出反馈两种不同情况下的分布式自适应

控制器中, 降低了多智能体系统中对对象监测的硬
件要求, 为了使控制器在更新时只需知道局部信息
就能达到控制目标, 引入了自适应控制策略, 从而可
以避免使用多智能体系统的全局信息, 同时智能体
不需要连续知道邻居节点的状态.
符号说明: AT 表示 A的转置; Rn×n 表示 n×n

维的实矩阵; A⊗B 表示矩阵 A 和 B 的 Kronecker
积; ‖A‖ 表示 A 的范数; diag{A1, · · · , AN} 表示对
角线上的项为 Ai 的分块对角矩阵, i = 1, · · · , N .

1 图论知识及问题描述

1.1 图论知识

多智能体系统通信拓扑可用 G = (V, E ,A) 表

示, 其中, V = {1, 2, · · · , N} 代表节点数集, E ∈
V ×V 表示边, A 表示邻接矩阵, 若节点 i ∈ V 和节
点 j ∈ V 相邻,则用 (i, j)表示节点 i到节点 j 的边.
在无向图中, (i, j) 与 (j, i) 是等价的, 如果图中至少
有一个节点能够通向其他任意一个节点, 则称该图
中存在有向生成树. 邻接矩阵 A = [aij] ∈ Rn×n,
aij = 1 表示 i 和 j 互为邻居节点, 可以进行通信;
反之, 则 aij = 0. 拉氏矩阵 L = [lij] ∈ Rn×n, 其中
lii =

∑
j∈Ni

aij, lij = −aij, i 6= j, Ni 表示节点 i

的邻居集.
多智能体系统中包含外部系统时, 通信拓扑如

图 1所示可描述为 Ḡ = (V̄, Ē , Ā),其中 V̄ = {0}∪V.
节点 0 代表外部系统, 其他节点为 1, · · · , N . 其中
节点 0 所代表的外部系统到跟随的多智能体子系统
节点 1, · · · , N 是有向的, 而子系统节点 1, · · · , N

之间信息传递是无向的. 对于节点 i ∈ V. 如果节点
i 能够得到外部系统的信息, 则用 ai0 = 1 表示; 否
则 ai0 = 0.

图 1 多智能体系统的通信拓扑图

Fig. 1 Communication diagraph of the multi-agent

systems

引理 1[20]. 若图 Ḡ 包含一个以节点 0 为根的有
向生成树, 则拉氏矩阵 L̄ 只有一个零特征值且所有
的非零特征值都含有正实部. L̄ 可表示为

L̄ =

[
0 0001 ×N

∆× 111N L+ ∆

]
(1)

令 H = L + ∆, 且 ∆ = diag{a10, · · · , aN0}.
根据引理 1, 如果 Ḡ 包含一个以节点 0 为根的有向
生成树, 则 H 是正定的.

1.2 问题描述

考虑 N 个线性异构多智能体和一个外部系统,
其中智能体的动力学方程为

ẋxxi(t) = Aixxxi(t) + Biuuui(t) + Eivvv(t)

eeei(t) = Cixxxi(t) + Diuuui(t) + Fivvv(t)

yyymi(t) = Cmixxxi(t) + Fmivvv(t) (2)
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其中, xxxi(t) ∈ Rni 为智能体 i 的状态, uuui(t) ∈ Rmi

为智能体的控制输入, eeei ∈ Rq 为智能体的被调输

出, yyymi ∈ Ryi 为智能体的测量输出. Ai, Bi, Ei, Ci,
Di, Fi, Cmi, Fmi 为常数矩阵. vvv(t) ∈ Rp 为被跟踪

的外部信号或者需要抑制的扰动信号, 动态方程为

v̇vv(t) = Svvv(t) (3)

其中, S ∈ Rp×p 为常数矩阵.
在本文中, G 为包含 i ∈ V 个节点的无向通讯

拓扑图, 为了解决线性异构多智能体系统的协同输
出调节问题, 提出如下假设:
假设 1. S 矩阵的所有特征值的实部均为非负.
假设 2. (Ai, Bi), i ∈ V 是稳定的.
假设 3. (Cmi, Ai), i ∈ V 是可测的.
假设 4. 如下线性矩阵方程存在唯一解 (Xi, Ui)

AiXi + BiUi + Ei = XiS

CiXi + DiUi + Fi = 0 (4)

其中, Xi ∈ Rni×p, Ui ∈ Rmi×p, i = 1, · · · , N .
假设 5. Ḡ 包含一个以节点 0 为根节点的有向

生成树.
以上假设均不失一般性, 在现有的相关研究中

均存在相同的假设条件.
定义 1. 在通讯拓扑 Ḡ 下, 对于多智能体系统

(2) 和 (3) 设计的控制器, 满足:
1) 当 vvv(t) = 0, 这个闭环系统渐近稳定.
2) 对于任意初始条件, 总有 limt→∞ eeei(t) = 0.

那么所设计的控制器能够解决多智能体系统 (2) 和
(3) 的协同输出调节问题.
系统的分布式控制结构如图 2 所示, 每个智能

体均有独立的控制器和触发规则, 通过通信拓扑进
行信息交流, 其中一部分智能体能够获得外部系统
的信息, 而另外一部分不能获得外部系统的信息, 因
此为了解决多智能体系统的协同输出调节问题, 设
计合理的控制器和触发规则就显得非常重要.

图 2 分布式控制系统结构图

Fig. 2 Structure of distributed control system

2 基于自触发规则的控制器设计

2.1 基于状态反馈的控制器设计

当智能体状态可以测量得到时, 设计如下的分
布式自适应控制器

uuui(t) = K1ixxxi(t) + K2iΞΞΞi(t)

Ξ̇ΞΞi(t) = SΞΞΞi(t) + Ωi(t)PΦΦΦi(t)

Ω̇i(t) = γiΦΦΦ
T
i (t)ΓΦΦΦi(t), t ∈ [ti

k, t
i
k+1) (5)

其中, ΦΦΦi(t) =
∑N

j=1 aij(e
S(t−tj

k
′ )ΞΞΞj(t

j

k′ )− eS(t−ti
k)×

ΞΞΞi(ti
k)+ai0(eStvvv(0) − eS(t−ti

k)ΞΞΞi(ti
k)), k

′
(t) =

arg maxl∈N{l | t ≥ ti
l}, t ∈ [ti

k, t
i
k+1), 本文中 k(t)

简写为 k, 定义事件触发时刻 ti
k := inf{t > ti

k−1 |
fi(t) > 0}, 其中, fi(·) 为触发方程, ti

0, · · · , ti
k, · · ·

表示智能体 i 的触发时间序列. K1i ∈ Rmi×ni ,
K2i ∈ Rmi×p 为反馈增益, ΞΞΞi(t) ∈ Rp 表示对外

部信号的估计, P ∈ Rp×p 为常数矩阵, 且 P > 0,
γi > 0 为常数, Γ ∈ Rp×p 为需要设计的增益矩阵,
Ωi(t) 为一个自适应参数, 初始值 Ωi(0) ≥ 1, 由于
Ω̇i(t) ≥ 0, 所以可知 Ωi(t) 是一个单调不减的函数,
其中,在 t ∈ [ti

k, t
i
k+1), Ωi(ti

k)为常数, i = 1, · · · , N .
注 1. ΦΦΦi(t) 中包含的是智能体 i 的邻居节点

和领导者的通信拓扑信息, 即公式中的 aij 和 ai0,
无向图中, 若智能体 j 是智能体 i 邻居节点, 则
aij = 1, 同样, 若与领导者也相邻, 则 ai0 = 1; 否则,
aij 和 ai0 均为 0 , 即代表不能获得除邻居节点之外
其他节点的信息, 也就是说每个智能体是不需要知
道 Laplace 矩阵这一全局信息的.
定义智能体 i 上一触发时刻和当前触发时刻信

号的测量误差为

ΞΞΞei(t) = eS(t−ti
k)ΞΞΞi(ti

k)−ΞΞΞi(t), t ∈ [ti
k, t

i
k+1) (6)

设计触发的关系方程为

ζi(ΞΞΞei(t),ΦΦΦi(t)) = θi(t)ΞΞΞT
ei(t)ΓΞΞΞei(t)−ΦΦΦT

i (t)ΓΦΦΦi(t)

θ̇i(t) = βiΩi(t)ΞΞΞT
ei(t)ΓΞΞΞei(t) (7)

其中, βi > 0 是一个常数, θi(t) 为自触发方程的
自适应参数, 满足 θi(t) > 0, 因为 θ̇i(t) ≥ 0, 所以
θi(t) 是一个单调不减函数. 当事件没有触发之前,
ζi(t) ≤ 0. 令 $i(k) = ΦΦΦT

i (t)ΓΦΦΦi(t), t ∈ [ti
k, t

i
k+1),

在 t ∈ [ti
k, t

i
k+1)时,取 θi(t) = θi(ti

k), Ωi(t) = Ωi(ti
k)

则在 i 触发之前的时间段内, θi(t), Ωi(t) 均为常数,
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然后对 θi(ti
k)ΞΞΞ

T
ei(t)ΓΞΞΞei(t) 进行求导

dθi(ti
k)ΞΞΞ

T
ei(t)ΓΞΞΞei(t)
dt

=

2θi(ti
k)ΞΞΞ

T
ei(t)Γ(SΞΞΞei(t)− Ωi(ti

k)PΦΦΦi(t)) ≤
(2‖S‖+ θi(ti

k)PΩi(ti
k) + PΩi(ti

k))$i(k) (8)

又由于在事件触发时, ζi(t) = 0, 即

θi(t)ΞΞΞT
ei(t)ΓΞΞΞei(t)−ΦΦΦT

i (t)ΓΦΦΦi(t) = 0 (9)

通过式 (7) 和 (8) 可以得到一个最小的触发时间关
系:

ti
k+1 − ti

k ≥
$i(k)

(2‖S‖+ θi(ti
k)PΩi(ti

k) + PΩi(ti
k))$i(k)

(10)

令 τ i
k = ti

k+1 − ti
k 表示触发时间, 则由上式可得:

τ i
k ≥

1
2‖S‖+ θi(ti

k)PΩi(ti
k) + PΩi(ti

k)
> 0 (11)

由不等式 (11) 可知, 触发的最小时间大于 0, 即证
得不存在芝诺现象.
注 2. 芝诺现象指的是事件在有限时间内发生

无限次触发, 当设计的自触发规则发生芝诺现象, 则
代表此触发规则是不可行的.

定 义 σi(t) = (2‖S‖ + θi(ti
k)PΩi(ti

k) +
PΩi(ti

k))$i(k), 因此可以得出 σi(t) 的值为 σi(ti
k),

t ∈ [ti
k, t

i
k+1), 当 i 有邻居节点比其先触发, 此时

σi(t) 的值才会改变.
根据上述推导, 提出如下自触发算法规则:
步骤 1. 定义智能体 i 上一触发时刻的时间为

下一触发时刻的起始时刻, 定义 T 0
i = ti

k, 则通过计
算得出触发时刻为: Ti = $i(k)/σi(T 0

i );
步骤 2. 判断智能体 i 的邻居节点此时有

没有触发的, 若有触发的, 则 $i(k) = $i(k) −
σi(t

j
k+1)(t

j
k+1 − T 0

i ), 其中, tj
k+1 为此时智能体 i 的

邻居节点 j 的触发时刻, 令 T 0
i = tj

k+1, 返回步骤 1
重新计算; 若此时没有邻居节点触发, 则执行步骤 3;

步骤 3. 此时可以得到智能体 i 下一时刻的触

发时间为: ti
k+1 = Ti.

注 3. 与文献 [19] 相比, 本文的优势在于, 一是
在设计反馈控制器时, 在式 (5) 中的控制器中增加
了自适应参数 Ωi(t), 二是本文提出的自触发规则中
也增加了自适应参数 θi(t), 这两个自适应参数共同
作用可以避免引入通信拓扑拉氏矩阵的最小非零特

征值这一全局信息, 实现分布式控制. 此外, 因为已

经证明存在一个严格正定的时间间隔 τ i
k, 即芝诺现

象不存在, 所以上述自触发算法不会无限循环.
注 4. 在此自触发规则作用下, 智能体 i 下一次

的触发时刻可以通过自身的信息和邻居节点最近一

次触发时刻的信息计算出来, 不需要对触发条件进
行连续监测, 且只有在触发时刻, 智能体之间才会进
行信息传输, 所以自触发能够有效地减少计算机资
源损耗和通信代价.

通过将式 (5) 代入式 (2) 中, 可以得到智能体 i

的闭环系统为

ẋxxi(t) = (Ai + BiK1i)xxxi(t) + BiK2iΞΞΞi(t) + Eivvv(t)

Ξ̇ΞΞi(t) = SΞΞΞi(t) + Ωi(t)P
∑
j∈Nj

aij(ΞΞΞej(t)−

ΞΞΞei(t) + ΞΞΞj(t)−ΞΞΞi(t))+

Ωi(t)Pai0(vvv(t)−ΞΞΞei(t)−ΞΞΞi(t))

eeei(t) = (Ci + DiK1i)xxxi(t) + DiK2iΞΞΞi(t) + Fivvv(t)
(12)

令 xxx(t) = [xxxT
1 (t), · · · ,xxxT

N(t)]T, eee(t) = [eeeT
1 (t), · · · ,

eeeT
N(t)]T, ΞΞΞ(t) = [ΞΞΞT

1 (t), · · · ,ΞΞΞT
N(t)]T, ΞΞΞe(t) =

[ΞΞΞT
e1(t), · · · ,ΞΞΞT

eN(t)]T, 则整个闭环系统为:

ẋxxc(t) =

[
A + BK1 BK2

0 IN ⊗ S − Ω̂(t)H ⊗ P

]
×

xxxc(t) +

[
0

−Ω̂(t)H ⊗ P

]
ΞΞΞe(t)+

[
E

Ω̂(t)H ⊗ P

]
(1N ⊗ vvv(t))

eee(t) =
[

C + DK1 DK2

]
xxxc(t) + F (111N ⊗ vvv(t))

(13)

其中, xxxc(t) =
[
xxxT(t) ΞΞΞT(t)

]T

, A = diag{A1, · · · ,

AN}, B = diag{B1, · · · , BN}, C = diag{C1,

· · · , CN}, D = diag{D1, · · · , DN}, E =
diag{E1, · · · , EN}, F = diag{F1, · · · , FN}, K1 =
diag{K11, · · · ,K1N}, K2 = diag{K21, · · · ,K2N},
Ω̂(t) = diag{Ω1(t), · · · ,ΩN(t)}.
在此自触发规则下, 提出如下基于状态反馈的

触发控制策略用来解决基于状态反馈的协同输出调

节问题.
定理 1. 假设 1, 2, 4, 5 成立, K1i 的取值满足使

得 Ai +BiK1i 是 Hurwitz矩阵, K2i = Ui−K1iXi,
P > 0是 Riccati方程 PS +STP −δ1PP +δI = 0
的解, 在自触发规则和控制器 (5) 的共同作用下, 若
满足:
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1) 当 vvv(t) = 0 时, limt→∞xxxi(t) = 0,
limt→∞ΞΞΞi(t) = 0, i = 1, · · · , N , 且当时间 t 趋

于无穷时, 自适应参数 Ωi(t) 和 θi(t) 趋于某一常数.
2) 对于任意初始条件 xxxi(0), ΞΞΞi(0) 以及 vvv(0),

被调输出最终都将趋于 0, 即 limt→∞ eeei(t) = 0,
i = 1, · · · , N .
则多智能体系统 (2) 和 (3) 能够实现协同输出

调节.
证明. 首先证明定理 1 的第一部分, 因为 Ai +

BiK1i 是 Hurwitz 矩阵, 那么这个闭环系统的稳定
性与下面的系统 (14) 的稳定性是等价的.

Ξ̇ΞΞ(t) = (IN ⊗ S − Ω̂(t)H ⊗ P )ΞΞΞ(t)− (Ω̂(t)H⊗
P )ΞΞΞe(t) + (Ω̂(t)H ⊗ P )(111N ⊗ vvv(t)) (14)

令 v̄vvi(t) = Ξi(t)−vvv(t), v̄vv(t) =
[
v̄vvT

1 (t), · · · , v̄vvT
N(t)

]T
,

ΞΞΞe(t)=
[
ΞΞΞT

e1(t), · · · ,ΞΞΞT
eN(t)

]T

, 其扩维形式可以写
为: v̄vv(t) = ΞΞΞ(t)− 111N ⊗ vvv(t), 对 v̄vv(t) 进行求导可以
得到

˙̄vvv(t) = (IN⊗S−Ω̂(t)H⊗P )v̄vv(t)−(Ω̂(t)H⊗P )ΞΞΞe(t)
(15)

为了证明闭环系统的稳定性, 选取 Lyapunov
函数

V (t) =
N∑

i=1

v̄vvT
i (t)(2(H + HT)⊗ P )v̄vvi(t)+

N∑
i=1

(Ωi(t)− c1)2

2γi

+
N∑

i=1

(θi(t)− c2)2

2βi

(16)

Lyapunov 函数可以分为三部分, 即

V1(t) =
N∑

i=1

v̄vvT
i (t)(2(H + HT)⊗ P )v̄vvi(t)

V2(t) =
N∑

i=1

(Ωi(t)− c1)2

2γi

V3(t) =
N∑

i=1

(θi(t)− c2)2

2βi

(17)

然后分别对其进行求导, c1, c2 都是常数. 首先对

V1(t) 进行求导, t ∈ [ti
k, t

i
k+1), 得

V̇1(t) = v̄vvT(t)(2(H + HT)⊗ (PS + STP )−
8HTΩ̂(t)H ⊗ PP )v̄vv(t)−
8ΞΞΞT

e (t)(HTΩ̂(t)H ⊗ PP )v̄vv(t) ≤
v̄vvT(t)(2(H + HT)⊗ (PS + STP )−
4HΩ̂(t)H ⊗ PP )v̄vv(t)+

4ΞΞΞT
e (t)(HTΩ̂(t)H ⊗ PP )ΞΞΞe(t) (18)

然后对 V2(t) 进行求导得

V̇2(t) =
N∑

i=1

(Ωi(t)− c1)ΦΦΦ
T
i (t)ΓΦΦΦi(t) (19)

最后, 同样可得 V3(t) 的导数:

V̇3(t) =
N∑

i=1

(θi(t)− c2)ΞΞΞ
T
ei(t)ΓΞΞΞei(t) (20)

把三部分导数相加得:

V̇ (t) ≤ v̄vvT(t)(2(H + HT)⊗ (PS + STP )−
4HΩ̂(t)H ⊗ PP )v̄vv(t)+

4ΞΞΞT
e (t)(HTΩ̂(t)H ⊗ PP )ΞΞΞe(t)+

N∑
i=1

(Ωi(t)− c1)ΦΦΦ
T
i (t)ΓΦΦΦi(t)+

N∑
i=1

(θi(t)− c2)ΞΞΞ
T
ei(t)ΓΞΞΞei(t) (21)

因为 Ωi(t) ≥ 1, 且是触发时刻所在区间求导,
所以根据触发条件 ζi(t) ≤ 0, V̇ (t) 可变换为

V̇ (t) ≤ v̄vvT(t)(2(H + HT)⊗ (PS + STP )−
4HΩ̂(t)H ⊗ PP )v̄vv(t) + 4ΞΞΞT

e (t)(4HTΩ̂(t)H−

c2Ω̂(t))ΞΞΞe(t) +
N∑

i=1

(2Ωi(t)− c1)ΦΦΦ
T
i (t)ΓΦΦΦi(t)

(22)

又由于

ΦΦΦT
i (t)ΓΦΦΦi(t) ≤ 2ΞΞΞT

e (t)(HTH ⊗ PP )ΞΞΞe(t)+

2v̄vvT(t)(HTH ⊗ PP )v̄vv(t) (23)

综上可以得到 Lyapunov 函数为

V̇ (t) ≤ v̄vvT(t)(2(H + HT)⊗ (PS + STP )−
2c1(HTH ⊗ PP )v̄vv(t) + ΞΞΞT

e (t)((4HTH⊗
PP − c2)Ω̂(t)− 2c1H

TH ⊗ PP )ΞΞΞe(t)
(24)
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令 δ0 = λmin(HTH), λ̂N = λmax(HT + H), 则
式 (24) 可化简为

V̇ (t) ≤ 2λ̂Nv̄vvT(t)(111N ⊗ (PS + STP )−
2

c1

λ̂N

(δ0 ⊗ PP ))v̄vv(t)+

ΞΞΞT
e (t)(((4− c2

δ0

)Ω̂(t)− 2c1δ0)⊗ PP )ΞΞΞe(t)

(25)

当 c1 ≥ (λ̂Nδ1)/(2δ0), c2 ≥ 4δ0 时, 因为 P

是 Riccati 方程 PS + STP − δ1PP = −δI 的

解, 所以 V̇ (t) ≤ 2λ̂N

∑N

i=1 v̄vvT
i (t)((PS + STP ) −

δ1PP )v̄vvi(t), 即: 当 vvv(t) = 0 时, limt→∞ΞΞΞi(t) = 0,
limt→∞xxxi(t) = 0, i = 1, · · · , N , 与此同时, ΞΞΞi(t),
θi(t) 都将随时间 t 的变化趋于有界稳态值.

接下来, 将证明定理 1 的第二部分. 由假设 4 ,
同时令 εεεi(t) = xxxi(t)−Xivvv(t), 可以得到如下表达式

ε̇εεi(t) = (Ai + BiK1i)εεεi(t) + BiK2iv̄vv(t) (26)

通 过 已 证 的 定 理 1 的 第 一 部 分 可 知

limt→∞ v̄vvi(t) = 0, 因此 εεεi(t) 的稳定性是与 (Ai +
BiK1i)εεεi(t)等价的,由从假设 2可知, Ai+BiK1i 是

Hurwitz 稳定的, 因此可以知道, limt→∞ εεεi(t) = 0.
智能体 i 的被调输出为

eeei(t) = (Ci + DiK1i)εεεi(t) + DiK2iv̄vv(t)+

(CiXi + DiUi + Fi)vvv(t) (27)

由于 limt→∞ v̄vvi(t) = 0, limt→∞ εεεi(t) = 0, 在
根据假设 4 的第二个方程, 所以可以推导出:
limt→∞ eeei(t) = (CiXi + DiUi + Fi)vvv(t) = 0. ¤
2.2 基于输出反馈的控制器设计

在基于状态反馈的控制器设计中, 每个智能体
本身的状态是可以获得的, 但是在实际的应用中, 系
统状态一般是很难通过测量得到, 因此为了解决这
个问题, 本节设计了基于输出反馈的分布式自适应
控制器, 如下所示.

uuui(t) = K1iΥΥΥi(t) + K2iΞΞΞi(t)

Ξ̇ΞΞi(t) = SΞΞΞi(t) + Ωi(t)PΦΦΦi(t)

Υ̇ΥΥi(t) = AiΥΥΥi(t) + Biuuui(t) + EiΞΞΞi(t)+

Qi(yyymi(t)− CmiΥΥΥi(t)− FmiΞΞΞi(t))

Ω̇i(t) = γiΦΦΦ
T
i (t)ΓΦΦΦi(t), t ∈ [ti

k, t
i
k+1) (28)

其中, ΦΦΦi(t) 的定义与式 (5) 的定义一样, ΥΥΥi(t) ∈
Rni 是节点状态的估计值, Qi ∈ Rni×pi 是常数增益

矩阵. 把式 (28) 代入式 (2) 中, 单个节点 i 的闭环

系统如式 (29) 所示.

ẋxxi(t) = Aixxxi(t) + BiK1iΥΥΥi(t) + Eivvv(t)

Υ̇ΥΥi(t) = (Ai + BiK1i −QiCmi)ΥΥΥi(t)+

(BiK2i + Ei −QiFmi)ΞΞΞi(t)+

QiCmixxxi(t) + QiFmivvv(t)

Ξ̇ΞΞi(t) = SΞΞΞi(t) + Ωi(t)P
∑
j∈Nj

aij(ΞΞΞej(t)−

ΞΞΞei(t) + ΞΞΞj(t)−ΞΞΞi(t))+

Ωi(t)Pai0(vvv(t)−ΞΞΞei(t)−ΞΞΞi(t))

eeei(t) = Cixxxi(t) + DiK1iΥΥΥi(t)+

DiK2iΞΞΞi(t) + Fivvv(t) (29)

令 Q = diag{Q1, · · · , QN}, Cm = diag{C1m, · · · ,

CmN}, Fm = diag{Fm1, · · · , FmN}, 则整个系统的
闭环形式为

ẋxx(t) = Axxx(t) + BK1ΥΥΥ(t) + BK2ΞΞΞ(t)+

E(111N ⊗ vvv(t))

Ξ̇ΞΞ(t) = (IN ⊗ S − Ω̂(t)H ⊗ P )ΞΞΞ(t)+

(Ω̂(t)H ⊗ P )(111N ⊗ vvv(t))−
(Ω̂(t)H ⊗ P )ΞΞΞe(t)

Υ̇ΥΥ(t) = (A + BK1 −QCm)ΥΥΥ(t)+

(BK2 + E −QFm)ΞΞΞ(t)+

QCmxxx(t) + QFm(111N ⊗ vvv(t))

eee(t) = Cxxx(t) + DK1ΥΥΥ(t) + DK2ΞΞΞ(t)+

F (111N ⊗ vvv(t)) (30)

定理 2. 在假设 1∼ 5 成立的条件下, K1i 和 Qi

增益矩阵的取值分别使 Ai + BiK1i 和 Ai −QiCmi

是 Hurwitz 矩阵, 其中 K2i = Ui −K1iXi, 在自触
发规则和控制器 (28) 的共同作用下, 若满足

1) 当 vvv(t) = 0 时, limt→∞xxxi(t) = 0,
limt→∞ΞΞΞi(t) = 0, limt→∞ΥΥΥi(t) = 0, i = 1, · · · , N ,
且当时间 t 趋于无穷时, 自适应参数 Ωi(t) 和 θi(t)
趋于某一常数.

2) 对于任意初始条件 xxxi(0), ΞΞΞi(0), ΥΥΥi(0) 以及
vvv(0), 被调输出最终都将趋于 0, 即 limt→∞ eeei(t) =
0, i = 1, · · · , N .
则在智能体状态未知的情况下, 多智能体系统

(2) 和 (3) 也能够实现协同输出调节.

证明. 令 x̆xxc(t) =
[
xxxT(t) ΥΥΥT(t) ΞΞΞT(t)

]T

, 则式
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(30) 的闭环系统形式可以写成如下形式

˙̆xxxc(t) =

[
Ăc1 Ăc2

R1 IN ⊗ S − Ω̂(t)H ⊗ Iq

]
x̆xxc(t)+

[
R2

−Ω̂(t)H ⊗ P

]
ΞΞΞe(t)+

[
Ĕc

Ω̂(t)H ⊗ P

]
(111N ⊗ vvv(t)) (31)

其 中, Ăc1 =

[
A BK1

QCm A + BK1 −QCm

]
,

Ĕc =

[
E

QFm

]
, Ăc2 =

[
BK2

E + BK2 −QCm

]
,

R1 =
[

0 0
]
, R2 =

[
0
0

]
. 令

Āc =

[
A + BK1 BK1

0 A−QCm

]
, 则存在酉矩

阵 T−1Ăc1T = Āc, 因此 Ăc1 和 Āc 是相似矩阵. 选
取 K1i 和 Qi 分别使 Ai + BiK1i 和 Ai−QiCmi 是

Hurwitz 矩阵, 因此可以知道 Āc1 是 Hurwitz 矩阵.
又 Ăc1 和 Āc 是相似矩阵, 所以 Ăc1 也是 Hurwitz
矩阵, 所以闭环系统 (31) 的稳定性等价于式 (13)
的稳定性, 选取如方程 (16) 所示的 Lyapunov 方
程, 证明过程如定理 1 证明所示, 于是可以得到,
因此可以推出当 vvv(t) = 0 时, limt→∞ΞΞΞi(t) = 0,
limt→∞xxxi(t) = 0, limt→∞ΥΥΥi(t) = 0, i = 1, · · · , N ,
当时间 t 趋于无穷时, 自适应参数 Ωi(t) 和 θi(t) 渐
近趋于某一常数.

下面对定理 2 的第二部分进行证明. 令 ςςς i(t) =
xxxi(t) − Xivvv(t), Υ̃ΥΥi(t) = ΥΥΥi(t) − Xivvv(t), v̄vvi(t) =
ΞΞΞi(t)− vvv(t), 同样根据假设 4 得

ς̇ςς i(t) = Aiςςς i(t) + BiK1iΥ̃ΥΥi(t) + BiK2iv̄vvi(t)
˙̃ΥΥΥi(t) = QiCmiςςς i(t) + (BiK2i + Ei)v̄vvi(t)+

(Ai + BiK1i −QiCmi)Υ̃ΥΥi(t) (32)

令 Aci =

[
Ai BiK1i

QiCmi Ai + BiK1i −QiCmi

]
,

Āci =

[
Ai + BiK1i BiK1i

0 Ai −QiCmi

]
, ςςςci(t) =

[
ςςςT

i (t) Υ̃ΥΥ
T

i (t)
]T

,由之前的证明可知, limt→∞ v̄vvi(t) =

0, 因此上面两式的稳定性与 ς̇ςςci(t) = Aciςςςci(t) 的稳
定性是等价的. 则存在酉矩阵满足 T−1

i AciTi =
Āci, 那么可以推出矩阵 Aci 和 Āci 相似, 又因为

Ai + BiK1i 和 Ai −QiCmi 是 Hurwitz 矩阵, 所以
Āci 是 Hurwitz 矩阵, 因为 Aci 与 Āci 是相似矩阵,
同样可以得到 Aci 也是 Hurwitz 矩阵, 即可以得到
limt→∞ ςςςci(t) = 0.

智能体 i 的被调输出为

eeei(t) = [Ci DiK1i] ςςςci(t) + DiK2iv̄vvi(t)+

(CiXi + DiUi + Fi)vvv(t) (33)

因为 limt→∞ ςςςci(t) = 0, limt→∞ v̄vvi(t) = 0, 再
根据假设 4 , 可以推出 limt→∞ eeei(t) = 0. ¤

3 仿真结果

本节根据提出的定理, 采用基于输出反馈的控
制器 (28) 和所提出的自触发规则对 4 个跟随机器
人 (2) 和 1 个领导机器人 (3) 组成的多智能体系统
进行直角编队仿真实验[21], 4 个非完整性移动跟随
机器人的动力学模型为

ẋxxi(t) =




0 1 0
0 0 ci

0 di −ai


xxxi(t) +




0
0
bi


uuui(t)+



−0.5i 0
−1 0.5i

0 0


vvv(t)

eeei(t) =

[
1 0 0
0 1 0

]
xxxi(t) +

[
−1 0
−0.5i −1

]
vvv(t)

yyymi(t) =

[
1 0 0
0 1 0

]
xxxi(t)

选取 Dmi = Di = 02×1, Fmi = 02×2, i =
1, 2, 3, 4. 给定参数 [a1, b1, c1, d1] = [1, 1, 1, 0],
[a2, b2, c2, d2] = [10, 2, 1, 0], [a3, b3, c3, d3] =
[2, 1, 1, 10], [a4, b4, c4, d4] = [2, 1, 1, 1].

领导者的动力学模型为

v̇vv(t) =

[
0 1
0 0

]
vvv(t)

各智能体的初始状态为: vvv(0) = [0.7984, 0.9430]T,

xxx1(0) = [0.6551, 0.1626, 0.4218]T, xxx2(0) =
[0.4984, 0.9597, 0.9157]T, xxx3(0) = [0.5853, 0.2238,

0.7922]T, xxx4(0) = [0.2551, 0.5060, 0.9595]T;观测器
ΥΥΥi(t) 的初始状态为: ΥΥΥ1(0) = [0.7463, 0.0103,

0.0484]T, ΥΥΥ2(0) = [0.6679, 0.6035, 0.5261]T, ΥΥΥ3(0)
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= [0.7297, 0.7073, 0.7814]T, ΥΥΥ4(0) = [0.2880,

0.6925, 0.5567]T; 估计器 ΞΞΞi(t) 的初值为: ΞΞΞ1(0) =
[0.2060, 0.9479]T, ΞΞΞ2(0) = [0.0821, 0.1057]T, ΞΞΞ3(0)
= [0.1420, 0.1665]T, ΞΞΞ4(0) = [0.6210, 0.5737]T.
选取 δ1 = 1, δ = 2, 对 Ricatti 方程进行求

解, 可以得到 P . 选取 K1i, Qi 使得 Ai + BiK1i

和 Ai − QiCmi 是 Hurwitz 矩阵, 对式 (4) 进

行求解, 可以得到 Xi =




1 0
0.5i 1
0 0


, Ui =

[
0.5idi

bi

di

bi

]
, 又因为 K2i = Ui − K1iXi, 取

K1i =
[
−2 −2 −2

]
, Qi =




0 0
10 10
−9 −9


, 得

出 K2i =
[

0.5idi

bi
+ 2 + i di

bi

]
. 取 βi = 0.1,

γi = 0.1, Ωi(0) =
[

1.2 3.2 2.5 1.7
]
, θi(0) =[

1.2 3.2 2.5 1.7
]
. 通讯拓扑图如图 1 所示,

拉氏矩阵为 H =




1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1




.

编队仿真结果如图 3 所示, 4 个跟随者与领导
者能够完成直角编队任务, 从图 4 和 5 可知, 多智
能体系统调节输出 e i(t) 能够渐近趋于零. 图 6 和 7
分别表示控制器和自触发条件的自适应参数的变化,
从图中可以看出这两个自适应参数均渐近趋于有限

稳态值. 本文中, 总的仿真时间 50 秒, 总平均触发
次数为 321 , 平均触发时间间隔为 0.1557 秒, 相比
文献 [19] 的仿真结果, 其平均触发次数均在 600 以
上, 本文中的自触发规则能够有效地减少触发次数,
表明本文中的自触发机制不仅能够避免对触发条件

进行连续监测, 也能够有效降低智能体之间的通信
次数.

4 结论

本文设计了基于自触发规则的分布式自适应控

制器, 在该控制器作用下, 异构多智能体系统能够很
好地跟踪外部系统. 同时, 该控制器不需要智能体之
间进行连续通信, 能够有效降低智能体之间的通信
负载, 且不需要对触发条件进行连续监测, 触发时间
可通过自身信息和邻居节点的信息计算获得, 降低
了硬件设计要求.

图 3 领导者和 4 个跟随者的运动轨迹

Fig. 3 The trajectories of the leader and four followers

图 4 智能体的调节输出 ei1(t), i = 1, 2, 3, 4

Fig. 4 Regulated outputs ei1(t), i = 1, 2, 3, 4

图 5 智能体的调节输出 ei2(t), i = 1, 2, 3, 4

Fig. 5 Regulated outputs ei2(t), i = 1, 2, 3, 4
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图 6 控制器的自适应参数 Ωi(t), i = 1, 2, 3, 4

Fig. 6 Adaptive parameters of the controllers Ωi(t),

i = 1, 2, 3, 4

图 7 自触发条件的自适应参数 θi(t), i = 1, 2, 3, 4

Fig. 7 Adaptive parameters of the self-triggered

conditions θi(t), i = 1, 2, 3, 4
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