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密度敏感鲁棒模糊核主成分分析算法

陶新民 1 常 瑞 1 沈 微 1 李晨曦 1 王若彤 1 刘艳超 1

摘 要 针对传统核主成分分析算法 (Kernel principal component analysis, KPCA) 对野性样本点敏感等缺陷, 提出一种密

度敏感鲁棒模糊核主成分分析算法 (Density-Sensitive robust fuzzy kernel principal component analysis, DRF-KPCA). 该

算法首先通过引入相对密度确定样本初始隶属度,并构建出基于重构误差的隶属度确定方法, 同时采用最优梯度下降法实现隶

属度的更新, 有效解决了传统核主成分分析算法对野性样本点敏感导致的主成分偏移等问题. 最后, 通过简化重构误差的计算

公式, 大大降低了算法的计算复杂度和运行时间. 实验部分, 利用有野性样本点和无野性样本点的数据集对本文算法、KPCA

及其他改进算法的主成分分析性能进行测试, 结果表明 DRF-KPCA 能有效消除野性样本点对主元分布的影响. 此外, 试验通

过分析参数对算法性能的影响给出了合理的参数取值建议. 最后将本文算法与其他算法应用到分类问题中进行对比, 实验表

明本文算法的分类性能较其他算法有显著提高.
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Density-sensitive Robust Fuzzy Kernel Principal Component Analysis Algorithm
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Abstract In order to address the problem that the traditional kernel principal component analysis (KPCA) is sensitive

to the sample points with large deviation and has higher computational complexity, a novel algorithm based on the

density-sensitive robust fuzzy kernel principal component analysis algorithm (DRF-KPCA) is proposed. Firstly, the

initial membership degree of the sample is determined by introducing the relative density. Secondly, the membership

degree based on the reconstruction error is formulated and updated by the optimal gradient descent method, which can

effectively solve the problem of the principal component skewing that is caused by the sensitivity of the traditional kernel

principal component analysis algorithm to the data with outliers. Finally, the computational complexity and running

time of the algorithm are significantly reduced by simplifying the calculation formula of the reconstruction error. In the

experiments, compared with KPCA and other modified algorithms on both the datasets with large deviation samples

and the datasets without large deviation samples, the DRF-KPCA is evaluated to effectively eliminate the impacts of the

large deviation samples. In addition, the influence of parameters on the performance of the algorithm is analyzed and the

suggestions of determination on the optimal parameters are given. Finally, the comparison results with other algorithms

on classification problems demonstrate that the performance of the proposed algorithm is significantly improved.
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主成分分析 (Principle component analysis,
PCA) 作为一种基于统计学的降维和特征提取方
法, 在图像分割、数据检测、人脸识别等领域取得
了良好效果[1−3]. 该算法通过线性变换将高维空间
数据投影至低维主元空间, 保留了原始数据的主要
方差信息且彼此不相关, 同时具有比原始数据更加
优越的性质[4]. 但是, PCA 在处理非线性数据时存
在一定的局限性. 为了解决上述问题, Scholkopf 提
出了基于核的核主成分分析 (Kernel principle com-
ponent analysis, KPCA)[5] 非线性算法. 该算法是
一种新的非线性数据降维方法, 它通过核函数将原
有数据的非线性相关转为线性相关, 然后在映射后
的核空间中进行主成分分析处理. KPCA 算法有
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效解决了原始数据间的非线性相关问题[6−8], 在模
式识别、故障分类、信号处理等领域得到了广泛应

用[9−12]. 但是 KPCA 算法在处理分类问题过程中,
要求得到特征空间最大的方差, 没有充分考虑分类
信息的最大化, 当存在野性样本点时, KPCA 算法
由于对数据的分布敏感性强, 导致分类结果并不理
想[13−14]. 为了降低敏感性的影响增强算法的鲁棒
性, 学者们提出了一些改进的算法[15−19]. 文献 [15]
中, Choi 等通过混合高斯模型将数据分成几个簇并
利用 PCA 算法对簇内数据建模, 有效解决处理非
高斯分布数据时对野性样本点敏感的问题[16]. 文献
[17] 中, Huang 等通过给野性样本点赋予较小的权
值来消除其对 KPCA 的影响. 文献 [18] 中, Huang
等通过迭代方式对 KPCA 算法改进, 有效降低了算
法计算复杂度. 然而, 上述改进算法虽然在弱化野性
样本点影响方面有较好的提升效果, 但在重构误差
计算方面仍然存在缺陷. 为解决此问题, Heo 等[19]

提出了一种鲁棒核模糊主成分分析 (Robust fuzzy
kernel principal component analysis, RFK-PCA)
算法, 该方法主要通过引入模糊隶属度参数和迭代
思想来弱化重构误差较大的野性样本点, 有效降低
了野性样本点对算法性能的影响增强了算法鲁棒性.
但算法仍存在对初始值敏感, 计算复杂及隶属度更
新不是最优梯度方向等问题[20−22].

鉴于此, 本文提出一种密度敏感鲁棒模糊核主
成分分析算法. 算法通过引入相对密度[23−24] 确定

样本初始隶属度并给出简化的基于最优梯度重构误

差计算方法, 解决了 RFK-PCA 算法对初始值敏感
易陷入局部极值解且模糊隶属度更新方向非最优梯

度方向而导致分类性能提高不明显的问题, 同时也
大大降低了算法运行时间和计算复杂度. 为进一步
提高算法的泛化能力和鲁棒性, 本文对算法中涉及
到的参数进行了分析并给出相应的取值建议. 实验
最后, 通过将本文提出的算法同其他算法应用到分
类问题进行性能比较, 结果表明本文提出算法的分
类性能均优于其他算法.

1 鲁棒核模糊 PCA 算法

1.1 传统 PCA 算法

传统的 PCA 算法主要是以协方差矩阵为基础,
通过计算其特征值和特征向量得到主元分布. 但是
由于协方差矩阵是一个不稳健的估计量, 对野性样
本点非常敏感, 因此当样本数据中存在野性样本点
时, 由于野性样本点远离数据中心, 方差较大, 从而
导致协方差矩阵发生变化, 随之影响主元的分布. 为
了测试传统 PCA 算法对野性样本点的敏感性, 本文
做了如下对比实验. 实验中首先随机选取均值为 [0,
0], 方差为 [10, 12] 的 250 个服从正态分布的原始样

本点, 第一主元分布结果如图 1 (a) 所示. 随后加入
10 个服从均值为 [−40, 40], 方差为 [2, 2] 正态分布
的野性样本点与 10 个服从均值为 [40,−40], 方差为
[2, 2] 正态分布的野性样本点, 第一主元分布结果如
图 1 (b) 所示. 通过图 1 对比结果可知, PCA 算法
由于受野性样本点影响使正常样本点的主元成分偏

向野性样本点的方向, 产生不合理的结果.

图 1 传统 PCA 算法对有无野性样本点数据集的

主成分分布图

Fig. 1 The first principal component distribution using

PCA algorithm on both the original data and

the data with outliers

1.2 鲁棒模糊核 PCA 算法

为了解决传统 PCA存在的上述缺陷, Heo等提
出了一种鲁棒模糊 PCA 算法 (Robust fuzzy prin-
cipal component analysis, RFPCA)[19]. RFPCA
算法通过给野性样本点赋予较小的隶属度来减弱其

对主元分布的影响, 从而提高算法的稳定性. 该算法
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的计算过程简单描述如下.
定义 1. 计算模糊数据矩阵, 设集合X = {x1,

x2, · · · ,xm}, 其中 xi ∈ Rn, 隶属度 N = {µ1, µ2,
· · · , µm}, 0 < µk < 1, k = 1, · · · ,m, 则模糊数据矩

阵为:



x11 x21 · · · xm1

x12 x22 · · · xm2

· · · · · · . . . · · ·
x1n x2n · · · xmn







µ1 0 · · · 0
0 µ2 · · · 0

· · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · µm




=




µ1x11 µ2x21 · · · µmxm1

µ1x12 µ2x22 · · · µmxm2

· · · · · · . . . · · ·
µ1x1n µ2x2n · · · µmxmn




(1)

定义 2. 计算模糊均值, 设集合 X = {x1,x2,
· · · ,xm}, 隶属度 N = {µ1, µ2, · · · , µm}, 相应的模
糊集合 FS = {X, N} = {x1µ1,x2µ2, · · · ,xmµm},
则模糊均值为:

x̃ =

m∑
k=1

µkxk

m∑
k=1

µk

(2)

定义 3. 计算模糊协方差矩阵, 设集合 X =
{x1,x2, · · · ,xm}, 隶属度 N = {µ1, µ2, · · · , µm},
模糊均值 x̃, 则模糊协方差矩阵为:

C =

m∑
k=1

µk(xk − x̃)(xk − x̃)T

m∑
k=1

µk

(3)

在文献 [19]提出的鲁棒模糊主成分分析算法中,
隶属度目标函数定义为:

J =
m∑

k=1

µke (xk) + σ2

m∑
k=1

(µk log µk − µk) (4)

重构误差的计算表达式为:

e (xk) =
∥∥xk − V V Txk

∥∥2
(5)

V 是由前 q (q < n ¿ m) 个最大特征值对应的特征
向量构成. σ2 为正则化系数.

对式 (4) 求偏导, 得到隶属度 µk 的表达式:

∂J

∂µk

= e (xk) + σ2 log µk = 0 (6)

µk = exp
(
−e (xk)

σ2

)
(7)

为了能处理不同数据集之间的非线性相关问

题, 文献 [19] 在鲁棒模糊 PCA 的基础上进一步提
出了鲁棒核模糊 PCA 算法 (Robust fuzzy kernel
principal component analysis, RFK-PCA). 该算
法的相关数学定义如下所述, 其中 Φ 为映射函数,
核函数为: K (xi,xj) = ΦT (xi)Φ(xj). 具体推导过
程详见文献 [19].

Φ (x̃) =

m∑
k=1

µkΦ(xk)

m∑
k=1

µk

(8)

CΦ =
1
m

m∑
k=1

µ2
k(Φ (xk)−Φ(x̃))(Φ (xk)−Φ(x̃))T

(9)

J =
m∑

k=1

µke (Φ (xk)) + σ2

m∑
k=1

(µk log µk − µk)

(10)

e (Φ (xk)) =
∥∥(Φ (xk)− Φ(x̃))− V V T (Φ (xk)− Φ(x̃))

∥∥2
=

K (xk,xk)− 2
ρ

m∑
i=1

µiK (xi,xk)+

m∑
i,j=1

µiµjK (xi,xj)

ρ2
− 2

k∑
i=1

(βi)
2 − 2βiγi +

(
γi2

)
+

q∑
s=1

q∑
t=1

m∑
i=1

m∑
j=1

(βs
βt−2βsγt+γsγt)ξs

i ξ
t
j)K (xi,xj)

(11)

其中,

ρ =
m∑

i=1

µi

βj =
m∑

i=1

aj
iµiK (xi,xk)

γs =
1
ρ

m∑
i=1

m∑
j=1

as
iµiµjK(xi,xj)

ξs
i = as

iµi (12)

µk = exp
(
−e(Φ (xk))

σ2

)
(13)
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2 密度敏感鲁棒模糊核 PCA 算法

虽然文献 [19] 中提出的鲁棒核模糊 PCA 算法
主成分提取精度优于传统 KPCA 算法, 但是该算法
极易陷入局部极小解, 且因模糊隶属度的更新方向
也非最优梯度方向, 使得算法分类性能的提升并不
明显. 此外, 由于该算法重构误差的计算公式较为复
杂, 从而导致算法运行时间过长. 针对以上问题, 本
文在文献 [19] 的基础上提出了一种改进的密度敏感
鲁棒模糊核主成分分析算法.

2.1 基于 Parzen-window 的相对密度估计方法

由于文献 [19] 提出的鲁棒核模糊 PCA 算法本
身属于局部最优迭代算法且初始隶属度设置为 1, 从
而导致算法易陷入局部极值解, 稳定性差. 因此为解
决算法对初始值敏感的问题, 本文通过相对密度来
确定样本初始化隶属度. 相对密度的计算方法如下.
设X = [x1,x2, · · · ,xm] 为给定的目标训练样

本集, 其中 m 代表训练样本的个数. 对于其中的任
意一个训练样本 xi, 其相对密度 di 的定义如下.

di = exp
(

ω × Par(xi)
ς

)
, ∀ i = 1, 2, · · · ,m (14)

其中, Par(xi) = 1
m

∑m

j=1(
1√

(2π)ns
) exp(− 1

2s
‖xi −

xj‖2), ς = 1
m

∑m

i=1 Par (xi), n 为输入数据的维度,
ω 为权重, s 是 Parzen-window 的平滑参数. 若训
练样本点 xi 获取的相对密度值 di 越大, 则表明 xi

所处的区域越紧致.

2.2 基于改进重构误差的DRF-KPCA算法

RFK-PCA 算法进行重构误差更新时, 所选取
的更新方向非最优梯度方向从而导致性能提升不明

显, 同时由于重构误差的计算公式十分复杂使得算
法运行速度很慢, 为此, 本文通过构建简化的基于最
优梯度下降方向的重构误差更新方法解决上述问题.
具体算法如下.
已知数据集x1,x2, · · · ,xm,其中, xi ∈ Rn, i =

1, 2, · · · ,m. Mercer 核函数 K : Rn ×Rn → R, 根
据 Mercer 定理, 存在映射 Φ : Rn → RF , 使得
K(xi,xj) = Φ (xi)

TΦ(xj). 经 Φ 映射后的数据集

为: Φ(x1),Φ(x2), · · · ,Φ(xm).
在特征空间中, 对每一个样本赋予一个隶属度:

{Φ(x1) ,Φ(x2) , · · · ,Φ(xm)} →
{µ1Φ(x1) , µ2Φ(x2) , · · · , µmΦ(xm)} (15)

协方差矩阵可以表示为:

C =
1

m∑
i=1

µp
i

m∑
i=1

µp
i


Φ(xi)− 1

m∑
i=1

µp
i

m∑
i=1

µp
i Φ(xi)


 ·


Φ(xi)− 1

m∑
i=1

µp
i

m∑
i=1

µp
i Φ(xi)




T

(16)

其中, p 为模糊度系数. 为了便于讨论, 令

Ψ(xi) = Φ (xi)− 1
m∑

i=1

µp
i

m∑
i=1

µp
i Φ(xi) (17)

Ψ (xi) 为映射后的 RF 空间中去均值化后的样本.

令 ρ =
m∑

i=1

µp
i , 则协方差矩阵可表示为:

C =
1
ρ

m∑
i=1

(µ
p
2
i Ψ(xi))(µ

p
2
i Ψ(xi))

T
(18)

由于映射 Φ 是隐性的, C 很难求解, 所以, 这里
从另一个角度讨论 C 的特征向量, 设 v 是 C 的特

征向量, λ 是对应 v 的特征值. 即:

Cv = λv (19)

v =
m∑

i=1

aiµ
p
2
i Ψ(xi) (20)

可以推出 (推导过程详见附录):

ρλᾱ = K̄ᾱ (21)

其中, K̄ 的表达式为:

K̄ =




(
µ

p
2
1 Ψ(x1)

)T

µ
p
2
1 Ψ(x1)

(
µ

p
2
1 Ψ(x1)

)T

µ
p
2
2 Ψ(x2) · · ·

(
µ

p
2
1 Ψ(x1)

)T

µ
p
2
mΨ(xm)

(
µ

p
2
2 Ψ(x2)

)T

µ
p
2
1 Ψ(x1)

(
µ

p
2
2 Ψ(x2)

)T

µ
p
2
2 Ψ(x2) · · ·

(
µ

p
2
2 Ψ(x2)

)T

µ
p
2
mΨ(xm)

...
...

. . .
...(

µ
p
2
mΨ(xm)

)T

µ
p
2
1 Ψ(x1)

(
µ

p
2
mΨ(xm)

)T

µ
p
2
2 Ψ(x2) · · ·

(
µ

p
2
mΨ(xm)

)T

µ
p
2
mΨ(xm)




(22)

K̄i,j =
(
µ

p
2
i Ψ(xi)

)T

µ
p
2
j Ψ(xj) = µ

p
2
i µ

p
2
j (Ψ (xi))

T Ψ(xj) (23)
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令 K̃ij = (Ψ (xi))
TΨ(xj), 则可推出:

K̃ij = (Ψ (xi))
TΨ(xj) =


Φ(xi)− 1

m∑
k=1

µp
k

m∑
k=1

µp
kΦ(xk)




T

·


Φ(xj)− 1

m∑
k=1

µp
k

m∑
k=1

µp
kΦ(xk)


 =

K (xi,xj)−

m∑
k=1

µp
kK (xi,xk)

ρ
−

m∑
k=1

µp
kK (xk,xj)

ρ
+

m∑
k=1

m∑
l=1

µp
l µ

p
kK(xl,xk)

ρ2
(24)

K̃ij =Kij − 1
ρ

m∑
k=1

µp
kKik − 1

ρ

m∑
k=1

µp
kKkj+

1
ρ2

m∑
l,k=1

µp
l µ

p
kK(xl,xk) (25)

至此, 求出 K̄ 后根据式 (21) 即可求出特征向量. 为
了使协方差矩阵的特征向量 ‖v‖ = 1, 对其进行归一
化处理:

〈v,v〉 =

(
m∑

i=1

aiµ
p
2
i Ψ(xi)

)T m∑
j=1

ajµ
p
2
j Ψ(xj) =

m∑
i,j=1

aiµ
p
2
i µ

p
2
j a

j
〈Ψ(xi)Ψ (xj)〉 =

m∑
i,j=1

aiajK̄ (xi,xj) = ᾱTK̄ᾱ =

ᾱTλ̄ᾱ = λ̄ (ᾱ, ᾱ) = 1 (26)

其中, λ̄ = ρλ 是 K̄ 的特征值, 且需满足 λ̄1 ≥
λ̄2 · · · ≥ λ̄n ≥ 0, n ¿ m 证明过程详见附录. 只要
将取得的 ᾱ 除以对应的特征值

√
λ̄, 则得到的 v 就

是归一化特征向量, 归一化的结果为 a:

a =
ā√
λ̄

(27)

原有训练样本 xj 在 v 上的投影坐标为:

(v,Ψ(xj)) =
m∑

i=1

aiµ
p
2
i (Ψ (xi) ,Ψ(xj)) =

m∑
i=1

aiµ
p
2
i K̃ij (28)

新数据 tj 在 v 上的投影坐标为:

(v,Ψ(tj)) =
m∑

i=1

aiµ
p
2
i (Ψ (xi) ,Ψ(tj)) =

m∑
i=1

aiµ
p
2
i K̃test

ij (29)

其中,

K̃test
ij = ΨT (xi)Ψ (tj) =


Φ(xi)− 1

m∑
k=1

µp
k

m∑
k=1

µp
kΦ(xk)




T

·


Φ(tj)− 1

m∑
k=1

µp
k

m∑
k=1

µp
kΦ(xk)


 =

ΦT (xi)Φ (tj)− 1
ρ

m∑
k=1

µp
kK (xi,xk)−

m∑
k=1

µp
kK (xk, tj)

ρ
+

m∑
k=1

m∑
l=1

µp
l µ

p
kK(xl,xk)

ρ2
(30)

本文算法中隶属度优化目标函数定义为:

minJ =
m∑

k=1

µke (Φ (xk)) + σ2

m∑
k=1

(µk log µk−µk)

(31)

对隶属度的目标函数求偏导:
∂J

∂µk

= e (Φ (xk)) + σ2 log µk = 0 (32)

则有:

µk = exp
(
−e (Φ (xk))

σ2

)
(33)

重构误差的计算公式为:

e (Φ (xk)) =
∥∥(Φ (xk)− Φ(x̃))− V V T(Φ (xk)− Φ(x̃))

∥∥2

(34)

其中, Φ (x̃) = (
∑m

i=1 µp
i )
−1 ∑m

i=1 µp
i Φ(xi), V 是

由前 q (q < n ¿ m) 个最大特征值对应的
特征向量构成. V = (v1,v2, · · · ,vq) ,vj =∑m

i=1 aj
iµ

p
2
i Ψ(xi) , j = 1, 2, · · · , q. 推导过程详见

附录. 其中 σ2 为正则化控制参数. e (Φ (xk)) 越小,
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则表示估计值与真实值越接近, 隶属度就越大, 否
则, e (Φ (xk)) 越大, 越偏离真实值, 可能是离散点,
隶属度就越小.

设 e (Φ (xk)) 为特征空间中的重构误差, 通过
转换核函数的方式计算得到:

e (Φ (xk)) = K (xk,xk)− 2
ρ

m∑
i=1

µp
i K (xi,xk)+

m∑
i,j=1

µp
i µ

p

jK (xi,xj)

ρ2
− 2(

(
β1

)2
+ · · ·+ (βq)2)+

q∑
s=1

q∑
t=1

m∑
i=1

m∑
j=1

as
ia

t
jβ

s
βtµ

p
2

i
µ

p
2
j ΨT (xi)Ψ (xj)

(35)

其中,

βj =
m∑

i=1

aj
iµ

p
2
i ΨT (xi)Ψ (xk) =

m∑
i=1

aj
iµ

p
2
i K̃ik, j = 1, 2, · · · , q (36)

详细推导过程见附录.

2.3 DRF-KPCA 算法步骤

本文提出的密度敏感鲁棒模糊核主成分分析算

法的具体流程如下:
1) 设置算法参数: 核函数 K 及参数, 模糊度系

数 p, 保留维度 q, 正则化控制参数 σ2, 停止条件最
大迭代次数 tmax, 隶属度阈值 ε 等;

2) 通过 Parzen-window 算法求出相对密度 di,
并赋值给初始化隶属度 U0 = [d1, d2, · · · , dm], 当
t = 0, 利用上述推导公式计算出的K, K̃ 得到特征

值和特征向量 v1
t ,v

2
t , · · · ,vq

t ;
3) 令 t = t + 1, 根据上述得到的结果计算重构

误差并计算新的隶属度 Ut = [ut
1, u

t
2, · · · , ut

m];
4) 如果

∣∣ut−1
i − ut

i

∣∣ < ε或 t > tmax, 则停止, 否
则转向步骤 3.

2.4 算法的复杂度分析

由上述分析可知, 算法的复杂度主要取决
于单个样本的重构误差 e (Φ (xk)) 的计算, 其中
e (Φ (xk)) 的计算量又取决于乘法次数, 因此本文
主要通过分析 e (Φ (xk)) 公式中的乘法次数来讨论
算法复杂度. 根据式 (35), 其中第一个部分乘法次数
为: O (1) + O (m) + O(m2), 第二个部分乘法次数
(其中包括投影系数 β 的计算) 为: O (q) + O (m) ,

第三部分的乘法次数为: O(q2m2). 因此在忽略其
他项, 只考虑 e (Φ (xk)) 计算量的前提下, 算法的总

体乘法次数为: tstop × m × (O (q2m2) + O (m2) +
O (m) + O (q) + 1), 其中 tstop 为算法的停止迭

代时的次数. 而由 RFK-PCA 算法重构误差更
新式 (11) 可以推出, 其中二次平方项第一个部
分乘法次数为: O (1) + O (m) + O(m2), 第二个
部分乘法次数 (其中包括投影系数 β 的计算) 为:
3 × O(q) + O (m) + O(m2), 第三部分的乘法次
数为: 3 × O(q2m2). 因此在忽略其他项, 只考虑
e (Φ (xk)) 计算量的前提下, 算法的总体乘法次数
为: tstop ×m × (3 × O(q2m2) + 2 × O(m2) + 2 ×
O(m) + 3×O(q) + 1). 其中 tstop 为算法的停止迭

代时的次数. 不难看出, 本文提出的改进后的 DRF-
KPCA 算法复杂度远远小于 RFK-PCA 算法.

3 实验与分析

为了测试本文所提出的密度敏感鲁棒模糊核主

成分分析算法的性能, 实验部分分别利用仿真数据
集和 UCI 数据集, 对传统 KPCA、RFK-PCA 算法
及本文提出的 DRF-KPCA 算法的性能进行分析对
比. 实验环境: Windows 7 操作系统, CPU: Intel
i7, 3.4 GB 处理器, 仿真软件为MATLAB 2010b.

3.1 仿真数据下的算法性能试验

为了验证本文提出的 DRF-KPCA 算法在解
决野性样本点敏感问题和降低计算复杂度等方面

的优势, 进行了下列对比实验. 其中原始实验数据
由均值为 (0.5, 0), (0, 0.65), (−0.5,−0.25), 方差为
(0.1, 0.1) 的三个高斯分布分别随机产生的 30 个数
据构成, 共 90 个样本点集合, 另外 10 个野性数据点
由均值为 (−1, 2), 方差为 (0.2, 0.2) 的高斯分布随机
产生. 实验部分首先利用 KPCA 算法对无野性样本
点的数据集进行主成分分析, 然后利用 RFK-PCA
算法和 DRF-KPCA 算法对加入野性样本点的数据
集进行主成分分析, 实验结果如图 2 和图 3 所示
(图 2 (a) 和图 3 (a) 为无野性样本点的主元分布, 为
了便于显示, 图中人为加入了野性样本点, 以便对
比). 本文算法的参数设置如下: 核函数为高斯核,
核参数为 1, 算法的迭代最大次数为 2 000 次, 阈值
为 ε=1× 10−14. 正则化控制参数为 σ2 = 0.3. 本文
算法的模糊系数 p = 1, 特征向量的个数 q = 1, 密
度控制权重为 ω = 2, 平滑参数为 s = 10.

通过实验结果可以发现, 本文提出的密度敏感
鲁棒模糊核主成分分析算法得到的主成分分布近似

于无野性样本点数据影响下的主成分分布结果. 而
RFK-PCA 算法得到的主成分分布受野性样本点影
响有所偏离. 这是由于 RFK-PCA 算法受隶属度初
始值以及隶属度更新方向的影响陷入了局部最优解.
而本文提出的 DRF-KPCA 算法通过基于相对密度
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图 2 不同 KPCA 算法的第一主元分布图

Fig. 2 The first principal component of different KPCA algorithms

图 3 不同 KPCA 算法的第二主元分布图

Fig. 3 The second principal component of different KPCA algorithms

初始隶属度确定方法以及基于最优梯度下降方向隶

属度更新公式的作用有效解决了传统算法易陷入局

部极值解的问题.
为了定量评价算法得到的主元成分的精度, 实

验部分采用两个主元成分间夹角加权和来表示误差.
根据式 (27), 经过 ai = āi/

√
λ̄ 处理后, 得到的特征

向量 ‖v‖ = 1 是单位向量, 因此两个特征向量的夹
角为:

cos
(
va

C ,vb
N

)
= va

C · vb
N =(

m1∑
i=1

aiµ
p1

2
i Ψ(xi)

)(
m2∑
j=1

ajµ
p2

2
j Ψ(xj)

)
=

m1∑
i=1

m2∑
j=1

aiµ
p1

2
i ajµ

p2

2
j ΨT (xi)Ψ (xj) (37)

由上述公式可知, p1 是 KPCA 算法模糊度, p2 是

DRF-KPCA 和 RFK-PCA 算法模糊度. 其中 m1

是不含噪声的样本总数, m2 是含噪声的样本总数.
令 p1 = 2, µi = 1, i = 1, 2, · · · ,m1, 则鲁棒模糊核
主成分等于传统 KPCA 算法.

式 (37) 可以进一步写成:
m1∑
i=1

m2∑
j=1

aiµ
p1

2
i ajµ

p2

2
j ΨT (xi)Ψ (xj) =

m1∑
i=1

m2∑
j=1

aiajµ
p2

2
j ΨT (xi)Ψ (xj) =

m1∑
i=1

m2∑
j=1

aiajµ
p2

2
j K̃ij (38)

则两个主元成分间的夹角可表示为:

θ(va
C ,vb

N) = arccos

(
m1∑
i=1

m2∑
j=1

aiajµ
p2

2
j K̃ij

)
(39)

定义错误率:

E =
q∑

i=1

λi
Cθ

(
vi

C ,vi
N

)
(40)

其中, q 为预先设定共同保留的特征向量的个数.
λi

C ,v
i

C 为 KPCA 算法在无噪声样本点下得到的第
i 个特征值和特征向量. vi

N 是比较算法 (KPCA,
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DRF-KPCA 或 RFK-PCA) 在噪声样本点下得到
的第 i 个特征向量.
为了定量地比较上述不同算法的性能, 本文采

用错误率E 作为性能评测指标.为消除随机影响,每
种算法运行 200次取其平均值,实验数据同上. 其中
无野性样本点情况下 KPCA 算法得到的第一主成
分与存在野性样本点情况下 KPCA 算法得到了第
一主成分之间的夹角为 65.4123◦, 第二主成分之间
的夹角为 78.5457◦. 换成弧度制表示分别为 1.1417
和 1.3709, 两夹角之间的加权错误率 E 为 26.5794.
为了对比分析, 利用本文提出的 DRF-KPCA 算法
进行上述实验, 结果如下: 无野性样本点情况下
KPCA 算法得到了第一主成分与存在野性样本点
情况下 DRF-KPCA 得到的第一主成分之间的夹角
为 8.007◦, 第二主成分之间的夹角为 8.0478◦. 换成
弧度制表示分别为 0.1397 和 0.1405, 两夹角之间
的加权错误率 E 为 3.0298. 通过以上结果可以明
显看出, 本文提出的 DRF-KPCA 算法的错误率比
KPCA 的错误率小很多. 该实验结果也定量地说明
了本文提出的 DRF-KPCA 算法在存在野性样本点
情况下得到的主元成分更接近真实值.

为了验证本文提出的敏感密度鲁棒模糊主成分

分析算法的稳定性和鲁棒性, 实验部分通过盒线图
来对比分析 KPCA、RFK-PCA 和 DRF-KPCA 三
种算法实验结果的统计分布情况, 结果如图 4 所示.
通过实验结果对比可以发现, RFK-PCA 算法产生
的异常值较多且波动较大. 该实验结果进一步验证
了 RFK-PCA 受隶属度初始值及更新公式影响易陷
入局部极值解从而导致算法不稳定. 从统计特征来
看, 本文提出的 DRF-KPCA 算法得到的数据集分
布情况更加集中, 离散点少, 偏差小, 这是由于本文
提出的算法通过相对密度初始隶属度确定方法以及

改造隶属度更新公式有效解决了易陷入局部最优解

的问题, 使得算法更加稳定, 能有效消除野性样本点
对算法性能的影响.

3.2 参数对算法性能的影响

3.2.1 模糊化系数对算法性能的影响

为了测试模糊化系数 p 在不同取值情况下对

本文提出的 DRF-KPCA 算法的性能影响, 设置了
如下实验, 实验过程中通过在 [0, 5] 之间改变模糊
化系数 p 的值来观察本文算法的错误率均值变化,
实验数据同上, 结果如图 5 所示. 其中本文算法的
参数设置如下: 核函数为高斯核, 核参数为 1, 算
法的迭代最大次数为 2 000 次, 正则化控制参数为
σ2 = 0.3, 控制权重为 ω = 2, 平滑参数为 s = 10.
预先设定共同保留的特征向量个数 q = 2, 重构误差
e (Φ (xk)) 的计算以第一主成分为例.

从图 5 的实验结果可以明显看出, 模糊化系数
选取在 [0.5, 1] 之间时, 算法性能达到最佳. 当模糊
化系数选取过小时, 则初始隶属度被赋值为 1, 相
当于原始的 KPCA 方法, 去噪能力差, 效果不明显.
当模糊系数过大时, 则导致算法只和部分大的模糊
隶属度的样本点有关, 从而忽略无噪声数据中模糊
隶属度值较小的其他样本点, 将其当作野性点处理,
导致学习后的主成分无法代表真实的原始结构信息.

图 4 三种算法的性能对比图

Fig. 4 Comparison of the statistics results of E

evaluation indicator of three algorithms

图 5 模糊化系数 (p) 对算法性能的影响

Fig. 5 Influence on the proposed algorithm performance

of the fuzzy weight (p)

3.2.2 不同正则化控制参数对算法性能的影响

为了测试正则化控制参数 σ2 在不同取值情况

下对本文提出的 DRF-KPCA 算法的性能影响, 设
置了如下实验, 实验过程中通过在 [0, 10] 之间改变
正则化控制参数 σ2 的值来观察本文算法的错误率

均值变化, 实验数据同上. 实验参数设置如下: 模糊
化系数 p = 1, 其他参数设置同上, 测试结果如图 6
所示.
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图 6 不同正则化控制参数 (σ2) 对算法性能的影响

Fig. 6 Influence on the proposed algorithm performance

of the regularization parameters (σ2)

从图 6 的实验结果可以看出, 当正则化系数的
范围在 [0.3, 0.5] 之间时, 算法的性能达到最佳. 由
式 (33) 可知, 当正则化系数 σ2 较小的时候, µk 的

取值较大, 会拉大正常样本点与野性样本点之间的
模糊隶属值差距. 当正则化系数 σ2 较大时, 初始隶
属度趋近于 1, 近似于原始 KPCA 算法.

3.2.3 不同密度控制权重对算法性能的影响

为了测试不同密度控制权重 (ω) 在不同取值情
况下对本文提出的 DRF-KPCA 算法的性能影响,
设置了如下实验, 实验过程中通过在 [0, 10] 之间改
变不同密度控制权重 (ω) 的值来观察本文算法的错
误率均值变化, 参数设置如下: 模糊化系数 p = 1,
正则化控制参数 σ2 = 0.3, PARZEN 平滑参数为
s = 10, 其他参数设置同上, 结果如图 7 所示. 从实
验结果可以看出密度控制权重对算法性能的影响不

大.

图 7 不同密度控制权重 (ω) 对算法性能的影响

Fig. 7 Influence on the proposed algorithm performance

of the density control parameters (ω)

3.2.4 不同平滑参数对算法性能的影响

为了测试平滑参数 (s) 在不同取值情况下对本
文提出的 DRF-KPCA 算法的性能影响, 设置了如
下实验, 实验过程中通过在 [0, 10] 之间改变不同平
滑参数 (s) 的值来观察本文算法的错误率均值变化,
参数设置如下: 模糊化系数 p = 1, 正则化控制参数

为 σ2 = 0.3, 密度控制权重 ω = 1, 其他参数设置同
上, 测试结果如图 8 所示.

图 8 不同平滑参数 (s) 对算法性能的影响

Fig. 8 Influence on the proposed algorithm performance

of the smooth parameters (s)

从图 7 和 8 的实验结果可以看出密度控制权重
(放大倍数) 以及平滑参数都是为了放大样本密度间
的比例, 但由于得到的密度只是作为了初始 U0 参

数, 且进行了最大最小归一化处理, 同时在迭代的过
程中会被不同样本重构错误的差异值再次修正, 因
此通过实验结果和以上分析可知两个参数对算法性

能的影响并不大.

3.3 不同UCI 数据的主成分提取精度对比

为了验证本文算法提取主成分的准确性, 实验
数据采用 UCI 数据集中的 iris 和 seed 两个经典数
据集, 并同 GMM-PCA (Gaussian mixture modol)
算法、KPCA 算法和 RFK-PCA 算法进行对比. 为
了能体现野性噪声数据的影响, 分别以 Iris 数据集
中的 Iris-setosa, Iris-Versicolour, Iris- Virginica 数
据作为无噪声数据集, 其中野性样本由其他两个类
别数据中随机抽取的数据构成, 因 iris 数据集中三
种类别数据的方差分布不同, 因此根据方差大小, 三
种类别数据中野性样本点的个数分别设置为原始无

噪声数据集大小的 10%, 20 %, 30 %. Seed 数据集
中野性样本的个数统一设置为每个类别无噪声数据

集大小的 30%. 其中评价指标中的主成分坐标轴个
数 q = 2. 实验部分首先利用 KPCA 算法对无野性
样本点数据集进行分析, 然后提取前两个主成分以
及相对应的特征值. 接着利用 KPCA 算法、GMM-
PCA算法、RFK-PCA算法和本文DRF-KPCA算
法对含噪声的数据集进行分析, 其中算法参数设置
如下: 混合高斯模型个数设置为 3, 核函数为高斯核,
核参数为 σ = 1, 算法的迭代最大次数 2 000 次, 阈
值为 ε = 1×10−14. 正则化控制参数为 σ2 = 0.3, 本
文算法的模糊系数为 p = 1, 密度控制权重为 ω = 1,
平滑参数为 s = 7. 为了消除随机影响每个算法运行
100 次得到统计结果如图 9 所示.
由上图中的实验结果可知, 本文提出的密度
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图 9 不同算法对不同数据的性能比较

Fig. 9 The performance comparison of different algorithms on different data

敏感鲁棒模糊核主成分分析算法对 6 种不同的
数据集进行主成分提取, 得到的结果最接近于
无噪声数据影响下的 KPCA 得到的主成分坐

标轴. 其中 E 指标均值与方差分别为 setosa:
1.306 (3.264 × 10−5), Versicolour: 4.718 (0.075),
Virginica: 11.266 (0.779), Seed-Class1: 16.479
(1.031), Seed-Class2: 7.734 (0.032), Seed-Class3:
11.266 (0.779). 因此可以说本文提出的算法在提取
主成分精度和稳定性上均优于其他算法. 这是由于
本文算法采用的最优梯度下降方向实现模糊隶属度

的更新, 同时利用密度敏感初始值确定方法解决了
RFK-PCA 算法对初始解敏感导致易早熟收敛的问
题, 大大提高了算法的稳定性. 为了比较本文提出的
DRF-KPCA 算法和 RFK-PCA 算法的运行效率,
这里统计了算法的平均迭代时间并进行了对比分析,
实验结果如图 10 所示, 不难看出本文算法的运行时
间远远低于 RFK-PCA 算法, 这是由于本文算法重

构误差的计算公式较 RFK-PCA 算法大大简化且更
加合理所致.

图 10 不同算法对不同数据集的平均迭代时间比较

Fig. 10 Comparison of average iteration time for different

data sets by different algorithms

3.4 不同UCI 数据集分类性能对比

为了验证本文提出的密度敏感鲁棒模糊核主

成分分析算法特征提取能力, 采用难分的 9 种不同
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UCI 数据集进行分类性能对比分析. 其中分类器采
用的是 Fisher 线性鉴别分类器, 分类性能指标为错
分率,核函数为高斯核,核参数采用交差验证法确定.
为了便于比较,降维后的特征维度统一设定为 50,其
中本文算法和 RFK-PCA 算法的参数设置如下: 算
法的最大迭代次数 2 000 次, 阈值 ε = 1× 10−14. 正
则化控制参数为 σ2 = 0.3, 本文算法的模糊系数为
p = 0.5, 密度控制权重为 ω = 1, 平滑参数为 s = 7.
实验结果采用 10 次交叉验证获取, 结果如表 1 所
示, 其中加黑数字表示为针对同一数据集三种算法
比较的最优结果. 从表中可以发现, 除了 yeast 数据
集外, 经本文算法降维后的分类性能均优于其他三
种降维方法, 其中除了 abalone 数据集中 1 : 2 两
类数据分类结果性能的提升不明显之外, 其他数据
集的分类性能提升较为显著, 这也说明经本文提出
的算法降维后的特征空间更有利于不同类别数据间

的区分. 至于 yeast 和 abalone 中的 1 和 2 类数据
集, 主要原因是由于原始数据结构的复杂性且不同
类别数据间有大量的重叠, 导致经传统 KPCA 算法
降维后特征空间的分类性能较差, 再加上数据集中
无明显野性噪声点, 从而导致经改进后的算法降维
后数据分类性能没能实现提升甚至出现下降. 另外
从表中的方差数据对比可知, RFK-PCA 算法的方
差分布较大, 相比而言本文算法的方差很小, 这也
进一步说明了本文算法具有较好的稳定性. 相比而
言, RFK-PCA 算法因极易陷入局部极小解, 且模
糊隶属度的更新方向也非最优梯度方向, 导致分类
性能提升并不明显. 通过实验结果可以看出, 除了
yeast 数据集外, RFK-PCA 算法在 pima, german,
abalone 的 1 和 2 类以及 1 和 3 类数据的分类性能
甚至低于传统 KPCA 算法.

3.5 高维数据集分类性能对比

为了验证本文提出的密度敏感鲁棒模糊核主

成分分析算法对高维特征数据的降维性能, 实验数
据采用来自 ASU[25] 的特征选择数据仓库的数据集

SMK-CAN-187, 其中包括 2 类, 187 个实例, 维度
数为 19 993. 为了验证本文算法对不同维度降维性
能的鲁棒性, 这里采用 70 到 140 的不同维度进行
实验, 结果通过 10 次交叉验证策略获取. 实验结
果如图 11 所示. 从图中不难发现本文算法对不同
维度降维后的分类性能均优于其他分类算法. 每
一个算法的分类性能均在 140 维达到最优, 由此可
以说明在这个分类实例中, 降维后的较高维特征空

图 11 不同算法对 SMK-CAN-187 高维数据的

降维性能对比

Fig. 11 Classification error rate of different algorithms

with different reduced dimensions on

SMK-CAN-187 dataset

表 1 不同 UCI 数据的三种 KPCA 算法分类性能对比

Table 1 Classification performance of three kinds of KPCA algorithm for different UCI datasets

Dataset Class (N) : Dimension KPCA GMM-PCA RFK-PCA DRF-KPCA

yeast

1 (463) : 2 (429) : 8 31.11±4.88 38.26± 3.27 37.66± 6.23 31.14± 1.24

1 (463) : 3 (244) : 8 23.94±3.22 30.24± 4.21 26.79± 5.15 24.01± 0.98

2 (429) : 3 (244) : 8 16.18±3.67 18.96± 1.35 19.01± 4.11 16.46± 0.79

letter

H ((734) : R (758) : 16 10.67± 2.15 9.17± 3.66 7.16± 2.35 5.48±0.07

S (748) : Z (734) : 16 9.39± 2.01 9.01± 1.47 4.14± 1.97 2.13±0.09

H (734) : O (753) : 16 10.74± 2.46 12.01± 3.53 9.45± 4.02 7.14±0.02

german 1 (700: 2 (300) : 24 23.12± 3.48 24.44± 4.87 25.38± 5.96 22.24±1.01

haberman 1 (225) : 2 (81) : 3 17.46± 3.16 17.32± 2.55 16.73± 4.98 15.12±0.49

ionophere 1 (225) : −1 (126) : 34 8.33± 2.13 8.03± 2.98 7.57± 3.19 5.37±0.07

pima 1 (268) : 0 (500) : 8 25.71± 4.01 29.63± 4.76 31.88± 6.23 25.33±1.11

phoneme 1 (1 586) : 0 (3 818) : 5 11.12± 2.16 10.06± 2.93 9.67± 3.98 7.21±0.12

sonar 1 (111) : −1 (97) : 60 7.29± 1.22 7.56± 1.43 6.12± 2.79 5.32±0.02

abalone

1 (1 528) : 2 (1 307) : 8 37. 59± 4.32 43.39± 5.09 48.24± 7.94 37.43±1.22

1 (1 528) : 3 (1 342) : 8 23.69± 3.12 23.33± 2.78 24.18± 5.12 20.59±1.03

2 (1307) : 3 (1 342) : 8 12.83± 1.22 10.74± 1.07 11.24± 3.01 9.11±0.22
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间更有利于数据的区分. 其中本文算法的分类性能
在 140 维时达到最优, 分类错误率为 20.017%, 相
比 GMM-PCA 算法、KPCA 算法、和 RFK-PCA
算法分别降低了 4.083%, 3.106%, 1.772%. 实验结
果也进一步说明了本文算法在高维数据集的降维性

能上也优于其他两种算法且具有较好的鲁棒性.

4 结论

为解决传统 KPCA 算法对野性样本点敏感的
缺陷, 本文提出了一种密度敏感鲁棒模糊核主成分
分析算法, 结合实验得到如下结论:

1) 为解决传统 PCA 算法对初始值敏感问题,
本文通过引入相对密度来获取样本初始隶属度, 同
时采用最优梯度下降方向实现隶属度的更新. 实验
部分通过和 KPCA、GMM-PCA、RFK-PCA 算法
进行对比, 结果表明本文算法能有效解决传统算法
对野性点敏感导致主元成分偏移问题且具有较好的

稳定性.
2) 为进一步提高算法的运行效率, 本文算法对

重构误差的计算公式进行简化, 理论分析和实验结
果表明本文算法的计算复杂度及运行时间都远远低

于 RFK-PCA 算法.
3) 为考察模糊化系数 p、正则化控制参数 σ2、

密度控制权重 ω 和平滑参数 s 对算法性能的影响,
本文利用不同参数进行了性能对比分析, 结果发现,
模糊化系数选取在 [0.5, 1] 之间比较好, 正则化系
数的范围在 [0.3, 0.5] 之间的时候比较好, 密度控制
权重和平滑参数由于只作为初始 U0 参数, 且在迭
代的过程中会被不同样本重构错误的差异值修正,

因此对算法的性能影响很小. 实验部分通过与其他
KPCA 算法对比发现, 本文提出的算法在分类性能
上均优于其他算法.

附录A

设 v 是 C 的特征向量, λ 是对应 v 的特征值. 则:
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注意 k = 1, 2, · · · , m 都满足上式, 用矩阵表达上述等式.
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证明. ρλᾱ = K̄ᾱ 的特征值 λ̄ = ρλ 满足

λ̄1 ≥ λ̄2 · · · ≥ λ̄n ≥ 0, n ¿ m.
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对于任意的非零向量 z:

zTK̃z = zT (Ψ (x1) , Ψ(x2) , · · · , Ψ(xm))T ·
(Ψ (x1) , Ψ(x2) , · · · , Ψ (xm)) z =

((Ψ (x1) , Ψ(x2) , · · · , Ψ(xm)) z)T·
((Ψ (x1) , Ψ (x2) , · · · , Ψ(xm)) z) ≥ 0 (A14)

因此 K̃ 是半正定矩阵.

K̄ = U
p
2 K̃U

p
2 (A15)

zTK̄z = zTU
p
2 K̃U

p
2 z =

(
zU

p
2

)T

K̃
(
U

p
2 z

)
= z′TK̃z′ (A16)

令 z′ = zU
p
2 ,可见 K̄ 为半正定矩阵, λ̄i ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n.

e (Φ (xk)) =

‖ (Φ (xk)− Φ(x̃))− V V T(Φ (xk)− Φ(x̃))‖2 (A17)

e (Φ (xk)) =
∥∥∥Ψ(xk)− V V TΨ(xk)

∥∥∥
2

(A18)

其中,

Ψ (xi) = Φ (xk)− Φ(x̃) =

Φ (xi)− 1
m∑

i=1

µp
i

m∑
i=1

µp
i Φ (xi)

e (Φ (xk)) = Ψ (xk)·Ψ(xk)−2Ψ (xk) · V V TΨ(xk) +

(
V V TΨ(xk)

)
·
(
V V TΨ(xk)

)
(A19)

Ψ(xk) ·Ψ(xk) = (Ψ (xk))T Ψ(xk) =

K (xk, xk)− 2

ρ

m∑
i=1

µp
i K (xi, xk)+

m∑
i,j=1

µp
i µp

j K(xi, xj)

ρ2
(A20)

ΨT(xk) · V V Ψ(xk) = ΨT (xk)V V TΨ(xk) =
(
V TΨ(xk)

)
·
(
V TΨ(xk)

)
= (β1)2 + · · ·+ (βq)2 (A21)

(
V V TΨ(xk)

)
·
(
V V TΨ(xk)

)
=

(

q∑
j=1

m∑
i=1

aj
iβ

jµ
p
2
i Ψ(xi)) · (

q∑
j=1

m∑
i=1

aj
iβ

jµ
p
2
i Ψ(xi)) =

q∑
s=1

q∑
t=1

m∑
i=1

m∑
j=1

as
i a

t
jβ

s
βtµ

p
2
i

µ
p
2
j ΨT (xi)Ψ (xj) (A22)

其中,

V TΨ(xk) =




m∑
i=1

a1
i µ

p
2
i ΨT (xi)

...
m∑

i=1

aq
i µ

p
2
i ΨT (xi)




Ψ(xk) =




m∑
i=1

a1
i µ

p
2
i ΨT (xi)Ψ (xk)

...
m∑

i=1

aq
i µ

p
2
i ΨT (xi)Ψ (xk)




=




β1

...

βq


 (A23)

其中,

βj =

m∑
i=1

aj
iµ

p
2
i ΨT (xi)Ψ (xk) =

m∑
i=1

aj
iµ

p
2
i K̃ik, j = 1, 2, · · · , q (A24)



2期 陶新民等: 密度敏感鲁棒模糊核主成分分析算法 371

其中,
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推出
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鲁棒核主成分 βi, i = 1, 2, · · · , n 的方差为其对应的 K̄

特征值, 即:

var (βi) = λi, i = 1, 2, · · · , n (A27)
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且 vT
i Ψ(x) 为标量. ¤
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