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补偿信号法驱动的Pendubot自适应平衡控制

魏 萃 1 柴天佑 1, 2 贾 瑶 1 王良勇 1

摘 要 Pendubot 是以电机转矩为输入, 主动臂角度和欠驱动臂角度为输出的强非线性、多变量、欠驱动机械系统, 受到具

有时变不确定性的摩擦影响, 且模型参数随摆臂质量与长度的改变而变化. 本文将上述被控对象采用确定线性模型与未知高

阶非线性项来描述, 设计消除前一时刻高阶非线性项及其变化率对系统输出影响的补偿器, 叠加于基于确定线性模型设计的

PD 控制器, 提出了补偿信号法驱动的自适应平衡控制方法, 并对所提方法进行了稳定性和收敛性分析. 仿真和物理对比实验

表明, 当 Pendubot 系统模型参数改变时, 所提控制算法可以有效地消除摩擦的影响, 将两摆臂输出角度稳定在目标位置.
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Compensation Signal Driven Adaptive Balance Control of the Pendubot

WEI Cui1 CHAI Tian-You1, 2 JIA Yao1 WANG Liang-Yong1

Abstract The Pendubot system is a strong nonlinear multivariable underactuated mechanical system with the motor

torque as the input, angles of the actuated link and the underactuated link as outputs. The model parameters, such as the

length of the link, the center of mass, change with the system mechanical structure. Moreover, the system is influenced by

the friction, which is uncertain, nonlinear and time varying. In this paper, a novel compensation signal driven adaptive

controller is developed by representing the controlled object as the combination of a determinate low-order linear model

and unknown high-order nonlinear terms. In the proposed controller design, two compensation signals are constructed

and added onto the control signal obtained from the linear deterministic model based PD control design. Such two

compensation signals aim at eliminating the effects of the previous sample high-order nonlinearity and its changing rate,

respectively. The performance analysis of the algorithm is given, and simulations and physical experiments are carried

out, where it has been shown that the two output angles of the Pendubot can be stabilized at their targeted positions

when the system is subjected to unknown variations of its parameters.

Key words Compensation signal driven, high-order nonlinearity compensation, one-step optimal PD control, Pendubot,

friction compensation
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欠驱动系统是独立控制量数目少于系统自由度

的一类系统[1]. 由于驱动器数目减少, 使得整个系统
具有体积小、重量轻、成本低等优点, 广泛应用于无
人机[2]、舰艇[3]、移动机器人[4] 和吊车[5] 等领域. 由
于欠驱动系统输出个数多于输入个数, 且动态模型
具有强非线性, 其中, 摩擦是与系统输出的变化率相
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关的时变非线性、机理不清、难以用数学模型描述

的复杂物理现象, 动态特性具有很强的不确定性[6],
因此, 欠驱动系统的控制问题一直是非线性控制领
域的研究热点.

Pendubot 是一个两自由度欠驱动平面机器人,
肩关节由电机直接驱动, 肘关节是无源的[7], 是一
个典型的欠驱动机械系统. 针对其平衡控制, 文献
[7] 采用线性二次型调节器 (Linear quadratic regu-
lator, LQR) 和极点配置技术实现了垂直倒立位置
的平衡控制; 文献 [8] 提出一种状态相关黎卡提方
程 (State-dependent Riccati equation, SDRE) 控
制方法, 在线获得控制增益; 文献 [9] 提出一种混杂
控制策略; 文献 [10] 提出一种降阶的输出反馈控制
器. 上述方法要求 Pendubot 系统可用精确数学模
型描述.
对于参数定常未知的 Pendubot系统,文献 [11]

提出一种模糊 PI + PD 控制方法; 文献 [12] 提出一
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种自适应分层滑模控制方法, 增强了系统鲁棒性; 文
献 [13] 提出一种基于 T-S 模糊结构和线性调节理论
的平衡控制策略. 然而, 上述控制方法均没有考虑摩
擦对系统的影响.

摩擦常常导致系统存在稳态误差甚至振荡[14],
为提高控制系统性能, 文献 [15] 基于一种简化的近
似摩擦模型设计非线性扰动观测器, 将摩擦的估计
值作为扰动补偿项, 叠加于基于一阶泰勒级数展开
线性化模型设计的 LQR 控制器, 提出一种带有非线
性扰动观测器的鲁棒平衡控制方法. 该控制方法要
求被控对象模型精确已知, 而且假设摩擦模型关于
原点对称且连续可微, 实际运行中的欠驱动系统如
塔吊[16], 在运行过程中负载质量与臂的长度发生变
化, 导致模型参数发生变化, 使得采用参数已知或定
常未知的欠驱动系统的控制方法不能将主动臂与欠

驱动臂稳定的控制在平衡位置上, 甚至导致波动, 从
而引起摩擦力矩变化, 进而又引起系统波动甚至振
荡, 此时文献 [15] 方法难以取得理想的控制效果.

本文针对动态特性发生变化的 Pendubot 系统,
将动态特性变化用已知的前一时刻高阶非线性项及

其变化率描述, 设计了对前一时刻高阶非线性项及
其变化律的补偿器, 叠加于基于确定线性模型设计
的 PD 控制器, 提出了补偿信号法驱动的 Pendubot
自适应平衡控制算法, 理论分析与仿真及物理实验
结果表明了所提算法的有效性.

1 控制问题描述

1.1 Pendubot系统动态模型

Pendubot 系统结构示意图, 如图 1所示. 其中,
m1、m2 分别为主动臂和欠驱动臂的质量; y1 为主

动臂相对于水平方向的角度; y2 为欠驱动臂相对于

主动臂的角度; l1 为主动臂的长度; lc1、lc2 分别为主

动臂和欠驱动臂相对于连接点到质心的距离; I1、I2

图 1 Pendubot 系统示意图

Fig. 1 Diagram of the Pendubot

分别为主动臂和欠驱动臂相对于质心的转动惯量.
基于拉格朗日方程建立 Pendubot 动力学模

型[15] 为:

DDD (y) ÿ + CCC (y , ẏ) ẏ + G (y) + F (ẏ) = U (1)

其中, y = [y1 y2]
T ∈ R2 为两摆臂输出角度矢

量; ẏ = [ẏ1 ẏ2]
T ∈ R2 为两摆臂输出角速度矢

量; U = [u 0]T ∈ R2 为系统控制输入转矩矢量;
DDD (y) ∈ R2×2为对称正定的惯量矩阵; CCC (y , ẏ) ẏ ∈
R2 为向心力和科里奥利力矩矢量; G (y) ∈ R2 为

重力矩矢量; F (ẏ) ∈ R2 为摩擦力矩矢量. 各系数
矩阵定义如下:

DDD (y) =

[
d11 d12

d21 d22

]
=

[
θ1 + θ2 + 2θ3 cos y2 θ2 + θ3 cos y2

θ2 + θ3 cos y2 θ2

]

CCC (y , ẏ) =

[
c11 c12

c21 c22

]
=

[
−θ3 sin y2ẏ2 −θ3 sin y2ẏ2 − θ3 sin y2ẏ1

θ3 sin y2ẏ1 0

]

G (y) =

[
g1

g2

]
=

[
θ4g cos y1 + θ5g cos (y1 + y2)

θ5g cos (y1 + y2)

]

F (ẏ) =

[
f1 (ẏ1)
f2 (ẏ2)

]

(2)

其中, 



θ1 = m1l
2
c1 + m2l

2
1 + I1

θ2 = m2l
2
c2 + I2

θ3 = m2l1lc2

θ4 = m1lc1 + m2l1

θ5 = m2lc2

(3)

由式 (1)∼ (3) 知, 摆臂的质量、长度、质心位置
及转动惯量的变化将会导致参数 θ1 ∼ θ5 变化, 从而
使得DDD (y)、CCC (y , ẏ)、G (y) 发生变化.

1.2 控制目标

针对被控对象 (1)∼ (3), 设计以电机转矩 u 为

输入、以主动臂角度 y1 和欠驱动臂角度 y2 为输出

的平衡控制器, 当 lc1、lc2 变化的情况下, 使得两摆
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臂能够尽快地稳定在目标位置, 即
{
|y1(t)− y1sp| ≤ ε1

|y2(t)− y2sp| ≤ ε2

(4)

其中, y1sp = 90◦、y2sp = 0◦ 分别为主动臂角度和欠
驱动臂输出角度的设定值; ε1 和 ε2 分别为主动臂角

度和欠驱动臂角度跟踪误差的上限值.
当 Pendubot 系统的质心位置 lc1、lc2 发生变化

时, 导致 θ1 ∼ θ5 发生变化, 此时, 文献 [15] 方法难
以将主动臂和欠驱动臂角度控制在目标值范围内.

2 补偿信号法驱动的Pendubot自适应控制

2.1 控制策略

利用 Pendubot 平衡过程运行在平衡点附近的
特点, 采用欧拉法对式 (1) 进行离散化, 并在平衡点
处线性化得:

AAA
(
z−1

)
y (k + 1) = BBB

(
z−1

)
u (k) + v (k) (5)

其中, u (k) 为电机转矩; y (k) = [y1 (k) y2 (k)]T,
y1 (k) 和 y2 (k) 分别为主动臂、欠驱动臂角度; k 为

采样时间, k = 1 表示采样周期 T ; AAA (z−1) ∈ R2×2

和 BBB (z−1) ∈ R2×1 分别为关于 z−1 的多项式矩阵

且 AAA (z−1) 和 BBB (z−1) 左互质, AAA (z−1) 和 BBB (z−1)
的表达式为

{
AAA (z−1) = III + AAA1 (z−1) + AAA2 (z−2)

BBB (z−1) = BBB0

(6)

其中, III 为 2 阶单位矩阵; AAA1 = diag{a11, a21} ∈
R2×2, AAA2 = diag{a12, a22} ∈ R2×2 为对角常数矩

阵; BBB0 = [b10 b20]
T ∈ R2×1 为常数矩阵且各元素

均不为 0; v (k) = [v1 (k) v2 (k)]T ∈ R2 为关于

u (k) 和 y (k) 的未知高阶非线性项, 包含了参数矩
阵 DDD (·)、CCC (·)、G (·) 改变及 F (·) 变化所引起的
Pendubot 两摆臂角度动态特性的变化.

利用实际输入输出数据, 采用最小二乘估计算
法与基于神经网络的高阶非线性项估计算法交替辨

识[17] 可确定参数矩阵AAA1、AAA2 和BBB0, 且 v (k) 有界,
即

‖v (k)‖ ≤ M (7)

其中, M 为 v(k) 模的上界.
v(k) 可以表示为:

v (k) = v (k − 1) + ∆v (k) (8)

因此, 被控对象模型式 (5) 可表示为:

AAA
(
z−1

)
y (k + 1) =BBB

(
z−1

)
u (k)+

v (k − 1) + ∆v (k) (9)

由式 (9) 可得 v(k − 1) 为:

v (k − 1) =y (k) + AAA∗ (
z−1

)
y (k)−

BBB
(
z−1

)
u (k − 1) =

y (k)− y∗ (k) (10)

其中, AAA∗ (z−1) = AAA (z−1)− III.

y∗ (k) = −AAA∗ (
z−1

)
y (k) + BBB

(
z−1

)
u (k − 1)

(11)

式 (11) 为 Pendubot 两摆臂角度的控制器驱
动模型[18] 的输出. 由式 (10) 和式 (11) 可以获得
v(k − 1) 的精确值, 因此可以设计消除 v(k − 1) 的
补偿器. 虽然高阶非线性项变化率 ∆v (k) 未知, 但
其变化导致跟踪误差 e(k) = y sp(k)− y(k) 的变化,
可以以尽可能消除 e(k) 为目标来设计补偿器, 将两
个补偿器叠加到基于确定线性模型设计的 PD 控制
器, 从而得到补偿信号法驱动的自适应 PD 控制器,
其结构图如图 2所示.

2.2 控制参数设计

如图 2 所示, 补偿信号法驱动的 Pendubot 自
适应平衡控制器为:

u(k) = u1(k) + u2(k) + u3(k) (12)

以式 (5) 中的确定线性模型设计 PD 控制律为:

H
(
z−1

)
u1 (k) = G

(
z−1

) [
y sp (k)− y (k)

]
(13)

其中, H(z−1) = 1−z−1, G (z−1) = G0 +G1z
−1 +

G2z
−2, Gi = [g1i g2i] , i = 0, 1, 2.
前一时刻高阶非线性项 v (k − 1) 补偿器为:

u2 (k) = −K
(
z−1

)
v (k − 1) (14)

其中, K (z−1) 为补偿器的参数.
采用一步最优前馈补偿律来设计 G (z−1) 和

K (z−1) 的参数, 将式 (13) 中的 u1 (k) 和式 (14) 中
的 u2 (k) 代入式 (12) 得 u (k) 为:

H
(
z−1

)
u (k) =G

(
z−1

) [
y sp (k)− y (k)

]−
H

(
z−1

)
K

(
z−1

)
v (k − 1)+

H
(
z−1

)
u3 (k) (15)

引入下列性能指标[19]:

J = min
[
P

(
z−1

)
y (k + 1)−R

(
z−1

)
y sp (k)+

Q
(
z−1

)
u (k) + K̄

(
z−1

)
v (k − 1)

]2
(16)

其中, P (z−1) ∈ R1×2、R (z−1) ∈ R1×2、Q (z−1)
和 K̄ (z−1) ∈ R1×2 均为关于 z−1 的加权多项式矩

阵.
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图 2 补偿信号法驱动的 Pendubot 自适应平衡控制结构图

Fig. 2 Structure diagram of Pendubot adaptive balance control using the compensation signal based approach

引入广义输出 φ (k + 1) 为:

φ (k + 1) = P
(
z−1

)
y (k + 1) (17)

定义广义理想输出 φ∗ (k + 1) 为:

φ∗ (k + 1) =R
(
z−1

)
y sp (k)−Q

(
z−1

)
u (k)−

K̄
(
z−1

)
v (k − 1) (18)

定义式 (16) 中的 P (z−1) 为

P
(
z−1

)
= F

(
z−1

)
AAA

(
z−1

)
+ z−1G

(
z−1

)
(19)

其中, F (z−1) = [1 1].
由式 (9) 和式 (19) 可得:

P
(
z−1

)
y (k + 1) =

G
(
z−1

)
y (k) + F

(
z−1

)
BBB

(
z−1

)
u (k)+

F
(
z−1

)
v (k − 1) + F

(
z−1

)
∆v (k) (20)

将式 (20) 代入式 (16), 使得 Jmin = 0 可得带有
前一时刻高阶非线性项补偿的一步最优控制律为:[

F
(
z−1

)
BBB

(
z−1

)
+ Q

(
z−1

)]
u (k) =

R
(
z−1

)
y sp (k)−G

(
z−1

)
y (k)−[

F
(
z−1

)
+ K̄

(
z−1

)]
v (k − 1)−

F
(
z−1

)
∆v (k)

(21)

由式 (15) 和式 (21) 可得 R (z−1)、Q (z−1) 和
K̄ (z−1) 为:

Q
(
z−1

)
=H

(
z−1

)− F
(
z−1

)
BBB

(
z−1

)

R
(
z−1

)
=G

(
z−1

)

K̄
(
z−1

)
=H

(
z−1

)
K

(
z−1

)− F
(
z−1

) (22)

将式 (21) 和式 (22) 代入被控对象式 (9) 得闭
环系统方程为:

[
AAA

(
z−1

)
H(z−1) + z−1BBB

(
z−1

)
G

(
z−1

)]×
y (k + 1) = BBB

(
z−1

)
G

(
z−1

)
y sp (k)+

B(z−1)H(z−1)u3 (k)+

H(z−1)
[
III −BBB

(
z−1

)
K

(
z−1

)]
v (k − 1)+

H(z−1)∆v (k) (23)

选择 PD 控制参数G (z−1) 满足

det
[
AAA

(
z−1

)
H(z−1)+

z−1BBB
(
z−1

)
G

(
z−1

)] 6= 0, |z| > 1
(24)

由式 (23) 知, 为实现对 v(k− 1) 的动态和静态
补偿, 选择K (z−1) 使 III −BBB (z−1)K (z−1) = 0, 即

K
(
z−1

)
= B+

(
z−1

)
= BBB+

0 (25)

其中, BBB+
0 = (BBBT

0 BBB0)−1BBB0 为BBB0 的左伪逆.
注 1. 由于BBB0 各元素均不为 0, 为列满秩矩阵,

故其左伪逆BBB+
0 存在.

于是式 (23) 为:

AAA
(
z−1

)
H(z−1)y (k + 1) =

BBB
(
z−1

)
G

(
z−1

)
e (k)+

B(z−1)H(z−1)u3 (k) + H(z−1)∆v (k) (26)

其中, e (k) = y sp (k)− y (k).
虽然 ∆v(k) 未知, 但其引起的误差可知, 因此

以消除跟踪误差 e(k) 为目标, 设计补偿信号 u3(k),
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将式 (26)两边同时减AAA (z−1) H(z−1)y sp(k+1), 可
将式 (26) 表示为以 e(k + 1) 为输出, 以 u3(k) 为输
入的系统, 即

[
AAA

(
z−1

)
H(z−1) + z−1BBB

(
z−1

)
G

(
z−1

)]×
e (k + 1) = −B(z−1)H(z−1)u3 (k)−
H(z−1)∆v (k) + AAA

(
z−1

)
H(z−1)y sp (k + 1)

(27)
为尽可能地消除 e(k + 1), 引入一步最优调节

律[19] 设计 u3(k), 引入下列性能指标:

J = min E
{‖e (k + 1)‖2

}
(28)

引入 Diophantine 方程:

AAA
(
z−1

)
H(z−1) + z−1BBB

(
z−1

)
G

(
z−1

)
+

z−1GGG′ (z−1
)

= III (29)

由式 (29) 可得GGG′ (z−1) 为:

GGG′ (z−1
)

= AAA
(
z−1

)−BBB
(
z−1

)
G

(
z−1

)−(
AAA1 + AAA2z

−1
)

= GGG′
0 + GGG′

1z
−1 + GGG′

2z
−2 (30)

其中,

GGG′
0 =III −AAA1 −BBB0G0

GGG′
1 =AAA1 −AAA2 −BBB0G1

GGG′
2 =AAA2 −BBB0G2

将式 (29) 代入式 (7) 得:

e (k + 1) = GGG′ (z−1
)
e (k)−

BBB
(
z−1

)
H

(
z−1

)
u3 (k)−H

(
z−1

)
∆v (k)+

AAA
(
z−1

)
H

(
z−1

)
y sp (k + 1) (31)

由式 (31) 知, 跟踪误差的一步最优预报
e∗ (k + 1|k) 为:

e∗ (k + 1|k) = GGG′ (z−1
)
e (k)−

BBB
(
z−1

)
H

(
z−1

)
u3 (k)−H

(
z−1

)
∆v (k − 1)+

AAA
(
z−1

)
H

(
z−1

)
y sp (k + 1) (32)

令 e∗ (k + 1|k) = 0, 可得补偿信号 u3 (k) 为:

u3 (k) = u3 (k − 1) + B+
(
z−1

)
GGG′ (z−1

)
e (k)−

B+
(
z−1

)
H

(
z−1

)
∆v (k − 1)+

B+
(
z−1

)
AAA

(
z−1

)
H

(
z−1

)
y sp (k + 1) (33)

其中, 高阶非线性项变化率补偿器参数 GGG′ (z−1) 由
式 (30) 获得.

2.3 自适应平衡控制算法

补偿信号法驱动的 Pendubot 自适应平衡控制
算法实现步骤如下:
步骤 1. 采用实际输入输出数据, 利用最小二乘

估计算法和基于神经网络的高阶非线性项 v (k) 的
估计算法组成的交替辨识算法[17] 确定 AAA1、AAA2 和

BBB0;
步骤 2. 由式 (24) 确定 PD 控制器参数

G (z−1), 由式 (25) 确定前一时刻高阶非线性项补
偿器参数 K (z−1), 由式 (30) 确定高阶非线性项变
化率补偿器参数GGG′ (z−1);
步骤 3. 测取 y(k)、y(k − 1)、y(k − 2) 和

u(k − 1), 由式 (10) 求得前一时刻高阶非线性项
v (k − 1);
步骤 4. 测取 y (k − 1)、y (k − 2)、y (k − 3)

和 u (k − 2), 由式 (10) 求得 v (k − 2), 由式 (8) 求
得高阶非线性项变化率 ∆v (k − 1);
步骤 5. Pendubot 自适应平衡控制器输出

u(k) 由式 (12) 给出, 其中, PD 控制器输出 u1(k)
由式 (13) 给出; 前一时刻高阶非线性项补偿器输出
u2 (k) 由式 (14) 给出; 高阶非线性项变化率补偿器
输出 u3 (k) 由式 (33) 给出;

步骤 6. 返回步骤 3, 计算下一时刻控制器输出.

3 稳定性和收敛性分析

定理 1. 被控对象由式 (5) 表示, 高阶非线性
项 v(k) 满足: ‖v (k)‖ ≤ M , 当 k →∞ 时, 高阶非
线性项变化率 ∆v(∞) 为常数. 当补偿信号法驱动
的自适应平衡控制算法式 (12)∼ (14)、式 (24)、式
(25)、式 (30)、式 (33) 作用于被控对象式 (5) 时, 闭
环系统具有稳定性和收敛性.
稳定性:

|u (k)| < ∞, ‖y (k)‖ < ∞ (34)

收敛性: 被控对象输出 y (k) 与设定值 y sp (k)
之间的跟踪误差 e (k) 满足:

lim
k→∞

‖e (k)‖ = lim
k→∞

‖y sp (k)− y (k)‖ < ε (35)

其中, ε 为预先指定的任意小的正数.
证明. 将补偿信号法驱动的 Pendubot 自适应

平衡控制算法式 (12)∼ (14)、式 (24)、式 (25)、式
(30)、式 (33) 作用于被控对象式 (5) 时, 得到闭环
系统的输入方程为:

B0u (k) = AAA
(
z−1

)
y sp (k + 1)+[

AAA
(
z−1

) (
1− z−1

)3 − III
]
v (k) (36)
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由式 (36) 知, y sp (k) 和 v (k) 有界, 采用文献
[20] 类似方法可证

|u (k)| ≤ c1 + c2 max
0≤k′≤k

‖v (k′)‖ ≤ c1 + c2M < ∞
(37)

其中, c1 和 c2 为正常数.
由式 (26) 和式 (33) 得闭环系统的输出方程为:

y (k + 1) = y sp (k + 1)+(
1− z−1

)
[∆v (k)−∆v (k − 1)] (38)

由于

‖∆v (k)‖ = ‖v (k)− v (k − 1)‖ ≤
‖v (k)‖+ ‖v (k − 1)‖ (39)

由 v (k) 有界可得 ∆v (k) 有界, 即

‖∆v (k)‖ ≤ 2M (40)

由式 (38) 知, y sp (k) 和 v (k) 有界, 采用文献
[20] 类似方法可证

‖y (k)‖ ≤ c3 + c4 max
0≤k′≤k

‖∆v (k′)‖ ≤
c3 + 2c4M < ∞ (41)

其中, c3 和 c4 为正常数.
由式 (37)和式 (41)可知,闭环系统的输入 u (k)

和输出 y (k) 均有界.
由式 (38) 可得:

lim
k→∞

‖e (k)‖ = lim
k→∞

‖y sp (k)− y (k)‖ =

lim
k→∞

‖(1− z−1
)
[∆v (k)−∆v (k − 1)]‖ =

‖[∆v (∞)−∆v (∞)]‖ lim
k→∞

|(1− z−1
)| =

0 < ε (42)

¤

4 仿真实验

为了验证所提方法的有效性, 本文共进行以下
两个仿真实验.

4.1 仿真实验 1

采用文献 [15] 中的仿真被控对象模型和摩擦模
型, 将本文方法和文献 [15] 方法进行仿真对比实验.
该仿真被控对象模型结构与模型 (1) 相同, 参数[15]:
m1 = 0.09 kg, m2 = 0.73 kg, l1 = 0.15 m, lc1 =
0.09 m, lc2 = 0.08 m, I1 = 0.0073 kg ·m2, I2 =
0.0001 kg ·m2, g = 9.8 m/s2. 摩擦 f1 的模型为

[15]:

f1 = γ1 (tanh γ2ẏ1 − tanh γ3ẏ1)+

γ4 tanh γ5ẏ1 + γ6ẏ1 (43)

其中, γ1 = 4.18, γ2 = 1.59, γ3 = 3.15, γ4 = 0.09,
γ5 = 3.52, γ6 = 0.021.
控制目标为式 (4), 采样周期 T = 1 ms. 采用交

替辨识方法[17] 确定式 (5) 中的线性模型参数为:

AAA
(
z−1

)
=III +

[
−2.001 0

0 −2.001

]
z−1+

[
1.001 0

0 1

]
z−2

BBB
(
z−1

)
=

[
5.972× 10−5

−4.543× 10−5

]
(44)

由式 (24)、式 (25) 和式 (30) 确定补偿信号法
驱动的 Pendubot 自适应平衡控制器参数为:

GGG
(
z−1

)
=

[
7.0635× 10−3 4.7797× 103

]T
+

[−1.4064× 104 − 0.9510× 104
]T

z−1+
[
7× 103 4.73× 103

]T
z−2

K
(
z−1

)
=

[
1.0607× 104 − 0.8069× 104

]

GGG′ (z−1
)

=

[
2.5792 −0.2854
0.3209 3.2181

]
+

[
−2.1621 0.5679
−0.6389 −3.4330

]
z−1+

[
0.5830 −0.2825
0.3180 1.2149

]
z−2

文献 [15] 基于非线性扰动观测器的平衡控制器
为:

u = −Kē + f̂1 (ẏ1) (45)

其中, ē =
[
yT − yT

sp ẏT − ẏT
sp

]T
, y sp =

[90◦ 0◦]T.

˙̂
f1 (ẏ1) = − (ks1 + α1) f̂1 (ẏ1) +

µ1

Ξ
· sgn

(
ẏ1 − ˆ̇y1

)
+

α1ks1

Ξ

(
ẏ1 − ˆ̇y1

)
, Ξ = − θ2

θ1θ2 − θ2
3 cos2 y2

˙̂y1 =
1

θ1θ2 − θ2
3 cos2 y2

[
θ2θ3 sin y2 (ẏ1 + ẏ2)

2 +

θ2
3 cos y2 sin y2ẏ

2
1 + θ3θ5g cos y2 cos (y1 + y2)−

θ2θ4g cos y1 − θ2f̂1 (ẏ1) + θ2u
]

控制参数为: K = [−63.5 −49.7 −9.7 −4.6],
ks1 = 500, α1 = 250, µ1 = 10−5.

Pendubot 系 统 的 初 始 位 置 为 y (k)=
[−90◦ 0◦]T, 起摆控制采用部分反馈线性化[7], 控
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制参数为 kP = 77.78, kD = 5.56, 切换条件为
78◦ ≤ y1 (k) ≤ 102◦ 且 −23◦ ≤ y2 (k) ≤ 23◦.

将本文控制方法与文献 [15] 控制方法进行仿真
对比实验, 仿真结果如图 3所示. 本文控制方法与文
献 [15] 控制方法的性能评价表, 见表 1.

图 3 采用文献 [15] 模型时本文控制方法与文献 [15] 控制方

法的仿真结果

Fig. 3 Simulation results of the control method in [15]

and the proposed method using the object model of [15]

由图 3 及表 1 可以看出, 本文方法的控制效果
明显优于文献 [15] 方法的控制效果, 绝对误差累积
和和误差均方差分别减小 65.14% 和 30.49%, 文献
[15] 的控制方法采用摩擦观测器来补偿摩擦的影响,
由于观测误差的存在, 必然影响控制效果, 本文采用
的补偿信号可以利用精确测量的 y (k) 和 e (k) 以
及模型式 (11) 计算的 y∗ (k) 获得.

表 1 本文控制方法与文献 [15] 控制方法的性能指标

Table 1 Performance indexes of the control method in

[15] and the proposed control method

绝对误差累积和[21] 误差均方差[21]

文献 [15] 23 396.497 2.657

本文 8 156.131 1.847

4.2 仿真实验 2

为了表明本文控制方法针对被控对象模型参数

变化及摩擦特性变化时的控制效果, 将本文控制方
法与文献 [15] 控制方法及常规 PD 控制方法进行仿
真对比实验. 仿真被控对象模型采用模型 (1), 参数
lc1 和 lc2 为时变的, 表达式如下:

lc1 (t) =

{
0.09 m, t < 1.718 s

0.063 m, t ≥ 1.718 s

lc2 (t) =

{
0.08 m, t < 1.718 s

0.096 m, t ≥ 1.718 s

(46)

其余参数与第 4.1 节的控制参数相同.
摩擦 f1 为式 (43) 上加入 ∆f1(t), ∆f1(t) 表示

如下:

∆f1(t) =





0.5, 8 s ≤ t ≤ 8.2 s

−0.45, 14 s ≤ t ≤ 14.3 s

0, 其他

(47)

本文方法与文献 [15] 方法的控制器结构和参数
与第 4.1 节的控制器结构和参数完全相同. 常规 PD
方法的控制器参数与本文方法的 PD 控制器参数相
同. 三种控制方法的仿真结果, 如图 4所示. 将三种
平衡控制器的性能进行比较, 见表 2.

表 2 常规 PD、文献 [15] 及本文控制方法的性能指标

Table 2 Performance indexes of the conventional PD

method, the method in [15] and the proposed method

绝对误差累积和 误差均方差

常规 PD 17 950.004 1.780

文献 [15] 33 762.650 2.656

本文 11 233.987 1.762

由图 4 及表 2 可以看出, 当被控对象模型参数
和摩擦特性变化时, 本文方法的两摆臂输出角度波
动幅度最小, 干扰消失后, 摆臂恢复到原来位置的
时间最短, 本文控制方法与文献 [15] 控制方法及
常规 PD 控制方法相比, 绝对误差累积和分别减少
66.73% 和 37.42%, 误差均方差分别减小 33.66%
和 1.01%, 控制效果明显优于其他两种方法.
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图 4 模型参数变化时常规 PD、文献 [15] 及本文控制方法

的仿真结果

Fig. 4 Simulation results of the conventional PD control

method, the control method in [15] and the proposed

method with parameter uncertainties

5 物理实验

为验证本文提出的补偿信号法驱动的 Pen-
dubot 自适应平衡控制方法的有效性和可行性, 将
本文控制方法与常规 PD 控制方法及文献 [15] 控制
方法在实际设备上进行物理实验对比.

5.1 实验平台描述

本文选用宁波东大自动化智能技术有限公司生

产的 Pendubot 倒立摆机器人实验系统作为实验平
台, 硬件系统主要包括 3 台 PC 机、网络化控制器和
Pendubot, 通过局域网连接, 如图 5所示.

图 5 Pendubot 系统实验平台

Fig. 5 The experimental platform of the Pendubot

Pendubot 的主动臂由 90SY56 180W 直流力

矩型伺服电机驱动, 空载速度 2 000 r/min, 额定电
压 90V. 网络化控制器采用 PowerPC 处理器, 主频
为 1GHz. 主动臂和欠驱动臂的角度分别由安装在
电机轴和两摆臂间轴承上的 2 个 EPC-VLT12 型光
电编码器进行测量, 精度为 1 250 脉冲/圈.

5.2 控制目标及控制器参数设计

控制目标为式 (4). 起摆控制采用部分反馈线性
化[7], 控制参数为 kP = 66.35, kD = 9.92, 切换条件
为 78◦ ≤ y1(k) ≤ 102◦ 且 20◦ ≤ y2(k) ≤ 20◦, 采样
周期为 2ms.

控制器设计模型参数为:

AAA(z−1) =III +

[
−2.001 0

0 −2.001

]
z−1+

[
1.001 0

0 1

]
z−2

BBB(z−1) =

[
3.532× 10−4

−2.843× 10−4

]

由式 (26)、式 (24) 和式 (32) 可得补偿信号法
驱动的 Pendubot 平衡控制器参数为:

GGG(z−1) = [973.1732 600.8420]T +

[−1935.3 − 1191.7]T z−1+

[962.15 590.9]T z−2

KKK(z−1) =
[
1.7181× 103 − 1.3829× 103

]
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GGG′(z−1) =

[
2.6573 −0.2122
0.2767 3.1718

]
+

[
−2.3184 0.4209
−0.5502 −3.3398

]
z−1+

[
0.6612 −0.2087
0.2735 1.1680

]
z−2

5.3 实验结果

三种方法的实验结果, 如图 6所示.

图 6 常规 PD、文献 [15] 及本文控制方法的实验结果

Fig. 6 Experimental results of the conventional PD

method, the method in [15] and the proposed method

将三种平衡控制器的性能进行比较, 见表 3.

表 3 常规 PD、文献 [15] 及本文控制方法的性能指标

Table 3 Performance indexes of the conventional PD

method, the method in [15] and the proposed method

绝对误差累积和 误差均方差

常规 PD 361.080 6.483

文献 [15] 337.320 6.093

本文 204.336 4.201

由图 6和表 3可以看出, 采用本文控制方法时,
系统的各项性能指标均为最小, 与文献 [15] 控制
方法和常规 PD 控制方法相比, 绝对误差累积和分
别减少 39.42% 和 43.41%, 误差均方差分别减小
31.05% 和 35.2%, 控制效果明显优于其他两种方
法.

为了验证被控对象模型参数改变且摩擦复杂未

知时三种方法的控制效果, 在 Pendubot 主动臂和
欠驱动臂的实际输出角度上分别叠加式 (48) 所示的
干扰信号 ∆y1 和 ∆y2, 表示由于控制参数和摩擦变
化导致输出信号 y1 和 y2 的变化, 采用三种方法在
不加干扰信号时设计的控制器进行实验, 结果如图 7
所示.

∆y1(t) =





−10◦, 8 s ≤ t ≤ 8.2 s

12.5◦, 14 s ≤ t ≤ 14.3 s

0◦, 其他

∆y2(t) =





10◦, 8 s ≤ t ≤ 8.2 s

−12.5◦, 14 s ≤ t ≤ 14.3 s

0◦, 其他

(48)

将三种平衡控制器的性能进行比较, 见表 4.

表 4 常规 PD、文献 [15] 及本文控制方法的性能指标

Table 4 Performance indexes of the conventional PD

method, the method in [15] and the proposed method

绝对误差累积和 误差均方差

常规 PD 548.784 12.695

文献 [15] 667.728 16.059

本文 295.776 7.574

由图 7和表 4可以看出, 当系统在 8 s∼ 8.2 s 和
14 s∼ 14.3 s 受到干扰时, 本文方法的摆臂角度波动
幅度最小, 干扰消失后回到平衡位置的时间最短. 采
用本文方法进行控制时, 系统的各项性能指标均为
最小, 与文献 [15] 控制方法和常规 PD 控制方法相
比,本文方法的绝对误差累积和分别减少 55.70%和
46.10%, 误差均方差分别减小 52.84% 和 40.34%,
控制性能有显著提高.
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图 7 模型参数变化时常规 PD、文献 [15] 及本文控制方法

的实验结果

Fig. 7 Experimental results of the conventional PD

control method, the method in [15] and the proposed

method with parameter uncertainties

6 结论

本文针对受到复杂摩擦影响和模型参数变化的

Pendubot 系统, 提出一种补偿信号法驱动的自适应
PD 平衡控制器, 该控制器由基于确定线性模型设计
的常规 PD 控制器、前一时刻高阶非线性项补偿器
和消除跟踪误差补偿器组成. 当 Pendubot 模型参
数发生变化和存在摩擦影响时, 本文提出的控制方
法无需采用参数辨识和对摩擦的估计和观测, 可将
两摆臂稳定地控制在平衡位置.
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