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“分数阶广义系统容许性的充分必

要条件”一文评论

张雪峰 1

摘 要 《自动化学报》39 卷 12 期的 “分数阶奇异系统容许性的充分

必要条件” 得到了基于线性矩阵不等式的分数阶广义系统容许性充分必

要条件. 本文给出一个数值反例表明文献 [1] 中定理 1 的充分条件结论

并不成立, 必要条件也不准确. 最后, 给出了修改正确的分数阶广义系统

容许性充分必要条件. 相比于文献 [1] 的定理 1, 改进后充要条件没有保

守性并去除了原文中分数阶广义系统正则性的限制要求.
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Condition of Admissibility for Fractional
Order Singular Systems”
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Abstract In Acta Automatica Sinica Vol. 39 No. 12 “Sufficient

and necessary condition of admissibility for fractional-order sin-

gular system”, it is claimed that the necessary and sufficient

condition of the admissibility for fractional order singular sys-

tems is given in terms of linear matrix inequalities (LMIs). In

this note, a numerical example is presented to show that the

sufficient condition of Theorem 1 given in reference [1] does not

hold and its necessary condition is not accurate. At last, the

modified necessary and sufficient condition for the admissibility

of the fractional order singular systems is proposed. Compared

with Theorem 1 in the reference [1], the improved necessary and

sufficient condition is not conservative and the restriction of the

regularity of the fractional order singular systems in original ar-

ticle is removed.
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1 问题描述

分数阶系统的稳定性分析是具有极大研究价值的控制基

础问题, 近期引起了许多学者的广泛关注 [1−6]. 文献 [1] 提

出了具有阶数 α ∈ (0, 1) 的分数阶广义系统容许性判据. 建

立了一个基于线性矩阵不等式的分数阶广义系统容许性的充

分必要条件. 但是, 文献 [1] 中定理 1 的充分条件结论并不成

立. 可以找到一个反例来表明文献 [1] 中定理 1 的充分条件

结论不正确.
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考虑如下的分数阶广义系统

EDαx(t) = Ax(t), 0 < α < 1 (1)

其中 x(t) ∈ Rn 是伪状态向量, A ∈ Rn×n 系统矩阵, E ∈
Rn×n 是奇异矩阵且 Dα 是 α 阶 Caputo 分数阶导数.

定理 1[1]. 假设分数阶广义系统 (1) 是正则的, 则系

统 (1) 是容许的充分必要条件是存在两个正定矩阵 Qk1 ∈
Rn×n (k = 1, 2) 和两个反对称矩阵 Qk2 ∈ Rn×n (k = 1, 2)

及一个矩阵 Q ∈ R(n−r)×n 使得

sym
{ 2∑

i=1

2∑
j=1

Θij ⊗ (ETQijA)+

I2 ⊗ (QTET
0 A)

}
< 0 (2)

其中 rank(E) = r < n, E0 ∈ Rn×(n−r) 是一个满足ETE0 =

0 的列满秩矩阵且 sym{X} := X + XT,
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引理 1[2]. 分数阶系统 Dαx(t) = Ax(t) 是稳定的充分

必要条件是

|arg(spec(A))| > απ

2

其中 spec(·) 是矩阵的谱.

通过一个利用把 E 进行矩阵满秩分解形成的受限等价

变换可以得到如下引理.

引理 2[3−4]. 分数阶广义系统 (1) 是稳定的充分必要条

件是

|arg(spec(E, A))| > απ

2

其中 spec(·, ·) 是矩阵对 (E, A) 的广义谱.

引理 3[4]. 分数阶广义系统 (1) 是稳定的充分必要条件

是存在非奇异矩阵 Pi1 ∈ Rn×n 和 Pi2 ∈ Rn×n (i = 1, 2) 使

得

sym{
2∑

i=1

2∑
j=1

Θij ⊗ (PijA)} < 0 (3)

[
EP11 EP12

−EP12 EP11

]
≥ 0,

[
EP21 EP22

−EP22 EP21

]
≥ 0

然而, 在下面的一节中, 可以提供两个数值例子来说明

文 [1] 中定理 1 的充分条件结论不成立.
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2 两个反例

例 1. 考虑具有如下参数的分数阶广义系统 (1):

α = 0.5, E =




1 0 0

0 1 0

0 0 0




A =




2 1 0

−1 2 0

0 0 −1




则, E0 可以通过下面的MATLAB 命令计算得到:

E0 = null(ET) =
[

0 0 1
]T

矩阵对 (E, A) 的两个有限特征值为 2 ± 1j, 它们满足条件

|arg(spec(E, A))| < απ
2
. 由引理 2, 易知分数阶广义系统 (1)

是不稳定的. 然而, 借助定理 1, 容易验证此反例中系统 (2)

的 LMI 却仍然具有如下可行解.

Q11 = Q21 = 108 ×




2.3275 0 0

0 2.3275 0

0 0 2.3275




Q12 = −Q22 = 108 ×




0 5.4779 0

−5.4779 0 0

0 0 0




Q = 107 ×
[

0 0 2.9094
]

在此反例中, 系统 (2) 的 LMI 得到了一个错误结论. 这

表明文 [1] 中定理 1 的分数阶广义系统容许性的充分条件结

论并不成立. 在文献 [1] 的充分性证明的稳定性部分中, 基本

思路是由式 (2) 推导得到如下不等式.

2∑
i=1

2∑
j=1

{Θij ⊗ (λQij) + ΘT
ij ⊗ (λ̄QT

ij)} < 0 (4)

通过利用不等式 (4) 和文献 [1] 的定义 4 来确定系统 (1)

的稳定性. 但是, 对于稳定的系统 (1) 上面不等式 (4) 结论并

不成立. 例如见如下反例.

例 2. 考虑具有如下参数的分数阶广义系统 (1):

A =




1 2 0

−2 1 0

0 0 −1




α, E, E0 同例 1, 易得 spec(E, A) = {1+2j, 1− 2j}, 系统 (1)

稳定, 但不等式 (4) 的实部显然有

2∑
i=1

2∑
j=1

{Θij ⊗ (Qij) + ΘT
ij ⊗ (QT

ij)} > 0

进而不等式 (4) 不成立.

可以通过在式 (2) 前面增补下面的 LMIs 来修正定理 1

的结论.
[

Q11 Q12

−Q12 Q11

]
> 0,

[
Q21 Q22

−Q22 Q21

]
> 0 (5)

设 Pij = QijE + E0Q, 再利用引理 3 可以把定理 1 改进如

下:

定理 2. 分数阶广义系统 (1) 是容许的充分必要条

件是存在矩阵 Qij ∈ Rn×n (i, j = 1, 2) 和一个矩阵 Q ∈
R(n−r)×n 使得式 (2) 和 (5) 成立.

需要说明的是这样的改进没有保守性, 而且去掉了系统

(1) 正则性的要求. 实际上, 利用文献 [1] 中定理 1 的必要性

证明的构造 Qi,j (i, j = 1, 2) 方法也可以容易地得到满足本

文定理 2 中式 (2) 和 (5) 的必要性结论.
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