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带时变计算时间和计算误差的倒立摆视觉H∞H∞H∞控制研究
杜大军 1 占国华 1 李汪佩 1 费敏锐 1 周文举 1

摘 要 针对基于视觉传感的倒立摆实时控制系统中, 通过每帧图像计算小车位移和摆杆偏角产生的时变计算时间和计算误

差直接影响控制系统性能甚至导致系统失稳问题, 不同于目前不考虑计算时间和计算误差或将计算时间视为定时滞进行研究

倒立摆视觉实时控制方法, 本文首先创新设计了新型的倒立摆视觉伺服控制实验平台, 然后设计了一种基于事件触发机制的

工业图像采集策略, 提出了考虑小车和摆杆特征的小车位移和摆杆偏角计算方法, 并统计分析了图像处理计算时间和计算误

差特性; 进一步建立了融合计算时间和计算误差的闭环控制系统模型, 理论证明系统的稳定性并建立了反映计算时间与系统

稳定性能之间关系, 给出了系统对计算误差的 H∞ 扰动抑制水平 γ 和控制器设计方法. 最后, 仿真和实时控制实验验证了所

提方法可行且有效.
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Research of Visual HHH∞ Control of Inverted Pendulum With Time-varying

Computational Time and Computational Error
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Abstract In visual-feedback-based real-time control of an inverted pendulum on a cart, some new challenges are as

follows. On the one hand to get the values of cart position and pendulum angle from images needs more computation

time. On the other hand, the values obtained have bigger errors than those in the traditional sensor approach. These

will affect the system performance and even lead the system to instability. In this paper, we present an analytical study

and experiments on: 1) a novel platform; 2) event-triggered sampling and signal processing of the values from images,

and statistical analysis of time-varying computational time and error; 3) modelling of a visual-based feedback closed-loop

system; 4) conditions for system stability in terms of the statistics as described before; and 5) H∞ norm based controller

design. At the end simulation and experiment are conducted to validate the design method.

Key words Inverted pendulum, visual servoing, image processing, computational time, computational error

Citation Du Da-Jun, Zhan Guo-Hua, Li Wang-Pei, Fei Min-Rui, Zhou Wen-Ju. Research of visual H∞ control of

inverted pendulum with time-varying computational time and computational error. Acta Automatica Sinica, 2019, 45(2):

334−348

倒立摆作为一个支点在下、重心在上的绝对不

稳定被控对象, 其具有非线性、不稳定等特性[1], 能
够反映控制理论与工程中很多核心问题, 例如鲁棒
性、跟踪等, 作为理想的实验平台验证的理论方法可
推广应用到机器人直立行走的平衡控制、火箭发射
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中的垂直控制、海上钻井平台的稳定控制等[2−4], 故
倒立摆的稳定控制一直以来都是控制领域研究中的

开放性问题[5−7].
传统倒立摆稳定控制大都基于编码器进行状态

信息测量然后进行控制器设计和稳定性分析[8−11].
然而, 随着视觉传感技术的跨越式发展并且感知信
息更加丰富全面、直观, 甚至能够应用到复杂危险的
工业控制现场[12−13], 故其正在大量地被应用到工业
自动化检测[14]、机器人控制[15−16] 等领域. 然而, 在
实时控制系统中, 与非视觉传感测量相比, 为了获得
状态检测信息, 必须对视觉传感测量的图像进行处
理, 这将不可避免地带来图像处理计算时间和计算
误差, 从而影响控制系统性能甚至造成控制系统失
稳[17]. 因此, 国内外学者开始构建基于视觉传感的
倒立摆控制系统实验平台进行理论方法验证, 为工
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业视觉伺服实时控制提供理论基础和技术支撑.
在倒立摆视觉伺服控制中, 因为倒立摆属于快

变的运动控制系统, 采样周期非常小, 故从摆体图
像采集到经过图像处理计算出小车位移和摆杆偏

角耗费的计算时间对控制系统性能及其稳定性影

响至关重要. 根据是否考虑图像处理计算时间将目
前倒立摆视觉伺服控制研究分为两类: 第一类不考
虑图像处理计算时间的倒立摆视觉伺服控制. 例如
文献 [18] 采用视觉传感仅测量直线一级倒立摆的
摆杆偏角, 并设计模糊逻辑控制器实现倒立摆的稳
定控制. 文献 [19] 选取高帧率 (580 fps) 低像素的
工业相机测量旋转式倒立摆的摆杆偏角实现稳定

控制. 以上研究采用视觉传感仅测量了倒立摆的部
分状态信息, 然而当全部状态信息采用视觉传感进
行采集并进行处理时, 产生的计算时间将严重影响
控制系统性能甚至造成系统失稳, 为此国内外学者
已开始考虑计算时间研究倒立摆视觉伺服控制. 第
二类考虑图像处理计算时间的倒立摆视觉伺服控

制. 例如文献 [20] 对直线一级倒立摆视觉图像计算
小车位移和摆杆偏角时, 计算时间高达 60ms, 为
此采用 Smith 预估算法进行时延补偿并实现了稳
定控制. 文献 [21] 将对直线一级倒立摆视觉图像
处理产生的计算时间当作定时滞处理实现了稳定

控制. 以上初步研究了图像处理计算时间对倒立摆
稳定控制影响, 但是它直接影响采样策略与系统性
能, 故不能简单地将其看作普通时延, 亟需对视觉传
感采样策略、计算时间特性及系统性能开展深入研

究.
另外, 在倒立摆实时控制实验过程中进一步发

现, 由于背景、光照及实验环境等导致视觉传感采
集的图像带有噪声, 使得在计算小车位移和摆杆偏
角过程中不可避免地产生计算误差, 这对倒立摆控
制系统性能也具有较大影响. 然而目前关于视觉伺
服控制系统研究成果中鲜有考虑图像处理计算误差,
因此深入分析图像处理计算误差特性及其对系统稳

定性能的影响非常重要.
本文聚焦于倒立摆视觉稳定控制中图像处理带

来的时变计算时间和计算误差影响控制系统性能甚

至稳定性问题, 深入开展倒立摆视觉稳定控制研究,
主要贡献包括: 1) 创新设计了新型的倒立摆视觉伺
服控制实验平台, 设计了一种基于事件触发机制的
工业图像采集策略, 提出了考虑小车和摆杆特征的
小车位移和摆杆偏角计算方法, 并统计分析了图像
处理计算时间和计算误差特性; 2) 建立了融合计算
时间和计算误差的闭环控制系统模型, 理论证明系
统的稳定性并建立了反映计算时间与系统稳定性能

之间关系, 给出了系统对计算误差的 H∞ 扰动抑制
水平 γ 和 H∞ 控制器设计方法.

1 倒立摆视觉伺服控制实验平台

为了分析图像处理计算时间和计算误差对控制

系统性能的影响, 以倒立摆运动控制实验装置为基
础, 采用视觉传感代替传统编码器, 创新设计了一种
新型的倒立摆视觉伺服控制实验平台, 结构如图 1
所示. 在实验平台中, 工业相机首先采集倒立摆实
时运动图像, 然后传送到图像处理和控制单元, 经过
图像处理计算得到摆杆偏角和小车位移的状态信息,
接着通过控制算法求出控制信号并发送到运动控制

卡, 实现控制信号到控制脉冲量的转换, 最后由伺服
驱动器带动伺服电机转动控制小车运动, 实现倒立
摆视觉实时反馈控制.

图 1 倒立摆视觉伺服控制实验平台结构

Fig. 1 Scheme of inverted pendulum visual servoing

control platform

图 1 中的实验平台主要包括以下几个部分:
1) 摆体. 选取直线一级倒立摆作为被控对象, 由

基座、小车、摆杆、滑轨、同步带、交流伺服电机、伺

服驱动器、光电编码器和限位开关组成. 轨道长度
0.6m, 铝制摆杆长 0.5m, 摆杆通过联轴器铰链在小
车上, 并且摆杆可自由旋转.

2) 视觉传感检测装置. 主要包括工业相机和光
源, 工业相机采用 Aca640-120 gm 型单色相机, 帧
率可以自由调节, 最大帧率为 120 fps, 图像采集最
大分辨率为 659×492 像素. 光源自主设计采用 5 根
纵向排列的 LED 日照灯管, 架设在摆体正上方, 光
源与摆体之间高度可以自由调节, 同时可以根据实
际需求自由调节光照强度.

3) 图像处理和控制单元. 为了处理视觉传感器
采集的图像, 基于一台带有操作系统Windows XP
的 PC 机, 采用Microsoft Visual Studio 2010 结合
OpenCV2.4.11 机器视觉库研发了一套倒立摆图像
处理软件, 能运用多种算法处理倒立摆图像, 计算摆
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杆偏角和小车位移, 然后根据控制算法计算控制信
号,并发送到安装在PCI插槽中的GT-400-SV-PCI
型运动控制卡, 通过其输出相应的控制脉冲量.

4) 执行器. 主要包括交流伺服电机驱动器和伺
服电机, 运动控制卡下发给伺服电机的控制信号, 通
过伺服电机驱动器驱动伺服电机, 然后通过皮带带
动小车在轨道上来回运动.

在以上建立的倒立摆视觉伺服控制系统实验平

台中, 摆杆偏角和小车位移状态信息的测量是实现
系统稳定控制的前提与基础. 然而, 当视觉传感取代
编码器后, 无法通过图像直接读取小车位移和摆杆
偏角, 必须先对摆体图像进行处理与定位, 然后计算
小车位移和摆杆偏角, 但是在该过程中不可避免地
产生计算时间和计算误差两个关键问题.

1) 计算时间. 由于倒立摆属于快变的运动控制
对象, 文献 [2] 采用编码器进行状态信息采集并设置
采样周期为 T = 10 ms. 然而, 当采用视觉传感进行
状态信息采集时, 通常仅相机曝光时间就需要 10ms
左右, 并且由于摆体图像像素点多, 计算小车位移和
摆杆偏角还需一定的图像处理计算时间, 故总的计
算时间要远大于 10ms, 这不但影响控制周期的选择
而且极大影响控制系统性能甚至导致控制系统失稳.

2) 计算误差. 主要来自两方面因素: 一方面倒
立摆的图像受实验环境例如光照、背景等干扰影响;
另一方面工业相机视觉视野必须包含小车和摆杆运

动整个区域, 离摆体的距离要远大于文献 [19] 中对
应的距离, 本文中相机成像平面与倒立摆平面距离
约为 1m, 然而, 由于相机较小, 倒立摆较大, 使得相
机平面与倒立摆平面完全平行比较困难, 不平行也
不可避免地产生误差. 然而, 由于采样周期短, 较小
误差就会导致较大的小车速度误差和摆杆角速度误

差, 进而导致施加在小车上控制力误差大幅度增大,
从而使得摆杆偏角和小车位移出现大幅度振荡甚至

导致不稳定. 例如当小车特征点的像素位移误差为
2 pixels 时, 通过计算施加在小车上的对应控制输入
误差放大为 5.84m/s2.
为了解决以上两个关键问题, 接下来首先设计

基于事件触发的图像采集策略, 然后考虑倒立摆的
摆杆与小车特征, 进行小车位移和摆杆偏角与图像
像素之间的定量关系计算, 并分析计算时间与计算
误差的统计特性.

2 视觉传感测量

2.1 图像采集

在建立的倒立摆视觉伺服控制实验平台中, 相
机架设在摆体正前方, 并且保持相机所在平面水平
及光轴垂直于摆杆自由旋转的垂直面. 相机帧率设

为 100 fps, 即每帧图像曝光时间为 10ms; 为了实时
连续采集摆体运动图像并降低总计算时间, 相机采
用事件触发机制进行图像采集, 即当一帧图像通过
处理计算完小车位移和摆杆偏角后, 立即向工业相
机发送采集下一帧图像的指令, 如图 2 所示.

图 2 倒立摆视觉伺服控制系统控制框图

Fig. 2 Control block diagram of inverted pendulum

visual servoing control system

注 1. 在实际实验中设置相机帧率为 100 fps,图
像的曝光时间均设为 10ms, 能够使图像具有一定的
曝光度以保证图像质量, 同时曝光时间也不太长, 否
则会增加总计算时间. 工业相机采用事件触发机制,
使得相机能够采集尽可能多的图像, 从而使控制器
能够运用最多的状态信息以提高控制系统性能. 然
而, 由于每次总计算时间的随机性, 使得每次采样间
隔并不相同, 故实际每秒处理图像 30∼ 50 帧.

2.2 小车位移和摆杆偏角计算

在工业相机设置好后, 不同于传统的光电编码
器可以直接获取状态信息, 相机采集的摆体图像需
要通过图像处理提取出目标特征点信息后, 才能快
速计算小车位移和摆杆偏角. 针对摆体图像, 小车位
移和摆杆偏角计算过程如图 3 所示, 主要包括图像
预处理 (S1: 局部定位; S2: 边缘检测) 和状态信息
计算 (S3: 小车位移和摆杆偏角计算).

1) 图像预处理. 工业相机采集的摆体图像背景
为灰白墙体背景, 如图 4 (a) 所示, 从中可以直观地
看到图像信息冗余度较大, 为了降低数据量, 加快图
像处理速度, 节省计算时间, 需在原图像中分别定位
小车和摆杆的运动区域. 因为相机和倒立摆之间的
距离固定, 故运动摆体通过相机透视投影后的图像
具有相对固定的分辨率, 因此采用行扫描从图像中
提取出小车和摆杆的运动区域, 如图 4 (b) 和图 4 (c)
所示. 然后, 采用 Canny 边缘检测算法[22−23] 检测

小车和摆杆的边缘信息, 如图 5 (a) 和图 5 (b) 所示,
在此基础上计算小车位移和摆杆偏角.

2) 小车位移计算. 摆体图像通过图像预处理
(S1, S2) 后获得的小车位移以像素为单位, 而实际
实验平台控制参数是以物理位移为单位, 故需要进
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行单位转换, 这通过相机透视投影模型实现[19, 22],
如图 6 所示. 图 6 包含 4 个坐标系, 即世界坐标系
(Ow : XwYwZw)、相机坐标系 (Oc : XcYcZc)、像素
坐标系 (O0 : uv) 和成像平面坐标系 (O1 : xy), 其
中 Oc 表示相机光心, Zc 表示相机光轴, 并且 Zc 是

垂直像素坐标系于主点 O1 (u0, v0), OcO1 表示相机

焦距, 即 f = OcO1, OcOw 表示相机光心到摆杆自

由旋转垂直面之间距离, 即 d = OcOw.

图 3 视觉传感测量过程

Fig. 3 Process of vision sensing measurement

图 4 小车和摆杆局部定位

Fig. 4 Local location of cart and pendulum

图 5 小车和摆杆边缘信息

Fig. 5 Edge information of cart and pendulum

图 6 相机透视投影模型

Fig. 6 The camera perspective projection model

为了得到目标特征点的物理量, 世界坐标系和
像素坐标系之间的转换关系为

λP = K
[

R T
]
Pw (1)

其中, P = [u v 1]T 和 Pw = [Xw Yw Zw 1]T 分别
是目标特征点在像素坐标系中的二维齐次坐标和世

界坐标系中的三维齐次坐标, λ 是一个标量因子, 相
机外部参数 T ∈ R3 和单位正交矩阵 R ∈ R3×3 分

别表示像素坐标系和世界坐标系之间的平移量和旋

转量. 由于倒立摆平台和工业相机均固定不动, 故世
界坐标系和相机坐标系始终重合一致, 则相机外部
参数为

R =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , T =




0
0
0




相机内部参数矩阵K ∈ R3×3 采用相机标定[24]

确定, 即

K =




αu s u0

0 αv v0

0 0 1




其中, αu = f/dx, αv = f/dy. dx 和 dy 分别为每个

像素在成像平面坐标系的 x 轴和 y 轴方向上的物理

距离. s 为因成像平面坐标系的坐标轴不互相正交

而导致的倾斜因子, 不失一般性, 设 s = 0.
由于世界坐标系和相机坐标系之间没有发生旋

转和平移, 故标量 λ 的大小就是目标特征点在世界

坐标系中的坐标 Zw, 也是相机光心到摆杆自由旋转
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的垂直面之间距离 d, 即 λ = d. 通过标定可得相机
内部参数, 如表 1 所示.

表 1 相机内部参数

Table 1 Intrinsic parameters of camera

参数 取值

f 909.5 pixels

d 0.9263 m

αu 1.6241× 106 pixels/m

αv 1.6241× 106 pixels/m

s 0

u0 334.85 pixels

v0 267.46 pixels

通过式 (1) 可得

du = αuXw + du0 (2)

由式 (2) 可知, 在获得目标特征点在像素坐标
系中的水平坐标值 u 后, 可计算出目标特征点在世
界坐标系中的水平坐标值 Xw, 即得到小车位移. 因
此, 为了计算小车在像素坐标系中的位移, 首先在图
5 (a) 的小车边缘图像中采用行扫描算法[18, 21], 快速
地找出小车的垂直边缘 (列坐标), 然后根据先验知
识定义 n 个不同的像素行 vi (i = 1, · · · , n), 如图 7
所示. 接着, 采用逐行扫描可得到对应小车边缘的像
素列索引 ui (i = 1, · · · , n), 最后将其平均值作为小
车的实际像素位移, 即

u =
1
n

n∑
i=1

ui (3)

图 7 行扫描检测小车位移

Fig. 7 Cart position is determined using line

scan algorithm

注 2. 针对以上像素行数 n 的取值要大于 1, 使
得通过式 (3) 取均值可降低检测误差, 但是 n 取值

也不能过大, 否则将大大增加图像处理花费的计算
时间而导致实时性差. 根据实际实验, 本文中取 n =
3.

3) 摆杆偏角计算. 由于角度的大小在映射过程
中始终保持不变, 故摆杆在世界坐标系中的偏角与

其在像素坐标系中的偏角相同. 二值图像中的直线
通常可用霍夫变换 (Hough transform) 方法[25] 检

测并计算倾斜弧度. 例如对图 5 (b), 采用霍夫变换
从摆杆边缘图像中检测摆杆偏角, 结果如图 8 所示.
在实际实验中, 通常霍夫变换检测出来满足条件的
直线不止一条, 故计算所有满足条件的直线倾斜弧
度, 并将平均值作为摆杆偏角.

图 8 霍夫变换检测摆杆偏角

Fig. 8 Pendulum angle is determined using

Hough transform

2.3 计算时间和计算误差统计分析

1) 计算时间统计分析. 在图像采集、小车和摆
杆图像处理定位及状态信息计算过程中都需要耗费

时间, 导致小车位移和摆杆偏角状态信息相对相机
采样时刻严重滞后. 此外, 由于光照、背景变化以
及摆杆运动变化等因素影响图像质量使得每一帧图

像的处理计算时间不尽相同, 具有一定的时变性, 因
此将图像处理计算时间视为定时滞研究具有一定缺

陷, 需要进一步研究计算时间特性对倒立摆性能的
具体影响. 为了分析图像处理计算时间的特性, 采集
了 2 000 帧倒立摆运动图像, 然后通过上述图像处理
算法计算小车位移和摆杆偏角, 同时记录每帧图像
处理耗费的计算时间, 如图 9 所示. 通过统计分析,
发现计算时间变化范围为 [0.019, 0.029] s. 若用 d̄, d−

分别表示图像处理计算时间的上下界, 则

d− = 0.019 s, d̄ = 0.029 s (4)

图 9 计算时间

Fig. 9 Computational time
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2) 计算误差统计分析. 在倒立摆实时控制实验
过程中, 由于背景、光照及实验环境等导致视觉传感
采集的图像带有噪声, 进而在计算小车位移和摆杆
偏角过程中不可避免地产生计算误差. 然而, 由于影
响图像质量难以用精确模型描述, 故采用数学统计
方法进行误差分析. 首先, 通过实验采集 2 000 帧倒
立摆实时运动图像, 同时将每帧图像采集时刻的光
电编码器值作为基准值, 在此运用同一个定时器, 同
时启动光电编码器和工业相机以保证工业相机和光

电编码器采样时刻一致. 接着, 对每一帧图像进行处
理以计算小车位移和摆杆偏角, 将其微分处理后得
到小车速度信号和摆杆角速度信号, 并与光电编码
器采集信息一一对比, 小车位移、小车速度、摆杆偏
角、摆杆角速度计算误差分别如图 10∼ 13 所示. 最
后, 从中可以发现小车位移和速度统计误差分别
是 [−0.0015,+0.0015]m, [−0.0015,+0.0015]m/s,
摆杆偏角和角速度统计误差分别是 [−0.007,

+0.007] rad, [−0.35,+0.35] rad/s. 若状态量的图
像处理计算误差用 err(t) ∈ R4 表示, 则

err(t) = Bωω(t) (5)

其中, Bω = [0.0015 0.007 0.075 0.35]T, ω(t) ∈
[−1,+1] 是随机变量.

图 10 小车位移计算误差统计

Fig. 10 Computational error statistics of cart position

图 11 小车速度计算误差统计

Fig. 11 Computational error statistics of cart velocity

图 12 摆杆偏角计算误差统计

Fig. 12 Computational error statistics of

pendulum angle

图 13 摆杆角速度误差统计

Fig. 13 Computational error statistics of

pendulum angular velocity

注 3. 统计分析表明, 运用视觉传感采集摆体运
动图像, 然后通过图像处理计算摆杆偏角和小车位
移所耗费的计算时间具有时变特性且有上下界. 同
时, 背景、光照及实验环境等带来的图像处理计算误
差也是随机且具有上下界, 故可将计算误差定义为
外部有界干扰.

由于倒立摆稳定控制对实时性和精确度要求非

常高, 故接下来考虑时变图像处理计算时间和计算
误差, 建立视觉倒立摆系统模型并进行稳定性分析
和控制器设计.

3 系统建模

考虑以上统计的图像处理计算误差 (式 (5)), 根
据牛顿运动学定理并在摆杆垂直向上的稳定范围内

(|θ| ≤ 0.2 rad) 进行线性化, 可建立倒立摆视觉伺服
控制系统状态空间方程, 即

{
ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t) + Bωω (t)

z (t) = Cx (t) + Du (t)
(6)

其中, x(t) ∈ R4 是状态量,且 x1 = α, x3 = α̇, x2 =
θ, x4 = θ̇ 分别表示小车位移 (m)、小车速度 (m/s)、
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摆杆偏角 (rad)、摆杆角速度 (rad/s); u(t) 表示控
制输入信号且为小车加速度; z(t) ∈ R2 表示被调输

出; ω(t) ∈ L2[0,∞) 是图像处理计算误差 (式 (5));
A, B, C, D 和 Bω 是已知常数矩阵, 具体如下:

A =




0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 lmg

J
0 0




, B =




0
0
1
ml
J




C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, D =

[
0 0

]T

Bω =
[

0.0015 0.007 0.075 0.35
]T

其中, l 为摆杆转动点到质心的长度, m 为摆杆质量,
J 为摆杆基于转动点的转动惯量, g 为重力加速度,
α 为小车位移, θ 为摆杆与垂直方向的偏转角度.
针对系统模型 (6), 设计无记忆的全状态反馈控

制器

u (t) = Kx (t) (7)

由于相机采用事件触发机制, 当每一帧图像通
过处理计算完小车位移和摆杆偏角后才进行下一帧

图像的采集, 如图 14 所示, tk 表示相机采集第 k 帧

图像时刻, dk 表示第 k 帧图像处理花费的计算时间,
由式 (4) 可知其满足

0 < d− ≤ dk ≤ d̄ (8)

图 14 信号时序图

Fig. 14 Signal timing diagram

从图 14 可知, 控制信号 (7) 可改写为

u (t) = Kx (tk) , t ∈ [tk + dk, tk+1 + dk+1) (9)

因为相机采集图像时刻 tk 与计算时间 dk 密切

相关, 为了建立 tk 与 dk 之间关系, 令
{

tk = t− (t− tk) = t− d (t)

t ∈ [tk + dk, tk+1 + dk+1)
(10)

其中, d (t) 是具有上下界的时变时延, 满足





min
k∈N

(dk) = d1 ≤ d (t) ≤ d2 = max
k∈N

(dk + dk+1)

ḋ (t) = 1
(11)

将式 (9) 和式 (10) 代入式 (6), 可得




ẋ (t) = Ax (t) + BKx (t− d (t)) + Bωω (t)

z (t) = Cx (t) + DKx (t− d (t))

t ∈ [tk + dk, tk+1 + dk+1)
(12)

从式 (12) 可以发现, 闭环系统是一个带有时变
时延和外部噪声干扰的连续系统, 对其稳定性分析
可以描述成如下定义的 H∞ 控制问题.
定义 1. H∞ 控制问题[26−28]. 对给定常数 γ >

0, 如果系统 (12) 具有如下性质:
1) 系统是渐近稳定的;
2) 外部扰动 ω(t) 到被调输出 z(t) 的传递函数

Gωz(s) 的 H∞ 范数不超过给定的常数 γ, 即在零
初始化条件 x(t) = 0(t ∈ [−d2, 0]) 下, 满足 ‖z(t)‖
≤ γ‖ω(t)‖, ∀ω(t) ∈ L2[0,∞), 则称系统 (12) 具有
H∞ 性能 γ, 其中 ‖z(t)‖ ≤ γ‖ω(t)‖ 反映了系统对
外部扰动的抑制能力.
若不考虑图像处理计算误差, 即 ω (t) = 0, 由以

上推理过程可知闭环系统 (12) 将退化为
{

ẋ (t) = Ax (t) + BKx (t− d (t))

t ∈ [tk + dk, tk+1 + dk+1)
(13)

注 4. 闭环控制系统 (12) 不仅考虑了时变计
算时间特性, 而且考虑了计算误差, 这不同于目前
不考虑计算误差且仅简单考虑计算时间的研究工

作[18−21], 从而为深入分析计算时间和计算误差与系
统性能之间的定量关系奠定了基础. 此外, 闭环系统
(13) 仅考虑时变计算时间特性, 这也为后续对比分
析计算误差对系统性能影响奠定了基础.

4 稳定性分析

首先给出以下三个引理.
引理 1 (Schur引理)[29]. 对于给定对称矩阵 S

=

[
S11 S12

S21 S22

]
, 其中 S11 是 r × r 维的, 以下三个

条件是等价的:




1) S < 0

2) S11 < 0, S22 − ST
12S

−1
11 S12 < 0

3) S22 < 0, S11 − ST
12S

−1
22 S12 < 0

(14)
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引理 2[30]. 对于给定的实对称矩阵 R > 0, R ∈
Rn×n, 存在标量 γ > 0 以及向量函数 ẋ : [−γ, 0] →
Rn, 则以下不等式成立.

−γ

∫ t

t−γ

ẋT(ω)Rẋ(ω)dω ≤ GT(t)ῩG(t) (15)

其中,

G(t) =

[
x(t)

x(t− γ)

]
, Ῡ =

[
−R R

∗ −R

]

引理 3[31]. 对于给定的实对称矩阵 R > 0, R ∈
Rn×n, 存在标量 0 < d1 ≤ d(t) ≤ d2 及向量函数 ẋ :
[−γ, 0] → Rn, 则以下不等式成立.

− (d2 − d1)
∫ t−d1

t−d2

∫ t

t−γ

ẋT (ω)Rẋ (ω) dω ≤

HT (t)ΩH (t) (16)

其中,

H (t) =




x (t− d1)

x (t− d (t))

x (t− d2)




Ω =



−R R 0
∗ −2R R

∗ ∗ −R




定理 1. 对于给定常数 0 < d1 < d2 及 γ > 0,
如果存在适当维数实正定对称矩阵 P , Qi (i = 1, 2),
Zj (j = 1, 2), 使得下列矩阵不等式成立

[ ∏
11

∏
12

∗ ∏
22

]
< 0 (17)

其中,

d12 = d2 − d1

Π11 =




Ψ11 Z1 PBK 0 PBω CT

∗ Ψ22 Z2 0 0 0
∗ ∗ Ψ33 Z2 0 KTDT

∗ ∗ ∗ Ψ44 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




Π12 =




d1A
TZ1 d12A

TZ2

0 0
d1K

TBTZ1 d12K
TBTZ2

0 0
d1B

T
ω Z1 d12B

T
ω Z2

0 0




Π22 =

[
−Z1 0
∗ −Z2

]

Ψ11 = PA + ATP + Q1 + Q2 − Z1

Ψ22 = −Q1 − Z1 − Z2

Ψ33 = −2Z2

Ψ44 = −Q2 − Z2

则闭环系统 (12) 对所有满足式 (11) 的时延均渐近
稳定, 且在零初始条件下具有给定的 H∞ 扰动抑制
水平 γ.
证明. 构造如下 Lyapunov 泛函:

V (x (t)) = V1 + V2 + V3 (18)

其中,

V1 = xT (t) Px (t)

V2 =
∫ t

t−d1

xT (s) Q1x (s) ds+

∫ t

t−d2

xT (s) Q2x (s) ds

V3 =
∫ 0

−d1

∫ t

t+θ

d1ẋ
T (s) Z1ẋ (s) dsdθ +

∫ −d1

−d2

∫ t

t+θ

d12ẋ
T (s) Z2ẋ (s) dsdθ

对 V (x (t)) 关于时间 t 求导, 可得

V̇1 = xT (t)
(
PA + ATP

)
x (t) +

xT (t) PBωω (t) + ωT (t) BT
ω Px (t) +

xT (t) PBKx (t− d (t)) +

xT (t− d (t))KTBTPx (t) (19)

V̇2 = xT (t) (Q1 + Q2) x (t) +

xT (t− d1) (−Q1) x (t− d1) +

xT (t− d2) (−Q2) x (t− d2) (20)
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V̇3 = ẋT (t)
(
d2

1Z1 + d2
12Z2

)
ẋ (t) −

d1

∫ 0

t−d1

ẋT (θ) Z1ẋ (θ) dθ−

d12

∫ t−d1

t−d2

ẋT (θ) Z2ẋ (θ) dθ (21)

将式 (19)∼ (21) 相加, 可得

V̇ (x (t)) = V̇1 + V̇2 + V̇3 =

xT (t)
(
PA + ATP + Q1 + Q2

)
x (t)+

xT (t) PBKx (t− d (t)) +

xT (t− d (t))KTBTPx (t) +

xT (t− d1) (−Q1) x (t− d1) +

xT (t− d2) (−Q2) x (t− d2) +

xT (t) PBωω (t) + ωT (t) BT
ω Px (t) +

ẋT (t)
(
d2

1Z1 + d2
12Z2

)
ẋ (t) −

d1

∫ 0

t−d1

ẋT (θ) Z1ẋ (θ) dθ−

d12

∫ t−d1

t−d2

ẋT (θ) Z2ẋ (θ) dθ (22)

应用引理 2 和引理 3, 可得

− d1

∫ t

t−d1

ẋT (s) Z1ẋ (s)ds ≤ ET(t)WE(t) (23)

− d12

∫ t−d1

t−d2

ẋT (θ) Z2ẋ (θ)dθ ≤ HT(t)ΛH(t)

(24)

其中,

E(t) =

[
x(t)

x(t− d1)

]

W =

[
−Z1 Z1

∗ −Z1

]

H (t) =




x (t− d1)

x (t− d (t))

x (t− d2)




Λ =



−Z2 Z2 0
∗ −2Z2 Z2

∗ ∗ −Z2




同时

ẋT (t)
(
d2

1Z1 + d2
12Z2

)
ẋ (t) = FT(t)MTF (t) (25)

其中,

F (t) =

[
x(t)

x(t− d(t))

]
, M = M1 + M2

M1 =

[
d2

1Z1 d2
1A

T
0 Z1A1

d2
1A

T
1 Z1A0 d2

1A
T
1 Z1A1

]

M2 =

[
d2

12Z2 d2
12A

T
0 Z2A1

d2
12A

T
1 Z2A0 d2

12A
T
1 Z2A1

]

将式 (23)∼ (25) 代入式 (22), 可得 V (x (t)) 的
导数为

V̇ (x (t)) ≤ ξT (t)Ωξ (t) + γ2ωT (t) ω (t) (26)

其中,

ξT (t) =
[

xT (t) HT (t) ωT (t)
]

H (t) =




x (t− d1)

x (t− d (t))

x (t− d2)




Ω =




Ξ11 Z1 Ξ13 0 Ξ15

Z1 Ξ22 Z2 0 0
ΞT

13 Z2 Ξ33 Z2 Ξ35

0 0 Z2 Ξ44 0
ΞT

15 0 ΞT
35 0 Ξ55




Ξ11 = PA + ATP + Q1 + Q2 − Z1 +

d2
1A

TZ1A + d2
12A

TZ2A

Ξ22 =−Q1 − Z1 − Z2

Ξ33 =− 2Z2 + d2
1K

TBTZ1BK +

d2
12K

TBTZ2BK

Ξ44 =−Q2 − Z2

Ξ55 =− γ2I + d2
1B

T
ω Z1Bω + d2

12B
T
ω Z2Bω

Ξ13 = PBK + d2
1A

TZ1BK + d2
12A

TZ2BK

Ξ15 = PBω + d2
1A

TZ1Bω + d2
12A

TZ2Bω

Ξ35 = d2
1K

TBTZ1Bω + d2
12K

TBTZ2Bω

接下来从两个方面证明定理 1.
1) 设 ω (t) = 0, ∀t ≥ 0, 则

V̇ (x (t)) ≤ ξ̄ T (t) Ω̄ξ̄ (t) (27)

其中,

ξ̄ T (t) =
[

xT (t) HT (t)
]
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Ω̄ =




Ξ11 Z1 Ξ13 0
Z1 Ξ22 Z2 0
ΞT

13 Z2 Ξ33 Z2

0 0 Z2 Ξ44




由 Lyapunov 稳定性可知, 如果 Ω̄ < 0 成立, 则
闭环系统 (12) 渐近稳定. 由引理 1 可知, 矩阵不等
式 (17) 成立, 则 Ω̄ < 0 成立. 因此, 若式 (17) 成立,
则闭环系统 (12) 渐近稳定.

2) 在零初始条件 x (t) = 0 (t ∈ [−d2, 0]) 下, 满
足 ‖z (t)‖ ≤ γ ‖ω (t)‖, ∀ω (t) ∈ L2 [0,∞), 则

V̇ (x (t)) + zT (t) z (t)− γ2ωT (t) ω (t) ≤
ξT (t)Ωξ (t) + γ2ωT (t) ω (t) +

zT (t) z (t)− γ2ωT (t) ω (t) =

ξT (t)Πξ (t) (28)

其中,

Π = Ω̄ + U

U =




CTC 0 CTDK 0 0
0 0 0 0 0

KTDTC 0 KTDTDK 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




如果 Π < 0, 则

V̇ (x (t)) + zT (t) z (t)− γ2ωT (t) ω (t) < 0 (29)

上式两边对 t 从 0∼∞ 求积分, 可得
∫ ∞

0

[
zT (t) z (t)− γ2ωT (t) ω (t)

]
dt <

V (0)− V (∞) (30)

在零初始条件下, V (x(t))|t=0 = 0, 则
∫ ∞

0

[zT(t)z(t)− γ2ωT(t)ω(t)]dt < 0 (31)

成立, 即 ‖z(t)‖ ≤ γ‖ω(t)‖ 成立. 由引理 1 可知, 矩
阵不等式 (17) 成立, 则 Π < 0 成立. ¤
推论 1. 对于给定常数 0 < d1 < d2, 如果存在

适当维数实正定对称矩阵 P , Qi (i = 1, 2), Zj (j =
1, 2), 使得下列矩阵不等式成立.

[ ∏̄
11

∏̄
12

∗ ∏̄
22

]
< 0 (32)

其中,

d12 = d2 − d1

Π̄11 =




Ψ̄11 Z1 PBK 0
∗ Ψ̄22 Z2 0
∗ ∗ Ψ̄33 Z2

∗ ∗ ∗ Ψ̄44




Π̄12 =




d1A
TZ1 d12A

TZ2

0 0
d1K

TBTZ1 d12K
TBTZ2

0 0




Π̄22 =

[
−Z1 0
∗ −Z2

]

Ψ̄11 = PA + ATP + Q1 + Q2 − Z1

Ψ̄22 = −Q1 − Z1 − Z2

Ψ̄33 = −2Z2

Ψ̄44 = −Q2 − Z2

则闭环系统 (13) 对所有满足式 (11) 的时延均渐近
稳定.

推论 1 的证明与定理 1 的证明过程类似, 只需
将定理 1 中涉及图像处理误差 ω (t) 项的行和列 (即
第 5、6 行, 第 5、6 列) 删除即可, 证明略.
注 5. 定理 1 证明了受时变时延和计算误差影

响的控制系统稳定性, 建立了系统稳定性条件与时
变时延之间的关系, 给出了系统对计算误差的抑制
水平. 推论 1 证明了受时变时延影响的控制系统稳
定性, 建立了系统稳定性条件与时变时延之间的关
系.

5 控制器设计

定理 1 给出了系统稳定性及 H∞ 扰动抑制水平
γ 与控制器存在的充分条件, 然而通过定理 1 直接
解决反馈增益K 困难, 因为定理 1 中存在非线性耦
合项如 PBK, 难以直接运用MATLAB 的 LMI 工
具箱求解矩阵不等式获得控制器参数, 故需要进行
矩阵变换, 为此给出定理 2.

定理 2. 对于给定常数 0 < d1 < d2, 0 < γ 以

及 0 < εj (j = 1, 2), 如果存在适当维数实正定对称
矩阵 X, Q̃i (i = 1, 2) 和 Z̃j (j = 1, 2) 以及任意适
当维数实矩阵 Y , 使得下列矩阵不等式成立

[
Φ11 Φ12

∗ Φ22

]
< 0 (33)
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其中,

d12 = d2 − d1

Φ11 =




Θ11 Z̃1 BY 0 Bω XCT

∗ Θ22 Z̃2 0 0 0
∗ ∗ Θ33 Z̃2 0 Y TDT

∗ ∗ ∗ Θ44 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




Φ12 =




d1XAT d12XAT

0 0
d1Y

TBT d12Y
TBT

0 0
d1B

T
ω d12B

T
ω

0 0




Φ22 =

[
−Γ11 0
∗ −Γ22

]

Θ11 = AX + XAT + Q̃1 + Q̃2 − Z̃1

Θ22 = −Q̃1 − Z̃1 − Z̃2

Θ33 = −2Z̃2

Θ44 = −Q̃2 − Z̃2

Γjj = −2εjX + ε2
j Z̃j, j = 1, 2

则闭环系统 (12) 对所有满足式 (11) 的时延均是渐
近稳定的, 并在零初始条件下具有给定的 H∞ 扰动
抑制水平 γ, 且 H∞ 控制器增益为K = Y X−1.
证明. 令定理 1 中的矩阵不等式 (17) 分别左乘

右乘对角矩阵

diag
{
P−1 P−1 P−1 P−1 P−1 I I Z−1

1 Z−1
2

}

和它的转置矩阵, 并且令

X = P−1

Q̃i = P−1QiP
−1, i = 1, 2

Z̃j = P−1ZjP
−1, i = 1, 2

Y = KX

由 (εX −R) R−1 (εX −R)T > 0, 其中 R > 0 是实
对称矩阵, X 是适当维数任意矩阵, 可得

(
εjP

−1 − Z−1
j

)
Zj

(
εjP

−1 − Z−1
j

)T
> 0

即

−Z−1
j < −2εjP

−1 + ε2
jP

−1ZjP
−1, j = 1, 2

¤
推论 2. 对于给定常数 0 < d1 < d2 及 0 < εj

(j = 1, 2), 如果存在适当维数的实正定对称矩阵 X,
Q̃i (i = 1, 2) 和 Z̃j (j = 1, 2), 以及任意适当维数实
矩阵 Y , 使得下列矩阵不等式成立.

[
Φ̄11 Φ̄12

∗ Φ̄22

]
< 0 (34)

其中,

d12 = d2 − d1

Φ̄11 =




Θ̄11 Z̃1 BY 0
∗ Θ̄22 Z̃2 0
∗ ∗ Θ̄33 Z̃2

∗ ∗ ∗ Φ̄44




Φ̄12 =




d1XAT d12XAT

0 0
d1Y

TBT d12Y
TBT

0 0




Φ̄22 =

[
−Γ̄11 0
∗ −Γ̄22

]

Θ̄11 = AX + XAT + Q̃1 + Q̃2 − Z̃1

Θ̄22 = −Q̃1 − Z̃1 − Z̃2

Θ̄33 = −2Z̃2

Θ̄44 = −Q̃2 − Z̃2

Γ̄jj = −2εjX + ε2
j Z̃j, j = 1, 2

则闭环系统 (13) 对所有满足 (11) 的时滞均是渐近
稳定的, 且状态反馈控制器增益为K = Y X−1.

推论 2 的证明与定理 2 的证明过程类似, 只需
将定理 2中涉及计算误差ω (t)项的行和列 (即第 5、
6 行, 第 5、6 列) 删除即可, 证明略.
注 6. 定理 2 给出了时变时延和 H∞ 性能 γ 参

数下, 系统的控制器参数可以通过求解式 (33) 的可
行解得到. 推论 2 在给出了时变时延参数下, 通过
LMI 工具箱求解式 (34) 的可行解可得控制器参数.

6 仿真和实时控制实验

首先, 构建倒立摆视觉伺服控制实验平台, 如
图 15 所示. 根据实际实验平台, 可得倒立摆控制
系统模型 (6) 中 A 和 B 参数为 l = 0.25m, m =
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0.109 kg, J = 0.009083 kg ·m2, g = 9.81m/s2. 根
据式 (4) 可得

d1 = min
k∈N

(dk) = 0.019

d2 = max
k∈N

(dk + dk+1) = 0.058

图 15 实验平台

Fig. 15 Experimental platform

常量参数 γ, ε1, ε2 经过多次实验, 可设置为 γ

= 2.400, ε1 = 0.083, ε2 = 0.104.
然后针对闭环系统 (12) 和 (13), 求解定理 2 和

推论 2 的式 (33) 和式 (34), 可得控制增益分别为

K1 =
[

2.6464 −27.0291 2.9938 −4.9654
]

K2 =
[

0.0790 −19.2381 0.5529 −3.5086
]

下面从两个方面验证所提方法的合理性和有效

性.
1) 分析图像处理计算误差对倒立摆系统性能的

影响

分别从仿真和实际平台实验对控制增益 K1 和

K2 进行验证, 设置状态初始值均为 x0 = [0 0.100 0
0]T.

仿真实验: 对控制增益K1 和K2 的仿真结果分

别如图 16和图 17所示. 图 16是考虑图像处理计算
误差设计控制器 (控制律 K1) 的控制效果曲线, 图
17 是不考虑图像处理误差设计控制器 (控制律 K2)
的控制效果曲线. 对比图 16 和图 17 可以发现, 在控
制律 K1 作用下, 小车和摆杆均很快进入稳定状态
且波动很小, 而在控制律 K2 作用下, 虽然摆杆可进
入稳定状态, 但是小车在轨道上来回大偏移量移动,
控制律 K1 的控制性能明显优于控制律 K2 的控制

性能.
实际平台实验: 在图 15 所示的实验平台上, 分

别采用控制增益 K1 和 K2 进行实时控制实验. 实

验验证控制增益 K1 可实现倒立摆稳定控制, 其实
时控制效果如图 18 所示, 小车和摆杆均在 5 s 内进
入稳定状态, 其稳定性能比较良好. 由于实际实验环
境更加复杂多变, 多重因素影响倒立摆的实际稳定
性能, 理论仿真不可能完全模拟实际条件, 因此实际
的实时控制实验效果跟理论仿真存在一定的差异是

合理的. 然而, 控制增益 K2 直接无法实现倒立摆的

稳定控制.

图 16 在控制律K1 下的小车位移和摆杆偏角 (仿真)

Fig. 16 Cart position and pendulum angle in

controller K1 (simulation)

图 17 在控制律K2 下的小车位移和摆杆偏角 (仿真)

Fig. 17 Cart position and pendulum angle in

controller K2 (simulation)

图 18 在控制律K1 下的小车位移和摆杆偏角 (实时控制)

Fig. 18 Cart position and pendulum angle in

controller K1 (real-time control)

仿真和实际平台实验结果显示, 在同等常量参
数下, 定理 2 求解的控制律 K1 的控制性能明显优

于推论 2 求解的控制律 K2 的控制性能, 由此表明
对于含有视觉伺服的控制系统研究中, 考虑图像处
理计算误差对系统性能的影响非常必要.
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2) 分析图像处理计算时间对倒立摆系统性能的
影响

在控制增益K1 下, 通过仿真实验可得保证闭环
系统 (12) 稳定所允许的时变计算时延最大上界 d2

= 0.089 s, 即所允许的图像处理计算时间最大上界
d̄ = 0.045 s, 即当 d2 > 0.089 s (即 d̄ > 0.045 s) 后,
系统 (12) 发散不可控.
为了详细分析图像处理计算时间对倒立摆系

统性能的实际影响, 在图像处理过程中加上一定的
计算时间, 使 d̄ 分别达到 0.029 s, 0.034 s, 0.037 s,
0.039 s, 0.040 s, 进而在控制增益 K1 下依次进行倒

立摆实时控制实验, 并设置状态初始初始值均为 x0

= [0 0 0 0]T. 实时控制实验的小车位移和摆杆偏
角分别如图 19 和图 20 所示. 从中可以发现: 当 d̄

= 0.029 s/0.034 s/0.038 s 时, 小车位移和摆杆偏角
曲线图没有明显差异, 随着 d̄ 增大, 小车位移和摆杆
偏角曲线图波动略微增大, 但没有明显变化, 但是当
d̄ = 0.039 s/0.040 s 时, 小车位移和摆杆偏角曲线出

现剧烈波动并且最终发散, 失去稳定.
通过实时控制实验发现, 倒立摆能够稳定控制

的 d̄ = 0.038 s, 略小于仿真实验得到的临界值 d̄ =
0.045 s, 因为实际实验环境比仿真环境更加复杂, 理
论仿真不可能完全与实际环境一致, 故实际实验得
到的上界值小于仿真实验得到的上界值是合理的.
此外, 实验尤其表明, 图像处理计算时间对倒立摆系
统性能具有非常明显影响, 故考虑其时变特性设计
控制器更加符合实际.

7 结论

本文主要研究带有时变图像处理计算时间和计

算误差的倒立摆视觉伺服实时控制问题. 首先研究
设计了一种网络化倒立摆视觉伺服控制实验平台,
提出了小车位移和摆杆偏角的视觉传感测量实时计

算方法, 并统计分析了图像处理计算时间和计算误
差特性, 建立了带有时变计算时间和计算误差的倒

图 19 不同图像处理计算时间上界 d̄ 的小车位移

Fig. 19 Cart position in different upper bound of image processing computational time d̄

图 20 不同图像处理计算时间上界 d̄ 的摆杆偏角

Fig. 20 Pendulum angle in different upper bound of image processing computational time d̄
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立摆视觉控制系统闭环模型, 证明了系统稳定性并
建立了反映图像处理计算时间与系统稳定性能之间

的关系且给出了系统对计算误差的扰动抑制水平 γ,
并进行了 H∞ 控制器设计. 与目前不考虑计算时间
和计算误差或将计算时间视为定时滞进行研究倒立

摆视觉实时控制方法相比[18−21], 本文提出的带时变
计算时间和计算误差的倒立摆视觉 H∞ 控制研究更
加具有优势. 另外, 本文研究内容可进一步拓展到双
并联倒立摆视觉伺服控制系统, 这是后续一项十分
有价值的研究工作.
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