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联合平滑矩阵多变量椭圆分布的稀疏表示算法

邱 虹 1 王万良 2 郑建炜 2

摘 要 处理部分光照和遮挡等噪声的图像重构及分类问题因其极具挑战而备受关注, 该问题的解决很大程度上取决于对

误差的描述, 常见的方法以向量形式存储误差矩阵且假定其服从于独立同分布, 忽视了图像数据的内部结构信息. 针对该问

题, 本文提出一种联合平滑矩阵多变量椭圆分布的稀疏表示算法 (Sparse representation with smoothed matrix multivariate

elliptical distribution, SMED). 该算法强调误差矩阵中各个像素间的依赖性并假定误差矩阵作为一个随机矩阵变量服从于矩

阵多变量椭圆分布; 之后, 引入辅助变量光滑目标函数, 使得模型易于获得全局最优解; 最后, 采用迭代加权最小二乘法优化

求解模型. 此外, 文中对 SMED 算法的收敛性和复杂度进行了理论分析, 并讨论了模型的参数敏感性. 在 AR、ExYaleB 和

PubFig 三个公开数据集中的实验验证了所提算法具有鲁棒的鉴别力, 且其综合性能明显优于经典算法.
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Sparse Representation With Smoothed Matrix Multivariate Elliptical Distribution

QIU Hong1 WANG Wan-Liang2 ZHENG Jian-Wei2

Abstract As one of the most challerging problems, partial illumination or occlusion in image reconstruction and classifi-

cation has recently received considerable attention. This problem heavily depends on the characterization of representation

error, while most existing approaches ignore the internal structure information of image data for the error matrix needs to

be stretched into a vector with each element being assumed independently corrupted. To improve the algorithms in this

regard, a new sparse representation with smoothed matrix multivariate elliptical distribution (SMED) is proposed, which

emphasizes the dependency between pixels of noise and assums that error matrix is a random matrix variate and follows

a matrix multivariate elliptical distribution. Then, it introduces regularization terms to smooth the objective function,

which makes the model easily to obtain a globally optimal solution. Finally, iteratively reweighted least square is adopted

to solve the SMED model efficiently. Furthermore, comprehensive analyses are also performed including convergence be-

havior, computational complexity, together with parameter determination. Experimental results on the AR, ExYaleB and

PubFig databases demonstrate that the proposed algorithm is a robust discriminative classifier with excellent performance,

being superior to classical algorithms.
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信号稀疏表示是过去近 20 年来信号处理方向
一个非常引人关注的研究领域, 目的是在给定的超
完备字典中用尽可能少的原子来表示信号, 从而获
得信号更为简洁的表示方式, 方便进一步对信号进
行压缩、编码等加工处理. 随着压缩感知理论[1] 提

出在所求系数足够稀疏时, 最小化 l0 范数的 NP 难
题[2] 可以转化为最小化 l1 范数来进行求解, 稀疏表
示已广泛应用于机器学习、计算机视觉、模式识别

等领域.
在模式识别领域中, 具有代表性的是 Wright

等[3] 提出的一种基于稀疏表示的分类器 (Sparse
representation-based classifier, SRC), 该分类器将
稀疏表示成功应用于人脸识别, 有效解决了人脸图
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像中遮挡、光照等问题. 其核心思想是通过选取完整
的输入样本作为训练样本构造出超完备字典, 并由
此得到测试样本的稀疏表示, 然后逐类构造出测试
样本的近似线性表示, 最后寻找最小重构误差的类
别标签作为测试样本的类别归属得以完成分类任务.
Wright 指出 SRC 对数据缺损不敏感, 当重构编码
系数足够稀疏时, 特征空间的选取变得不再重要, 这
些特点使得 SRC 成为一种优秀的分类算法, 且在图
像分类研究中获得了成功应用. 但是, 该算法仍然存
在两个关键问题有待关注: 1) 选择 l1 范数作为编码

重构系数的稀疏约束是否是比较合适的策略; 2) 选
择 Frobenius 范数 (F 范数) 作为线性重构表示的约
束是否对图像表示足够有效. 基于此, 众多科研工作
者致力于这两个问题的研究.

Yang 等[4] 重新探究了 l1 范数在模式识别任务

中的作用, 发现 l1 范数比 l0 范数能提供更多有意义

的分类信息, 即 l0 范数只能实现稀疏, 而 l1 范数不

仅能实现稀疏, 还能保持数据间的协作关系. 对此,
Zhang 等[5] 通过理论分析和实验验证解释了 SRC
分类器获得优秀分类性能的根本原因并非它的稀

疏性, 而是数据间的协作关系, 并提出了协作表示
分类器 (Collaborative representation-based classi-
fier, CRC). 其中, CRC 用 l2 范数替代 SRC 中的 l1
范数, 在不降低识别率的前提下大幅度提升了算法
的运行效率. 此外, 为了加快稀疏编码过程, 相继提
出了许多基于加权 l1 或 l2 范数的算法

[6−8].
上述算法均采用 F 范数作为线性重构表示的约

束. 诸多学者认为, 找到合适的方式来描述重构误
差的特性有利于重构及分类性能的提升. Lu 等[9]

考虑到 F 范数对大规模异常点的处理较弱, 采用
l1 范数对误差重构进行评估, 实验表明 l1 范数比

F 范数对误差的评估更可靠. Naseem 等[10] 则利

用 Huber 估计处理一些随机的光照和噪声像素将
所提线性回归分类器 (Linear regression classifica-
tion, LRC) 扩展为强健的线性回归分类器 (Robust
LRC, RLRC)[11], 提升了 LRC 在多光照及噪声下
的鲁棒性. Yang 等[12] 采用 M 估计匹配一般的

噪声, 提出了强健的稀疏编码算法 (Robust sparse
coding, RSC). 随后, Yang 等[13] 从样本特征的概率

分布形式出发, 对不同的特征添加贡献度因子, 提出
正则化鲁棒编码算法 (Regularized robust coding,
RRC), 其具有更高的抗噪能力, 却丢失了样本的局
部分布特性. 而 He 等[14] 利用相关熵对处理噪声和

噪点的稳定性优势, 提出一种基于相关熵的稀疏表
示算法 (Correntropy-based sparse representation,
CESR). 随后, He 等[15] 又构建了半二次框架, 该框
架结合两种现有的稀疏健壮回归模型: 以 SRC 为代
表的应对误差修复的相加模型和以 CESR 和 RSC

为代表的应对误差检测的相乘模型. 通过分而治之
的策略, He 等[16] 将健壮人脸识别的过程分解为异

常值检测和人脸识别两个阶段, 使得稀疏表示适用
于大规模数据库.

实际上, 以上算法均属于多元分析的范畴. 众所
周知, 多元分析是研究多个自变量与因变量相互关
系的一组统计理论和方法. 其应用的限制条件是, 各
个因素每一水平的样本必须是独立的随机样本, 其
重复观测的数据服从正态分布, 且各总体方差相等.
总体来说, 上述这些算法均假设误差向量满足正态
性或独立性, 但这并不适用于现实场景, 特别是在
部分随机误差向量的分布呈现出重尾现象的情况下.
对于这种情况, Kibria 等[17] 提出基于多元 t 误差
的线性模型. Basu 等[18] 使用多元幂指数分布作为

语音识别领域的重尾分布. Liu[19] 则假定观测的数

据是相互依赖的, 且将多元幂指数回归模型扩展为
矩阵变量幂指数回归模型. 这些研究意味着假定观
测数据之间相互依赖且服从重尾分布对于描述一些

实际观测具有现实意义. 事实上, 人脸图像中例如光
照、遮挡或表情等噪声数据之间高度相关, 并不完全
服从于独立同分布. 因此, 找到一种合适的针对矩阵
变量的分布来描述误差矩阵的特征至关重要.

本文旨在解决部分遮挡和受光照影响的图像

的重构及分类问题. 传统方法往往将图像以向量的
形式进行存储分类, 忽视了图像数据的内部结构信
息, 且它们依据最大似然估计的观点假设噪声数据
服从独立同分布对误差进行处理, 不适用于现实场
景. 本文所提模型强调误差矩阵中各个像素间的
依赖性并假定该误差矩阵作为一个随机矩阵变量

服从于矩阵多变量椭圆分布. 同时, 假定模型中的
编码重构系数服从拉普拉斯分布或高斯分布. 由于
通过假定所得的模型具有非光滑性, 不利于问题的
优化求解, 本文引入辅助变量光滑模型, 随后采用
迭代加权最小二乘法优化求解模型. 至此, 本文
得到一种新的稀疏表示算法, 称为联合平滑矩阵多
变量椭圆分布的稀疏表示算法 (Sparse representa-
tion with smoothed matrix multivariate elliptical
distribution, SMED).
本文后续结构安排如下. 第 1 节介绍多变量分

析的相关工作, 包括多元分布和矩阵多变量椭圆分
布. 第 2 节具体描述 SMED 算法的目标函数, 并给
出模型优化求解的方案. 第 3 节对 SMED 算法的收
敛性以及复杂度进行分析. 第 4 节选择代表性的人
脸数据库验证 SMED的实际重构和分类性能.最后,
第 5 节总结全文工作并给出后续展望.

1 相关工作

本节比较几种常用的多元分布并对矩阵多变量
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椭圆分布进行简要介绍.

1.1 多元分布比较

不同于以往的算法, 本文旨在找到一种合适的
能够描述人脸图像中例如光照、遮挡或表情等噪声

数据特征的分布. 由于现实图像中的噪声数据均表
现出尖峰重尾的特征, 这就需要找到一种更具适应
性的分布来满足这一需求, 以减少异常值的影响, 提
高鲁棒性. 图 1 给出了几种常用多元分布的比较图.
由图 1 (d) 可知, 二维拉普拉斯分布及二维幂指数分
布较二维高斯分布更具尖峰重尾性, 且图 1 (c) 中二
维幂指数分布的重尾范围大于图 1 (b) 中的二维拉
普拉斯分布. 此外, 通过三者在XOY 面上的投影图

可知, 二维高斯分布的投影面呈圆形形状, 二维拉普
拉斯分布的投影面呈菱形形状, 二维幂指数分布的
投影面呈椭圆形形状, 而椭圆形形状能够很好地兼

具圆形和菱形的特点, 这使得二维幂指数分布更具
灵活性, 且椭圆形形状较圆形和菱形使得分布具有
更肥的尾部区域, 故而对于异常值更具鲁棒性. 综上
所述, 相对于二维高斯分布和二维拉普拉斯分布, 二
维幂指数分布能更好地描述噪声数据的特征.
事实上, 二维幂指数分布作为 Kotz-type 分

布[20] 的特例是椭圆分布家族中的一员. 近年来, 椭
圆分布被诸多学者证明是一种作为多元高斯分布、

多元拉普拉斯分布的有效替代, 它在统计学、金融
学、信号处理以及模式识别等领域中发挥着重要作

用, 尤其在鲁棒性研究以及数据包含异常值或呈现
出重尾现象的情况下表现更加突出[21]. 依据文献
[22−24] 可知, 在一些随机现象真实场景中, 部分随
机向量的分布数据往往包含异常值或呈现出长尾、

重尾现象, 而椭圆分布对于这些现象具有较好的适
应性. 例如: Liu 等[25] 针对一般的非正态数据, 提出

图 1 多元分布比较图 (常数取 Ci = 1, i = 1, 2, 3)

Fig. 1 The comparison chart of the multivariate distribution (where the constants are Ci = 1, i = 1, 2, 3)
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基于幂指数分布的多元回归模型, 扩展了对于随机
误差的一般分布假设. Sun 等[26] 利用重尾椭圆分布

对数据的结构协方差矩阵提供鲁棒估计. 此外, Fang
等[27] 提出除了多元正态分布, 椭圆分布家族中的其
他多元分布均能很好地描述随机矩阵中各个元素间

的依赖关系. 因此, 假设误差矩阵服从椭圆分布来
描述图像中的噪声数据能够更接近数据的固有特性,
即噪声像素间的依赖关系.

1.2 矩阵多变量椭圆分布

椭圆分布[28] 作为概率分布家族中的一员, 允许
同时考虑大量非高斯分布, 并且对典型未知数据的
协方差矩阵提供最佳的估计, 能够有效构建误差结
构. 本小节简要介绍多变量椭圆分布和矩阵多变量
椭圆分布的定义.
定义 1. 给定 xxx ∈ Rn 是一个 n 维随机向量,

如果对于某个 µµµ ∈ Rn 和某个对称正定矩阵 Σ ∈
Rn×n, xxx 的特征函数具有如下形式:

φxxx(ppp) = E[exp(ipppTxxx)] = exp(ipppTµµµ)φ(pppTΣppp) (1)

其中, E[·] 代表期望值, φ(·) 是一个标量函数, 称为
特征生成元, φ(·): R → R, 且 ppp ∈ Rn. 则称 xxx 服从

具有分布参数 µµµ、Σ 和 φ 的 n 维多变量椭圆分布，

记为 xxx ∼ En(µµµ,Σ, φ)．
定义 2. 给定X ∈ Rm×n 是一个m× n 维随机

矩阵, 如果对于某个矩阵M ∈ Rm×n 和某个对称正

定矩阵 Σ ∈ Rm×n, X 的特征函数具有如下形式:

ΦX(P ) = exp(tr(iPTM))Φ(PTΣP) (2)

其中, Φ(·) 是特征生成元, Φ(·): Rn×n → R. 则称
X 服从具有分布参数M , Σ 和 Φ 的m× n 维矩阵

多变量椭圆分布, 记为 X ∼ Em,n(M, Σ,Φ).
依据定义 2 可知, 矩阵多变量椭圆分布是一种

对称概率分布, 也可通过概率密度函数对其进行定
义

f(X) = Cg((X −M)TΣ−1(X −M)) (3)

其中, C 是正数, 特征生成元 g(·): Rn×n → R.
随机向量、随机矩阵的特征函数总是存在的, 并

且与概率密度函数存在一一对应的关系. 因而椭圆
分布的特征生成元一旦确定, 其分布的概率密度函
数形式就确定了, 例如: 当特征生成元 φ(·) 的形式
为 φ(xxx) = exp(−xxx/2) 时, xxx 服从多元正态分布. 椭
圆分布包括的多元分布有: 多元正态分布、多元柯
西分布、多元拉普拉斯分布、多元 logistic 分布、
多元 student 分布以及部分多元稳定分布等. 本
节参考文献 [29] 中的特征生成元, 选择 g(·) =
exp(tr(−(·)k/2)), k > 0, 该 g(·) 不仅保持了拉普

拉斯分布对异常值的鲁棒性, 而且具有长尾特性. 将
g(·) = exp(tr(−(·)k/2)) 代入式 (3) 中, 可得:

f(X) = C exp(tr(−(X −M)TΣ−1(X −M))
k
2 )
(4)

本文将以此概率密度函数为基础构建目标函数,
并辅以平滑目标函数、加快迭代最优过程等优势.

2 SMED算法描述

本节提出一种联合平滑矩阵多变量椭圆分布的

稀疏表示算法, 简称 SMED. 首先对该算法目标函
数的构建过程进行描述, 然后给出模型求解的优化
方案.

2.1 目标函数构建

探索人脸图像数据中误差矩阵的内部结构是重

构及分类识别任务的一项成功策略, 受椭圆分布启
发, 采用矩阵多变量椭圆分布描述误差矩阵, 具有更
直观的物理意义和求解思路.
给定 n 个 p × q 维图像矩阵 X1

1 , X1
2 , · · · , X1

n1
,

X2
1 , X2

2 , · · · , X2
n2

, · · · , XC
1 , XC

2 , · · · , XC
nC

, 将其作
为训练样本. 其中, Xc

i 代表第 c 类的第 i 个样本矩

阵, 样本总类别数为 C, ni 是第 i 类的样本个数, 且
n = n1 + n2 + · · ·+ nC 是总样本数, 测试样本表示
为图像矩阵 Y ∈ Rp×q.
将任意测试样本 Y 通过训练样本进行线性表

示, 可得

Y = X1
1α1 + X1

2α2 + · · ·+ X1
n1

αn1 + · · · +

XC
1 αn−nC

+ · · ·+ XC
nC

αn + E (5)

其中, ααα = [α1, α2, · · · , αn] ∈ Rn 是训练样本所对

应的重构编码系数, 为 n× 1 维列向量, E 为误差矩

阵.
定义线性映射Rd → Rp×q:

X(ααα) = X1
1α1 + X1

2α2 + · · ·+ X1
n1

αn1 + · · · +

XC
1 αn−nC

+ · · ·+ XC
nC

αn (6)

通过式 (6), 可将式 (5) 简化为

Y = X(ααα) + E (7)

对应经典的线性向量回归模型[30], 式 (5) 和式
(7) 给出了线性矩阵回归模型的一般形式.
本文假定误差矩阵 E = Y −X(ααα) ∼ Em,n(M ,

Σ, Φ), 即服从矩阵多变量椭圆分布, 且训练样本所
对应的重构编码系数 α1, α2, · · · , αn 独立同分布于

高斯分布 (l = 2) 或拉普拉斯分布 (l = 1). 则依据
最大后验概率估计可得

ααα = arg max
ααα

ln P(ααα|Y ) + ln P(ααα) (8)
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其中, P(ααα|Y ) = C1 exp(tr(−(Y − X(ααα))T(Y −
X(ααα)))k/2), P(ααα) = C2Πn

i=1 exp(−αααl
i/β). 具体目

标函数描述为

min
ααα

ξ(ααα) = tr((Y −X(ααα))T ×

(Y −X(ααα)))
k
2 +

1
β

n∑
i=1

‖ααα‖l
l (9)

令 λ = 2/β, 且已知矩阵 X 的核范数表示为

‖X‖∗ = tr(XTX)1/2, 向量 xxx 的 lp 范数表示为 ‖xxx‖p

= (
∑n

i=1 |xxxi|p)1/p, 则可将式 (9) 调整为

min
ααα

ξ(ααα) = ‖Y −X(ααα)‖k
∗ +

1
2
λ‖ααα‖l

l (10)

其中, k > 0, l = 1 或 2. 当 k = 1, l = 1 或 2 时, 上
式的右边第 1 项为核范数, 第 2 项为 l1 范数或 l2 范

数的平方, 这两项均为非光滑凸函数. 此外, 当 0 <

k < 1 时, 右边第 1 项为非光滑凹函数; 当 k >1 时,
两项均为非光滑凸函数。

然而, 由于式 (10) 具有非光滑性, 不利于目标
函数的优化求解, 本文通过引入辅助变量光滑上式
来解决这一问题, 则可将一般的平滑矩阵多变量椭
圆分布模型归纳为如下优化问题:

min
ααα

ξ(ααα, µ) =

∥∥∥∥∥

[
Y −X(ααα)

µI

]∥∥∥∥∥

k

∗
+

1
2
λ

∥∥∥∥∥

[
ααα

µ111

]∥∥∥∥∥

l

l

(11)

上式能处理的参数范围为 µ > 0, k > 0, k 6= 2, l =
1 或 2, I ∈ Rq×q 是单位矩阵且 111 ∈ Rn 是元素值均

为 1 的 n× 1 维列向量.
文献 [31] 和文献 [32] 中的算法通过不同方法对

非光滑目标函数进行了优化求解. 相比较而言, 式
(11)采用 µI 和 µ111两项辅助变量来光滑目标函数的
操作拥有以下优势: 1) 当 µ >0 时, ξ(ααα, µ) 是光滑
的, 它较非光滑的目标函数更容易进行优化求解; 2)
当 k ≥ 1 时, 依据式 (11) 两项的凸性质可知 ξ(ααα, µ)
是一个凸函数, 则最小化目标函数即为凸优化问题,
可得全局最优解.

此外, 根据式 (12) 可知 ξ(ααα, µ) ≥ ξ(ααα), 且当且
仅当 µ = 0 时, ξ(ααα, µ) = ξ(ααα). 这意味着 ξ(ααα, µ)
是 ξ(ααα) 通过 µ 的优化函数, 如果 ξ(ααα, µ) 是递减函
数则 ξ(ααα) 亦为递减函数.
∥∥∥∥∥

[
Y −X(ααα)

µI

]∥∥∥∥∥

k

∗
=

n∑
i=1

(σi((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα)) + µ2I))
k
2 =

n∑
i=1

(σi((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα))) + µ2)
k
2 ≥

n∑
i=1

(σi((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα))))
k
2 =

‖Y −X(ααα)‖k

∗ (12)

其中, σi(·) 代表矩阵的第 i 个正奇异值.

2.2 模型优化求解

诸多方法可用来优化求解模型 (11), 例如: 半
正定规划法 (Semi-definite programming, SDP)[33]

是在满足约束 “对称矩阵的仿射组合半正定” 的条
件下使线性函数极大 (极小) 化的问题. 加速近端梯
度法 (Accelerated proximal gradient, APG)[34] 是
一个求解 l1 优化问题较快的方法, 其收敛速度为
二阶收敛, 相比较其他方法具有明显的速度优势.
交替方向乘子法 (Alternating direction method of
multipliers, ADMM)[35] 又称增广拉格朗日法, 是
求解约束优化问题的一类重要方法, 具有不需要惩
罚参数趋向于无穷大等优点[36]. 然而, SDP 因其算
法复杂度高不适用于大规模数据 (对于 n × n 维的

矩阵, SDP 的算法复杂度是 O(n6)). APG 需要目
标函数具有 Lipschitz 连续梯度, 这使得该方法的使
用受到限制. 相比较 SDP 和 APG, ADMM 以其较
好的性能和严格的理论保证, 成为众多学者研究的
热点. 但是, ADMM 需要在非光滑目标函数中加入
多个辅助变量乘子, 这大大降低了算法的收敛速度,
且其在优化求解目标函数的过程中需要应用奇异值

分解 (Singular value decomposition, SVD)[37], 增
加了算法的复杂度. 本节采用迭代加权最小二乘法
(Iteratively reweighted least squares, IRLS)[38] 对
模型进行优化求解, 避免了 ADMM 需要加入多个

辅助变量乘子和进行奇异值分解的缺陷.
依据相关公式, 式 (11) 可优化调整为

min
ααα

tr((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα)) + µ2I)
k
2 +

1
2
λ

(
n∑

i=1

|αααi|2 + µ2

) l
2

(13)

其中, αααi 代表向量 ααα 的第 i 个元素.
令

γ(ααα) = tr((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα)) + µ2I)
k
2

δ(ααα) =

(
n∑

i=1

|αααi|2 + µ2

) l
2

则
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ξ(ααα, µ) = γ(ααα) +
λ

2
× δ(ααα)

且
∂ξ(ααα)
∂ααα

=
∂γ(ααα)

∂ααα
+

∂δ(ααα)
∂ααα

其中, γ(ααα) 针对 ααα 的梯度为

∂γ(ααα)
∂ααα

=
∂(tr((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα))+µ2I)

k
2 )

∂ααα
=

k

2
((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα)) + µ2I)

k
2−1×

∂(tr((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα)) + µ2I))
∂ααα

=

k(XTXααα−XTY )

((Y −X(ααα))T(Y −X(ααα)) + µ2I)
1− k

2

(14)

令对应 γ(ααα) 的加权矩阵 R = ((Y − X(ααα))T

(Y −X(ααα)) + µ2I)(k−2)/2, 则上式可简化为

∂γ(ααα)
∂ααα

= k(XTXααα−XTY )R (15)

其次, δ(ααα) 针对 ααα 的梯度为

∂δ(ααα)
∂ααα

=
∂(

n∑
i=1

|αααi|2 + µ2) l
2

∂ααα
=

l

2

(
n∑

i=1

|αααi|2 + µ2

) l
2−1 ∂(

n∑
i=1

|αααi|2)
∂ααα

=

lααα

(
n∑

i=1

|αααi|2 + µ2)1− l
2

(16)

令 T = (
∑n

i=1 |αααi|2 + µ2)(l−2)/2, 则上式可简化
为

∂δ(ααα)
∂ααα

= lαααT (17)

通过 ∂ξ(ααα)

∂ααα
= ∂γ(ααα)

∂ααα
+ ∂δ(ααα)

∂ααα
, 并令结果为 0, 可得

k(XTXααα−XTY )R +
1
2
λlαααT = 0 →

kXTXαααR +
1
2
λlαααT = kXTY R →

kXTXααα +
1
2
λlαααTR−1 = kXTY (18)

式 (18) 是经典的 Sylvester 方程形式 (AX +
XB = C), 方程求解的算法复杂度是 O(n3)[39−40].
实验过程中可利用 MATLAB 的 lyap 命令求解式

(18).

综上所述, 完整的 SMED 描述如算法 1 所示.
其中, Vec(·) 代表将矩阵通过列转化为向量的操作,
Mat(·) 代表将向量转化为矩阵的操作.

算法 1. SMED描述
输入. n个 p×q维图像矩阵X1

1 , X1
2 , · · · , X1

n1 , X2
1 , X2

2 ,

· · · , X2
n2 , · · · , XC

1 , XC
2 , · · · , XC

nC
(n = n1 +n2 + · · ·+nC);

图像矩阵 Y ∈ Rp×q; 模型参数 λ > 0, µ >0; 终止条件参数

ε > 0.

输出. 重构编码系数向量 ααα.

1) 令

X = [Vec(X1
1 ), Vec(X1

2 ), · · · , Vec(X1
n1),

Vec(X2
1 ), Vec(X2

2 ), · · · , Vec(X2
n2),

...

Vec(XC
1 ), Vec(XC

2 ), · · · , Vec(XC
nC

)]

初始化加权矩阵 R = I.

2) 设迭代次数 t = 1.

3) 固定加权矩阵 Rt, Tt, 依照式 (19) 计算更新重构编

码系数向量 αααt+1

kXTXααα +
1

2
λlαααTtR

−1
t = kXTVec(Y ) (19)

4) 固定αααt+1, 依照式 (20) 和式 (21) 分别更新加权矩阵

Rt+1，Tt+1

Rt+1 = ((Y −Mat(X(αααt+1)))
T×

(Y −Mat(X(αααt+1))) + µ2I)
k
2−1 (20)

Tt+1 =

(
n∑

i=1

|αααi|2 + µ2

) l
2−1

(21)

5) 如满足收敛条件 ‖αααt+1 −αααt‖∞ ≤ ε, 则输出结果, 算

法中止; 反之令 t = t + 1, 转至步骤 3.

3 收敛性和复杂度分析

SMED 采用迭代加权最小二乘法进行模型迭代
求解, 在固定部分变量的前提下优化余下未知变量.
根据算法 1 描述, 每次迭代的关键步骤 (20) 和 (21)
都是闭式解, 因此其单个变量更新都存在唯一解. 定
理 1. 说明所提算法在迭代过程中使目标函数 (11)
的值逐步下降, 并最终收敛.
引理 1. 给定任意矩阵 X ∈ Rm×n 和 Y ∈

Rm×n, 其中, 矩阵X 和 Y 的列向量为非零向量. 令
fi(x), i = 1, 2, · · · , n 为可微凹函数, 可得

n∑
i=1

fi(‖Yi‖2
2)− fi(‖Xi‖2

2) ≥

tr((Y TY −XTX)M) (22)

其中, 对角矩阵 M ∈ Rn×n 的对角元素为 Mii =
∇fi(‖Yi‖2

2).
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设定 fi(x) = xq/2, 0 < q < 2, 将其代入上式可

得式 (22) 的一个特例

‖Y ‖q
q − ‖X‖q

q ≥
q

2
tr((Y TY −XTX)M) (23)

其中, Mii = (‖Yi‖2
2)

q/2−1.
证明. 根据凹函数定义文献 [41] 可知, 在定义

域 (0,∞) 中, 当 p ∈ (0, 1] 时, 凹函数 xp 满足 yp −
xp + pyp−1(x y) ≥ 0. 对矩阵 X ∈ Rm×n 和 Y ∈
Rm×n, 则有

fi(‖Yi‖2

2)− fi(‖Xi‖2

2) ≥
∇fi(‖Yi‖2

2)(‖Yi‖2

2 − ‖Xi‖2

2) =

∇fi(‖Yi‖2

2)(Yi
TYi −Xi

TXi) =

tr((Y TY −XTX)M) (24)

将式 (24) 中所有的 i ∈ {1, 2, · · · , n} 相加, 则式
(22) 得证. ¤
引理 2. 给定任意矩阵X, Y ∈ Sn

++, 其中, Sn
++

为对称正定矩阵. 令 X, Y 的特征值 λi 分别满足

λ1(X) ≥ λ2(X) ≥ · · · ≥ λn(X) ≥ 0 及 λ1(Y ) ≥
λ2(Y ) ≥ · · · ≥ λn(Y ) ≥ 0. 则可得

tr(XY ) ≥
n∑

i=1

λi(X)λn−i+1(Y ) (25)

证明. 见文献 [42] 中的引理 2. ¤
引理 3. 给定任意矩阵 X ∈ Sn

++, 当 p ∈ (0, 1]
时, tr(Xp) 为凹函数.
证明. 由引理 2 可知, 对 X, Y ∈ Sn

++ 有

tr(XTY p−1) ≥
n∑

i=1

λi(X)λn−i+1(Y p−1) =

n∑
i=1

λi(X)λi
p−1(Y )

则通过推论和引理 1 可得

tr(Y p)− tr(Xp) + tr(p(X − Y )TY p−1) ≥
n∑

i=1

[λi(Y p)− λi(Xp)+

pλi(X)λp−1
i (Y )− pλi(Y p)] =

n∑
i=1

[λp
i (Y )− λp

i (X)+

pλp−1
i (Y )(λi(X)− λi(Y ))] ≥ 0 (26)

由式 (26) 可知, 当 p ∈ (0, 1] 时, tr(Xp) 为凹函数.
¤

通过上述引理 1 可知, 假设 g(X) 为可微凹函
数, 那么对于 X, Y ∈ Sn

++ 可得

g(Y )− g(X) ≥ tr((Y −X)T∇g(Y )) (27)

此外, 由引理 3 可知, 当 l ∈(0, 2] 时, tr(X l/2) 为凹
函数. 则设定 g(X) = tr(X l/2), 将 g(X) 代入上式
可得

∥∥∥∥∥

[
Y

µI

]∥∥∥∥∥

l

∗
−

∥∥∥∥∥

[
X

µI

]∥∥∥∥∥

l

∗
≥

l

2
tr((Y TY −XTX)T(Y TY + µ2I)

l
2−1) (28)

定理 1. 通过算法 1 迭代计算, 目标函数式 (11)
的值逐次下降直至收敛.
证明. 定义第 t 次迭代时的误差矩阵 Et = Y −

X(αααt), 由于 αααt+1 是式 (18) 的解, 则有

k(XTXαααt+1 −XTY )Rt +
1
2
λlαααt+1Tt = 0 (29)

通过对式 (29) 两边分别点乘 αααt −αααt+1, 可得

1
2
λl(αααt −αααt+1)Tαααt+1Tt =

− k(αααt −αααt+1)T(XTXαααt+1 −XTY )Rt =

− k(αααt+1 −αααt)TXT(Y −Xαααt+1)Rt =

− k(Xαααt+1 −Xαααt)T(Y −Xαααt+1)Rt =

− k(Xαααt+1 − Y + Y −Xαααt)T ×
(Y −Xαααt+1)Rt =

− k(Et − Et+1)TEt+1Rt (30)

已知误差矩阵 E = Y − X(ααα) ∈ Sn
++, 通过式

(28) 可得
∥∥∥∥∥

[
Y −X(αααt)

µI

]∥∥∥∥∥

k

∗
−

∥∥∥∥∥

[
Y −X(αααt+1)

µI

]∥∥∥∥∥

k

∗
≥

k

2
tr(((Y −X(αααt))T(Y −X(αααt)) −

(Y −X(αααt+1))T(Y −X(αααt+1)))T×
((Y −X(αααt))

T(Y −X(αααt)) + µ2I)
k
2−1

) =
k

2
tr((Y −X(αααt)− Y + X(αααt+1))T

(Y −X(αααt)− Y + X(αααt+1))Rt) +

ktr((Y −X(αααt)− Y + X(αααt+1))T

(Y −X(αααt+1))Rt) =
k

2
tr((Et − Et+1)T(Et − Et+1)Rt) +

ktr((Et − Et+1)TEt+1Rt) (31)
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此外, 结合式 (23) 和式 (30) 有

1
2
λ

∥∥∥∥∥

[
αααt

µ1

]∥∥∥∥∥

l

l

− 1
2
λ

∥∥∥∥∥

[
αααt+1

µ1

]∥∥∥∥∥

l

l

≥

λ

2
l

2
tr((αααT

t αααt −αααT
t+1αααt+1)Tt) =

λ

2
l

2
tr((αααt −αααt+1)T(αααt −αααt+1)Tt) +

1
2
λltr((αααt −αααt+1)

T
αααt+1Tt) =

λ

2
l

2
tr((αααt −αααt+1)T(αααt −αααt+1)Tt) −

ktr((Et − Et+1)
T
Et+1Rt) (32)

将式 (31) 与式 (32) 相加可以得到

ξ(αααt, µ)− ξ(αααt+1, µ) =
∥∥∥∥∥

[
Y −X(αααt)

µI

]∥∥∥∥∥

k

∗
−

∥∥∥∥∥

[
Y −X(αααt+1)

µI

]∥∥∥∥∥

k

∗
+

1
2
λ

∥∥∥∥∥

[
αααt

µ1

]∥∥∥∥∥

l

l

− 1
2
λ

∥∥∥
[

αααt+1µ1
]∥∥∥

l

l
=

k

2
tr((Et − Et+1)T(Et − Et+1)Rt) +

λ

2
l

2
tr((αααt −αααt+1)

T(αααt −αααt+1)Tt) ≥ 0 (33)

即目标函数 (11) 的值在迭代更新的过程中逐次下
降, 并具有明确的下确界 0, 则该算法收敛性得证.

¤
定理 2. 通过算法 1 产生的序列 αααt 收敛到最优

解 ααα∗.
证明. 结合式 (25) 和式 (33) 有

ξ(αααt, µ)− ξ(αααt+1, µ) ≥
k

2

n∑
i=1

λn−i+1(Rt)λi((Et − Et+1)T(Et − Et+1))+

λ

2
l

2

n∑
i=1

Ttλi((αααt −αααt+1)
T(αααt −αααt+1)) ≥

θ

4
(2k ‖Et − Et+1‖2

F + λl ‖αααt −αααt+1‖2

2)

上式通过 t ≥1 次迭代求和得

ξ(ααα1, µ) ≥ θ

4

∞∑
t=1

(2k ‖Et − Et+1‖2

F +

λl ‖αααt −αααt+1‖2

2) (34)

由式 (34) 可知, limt→∞‖αααt −αααt+1‖2 = 0.

因序列 {αααt} 有界, 故存在 α̂αα 和子序列 {αααtj} 使
得 limj→∞αααtj

→ α̂αα. 而 αααtj+1 作为式 (18) 迭代过程
的其中一解可表示为

k(XTXαααtj+1 −XTY )Rtj
+

1
2
λlαααtj+1Ttj

= 0

(35)

式 (35) 意味着在 j →∞ 的过程中, αααtj+1 能收敛到

某个 α̃αα.
因此, 通过 limt→∞‖αααt −αααt+1‖2 = 0, 可得

‖α̂αα− α̃αα‖2 = lim
j→∞

∥∥αααtj
−αααtj+1

∥∥
2

= 0

则通过上式可知 α̂αα = α̃αα. 将 α̂αα 表示为 ααα∗ 且使得 j

→ ∞, 可将式 (35) 调整为

k(XTXααα∗ −XTY )R∗ +
1
2
λlααα∗T ∗ = 0

其中, R∗ 和 T ∗ 为对应 ααα∗ 下的值. 至此, 收敛到最
优解得证. ¤
算法 1 的关键耗时步骤是 3 个未知变量的更新

操作, 包括Rt, Tt 和αααt．其中Rt 依式 (20) 计算, 其
运算复杂度是 O(d), Tt 依式 (21) 计算, 其运算复杂
度是 O(n), 重构编码系数 αααt 通过求解式 (19) 获得,
式 (19) 是一个标准的 Sylvester 公式, 其求解的典
型算法是 Bartel-Stewart 法, 先通过 QR 分解将系
数矩阵变换成 Schur 形式, 再采用回代法求解三角
系统, 整体运算复杂度是 O(n3). 一般情况下, d ¿
n3, 因此, SMED 每次迭代的复杂度是 O(n3). 假设
算法的实际迭代次数是 tm, 可得 SMED 的综合运
算复杂度是 O(n3tm). 通过多次实验发现, 迭代次数
tm 一般满足 tm ≤ 30.

4 实验分析

为验证所提算法的有效性, 以人脸识别为例, 分
别采用 AR[13]、ExYaleB[43] 和 PubFig[44] 三个公开

人脸数据库进行实验分析. 对 SMED 来说, 因其模
型中 k, l 的取值范围为 k > 0, k 6= 2, l = 1 或 2,
且当 k = 1 时, 式 (10) 第 1 项为核范数, 第 2 项
为 l1 范数或 l2 范数的平方; 当 0 < k < 1 时, 式
(10) 第 1 项为非光滑凹函数; 当 k > 1 时, 两项
均为非光滑凸函数, 故实验中分别依据上述范围取
k = 1, l = 1; k = 1/2, l = 1; k = 3/2, l = 2.
即 SMED11, SMED1/21 和 SMED3/22 与对比算法

进行实验来观察模型对于不同特点目标函数优化

求解后的算法性能情况. 第 4.1 节讨论了模型的
参数敏感性并验证了所提算法的可视化重构性能;
第 4.2∼ 4.4 节均为识别性能测试, 分别在真实影
响下 (光照及伪装影响和像素污损影响)、随机遮
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挡下 (方形白色、黑色、baboon 图像遮挡和非方形
鲜花图像遮挡) 以及非限制场景下将 SMED 与经
典算法的性能优劣进行了实验对比; 最后, 第 4.5
节对比了不同算法的模型运行效率. 实验中所有人
脸图像都经过统一的裁剪, 所有训练样本和测试样
本都通过 l2 范数进行规范化处理. 实验平台为 32
位 Win7 操作系统, Intel Core i5 处理器, 双核主
频 2.80GHz, 4 GB 内存以及 MATLAB2014 运行
环境.

4.1 人脸重构

在本小节中, 选用 AR 人脸数据库可视化所提
算法并对比各算法的重构性能. AR 人脸库包含 126
人 (70 位男性和 56 位女性) 的 4 000 多张彩色图像,
图像通过两个不同时段拍摄获取, 每个时段每人共
拍摄 13 张包含在不同表情、光照条件和现实遮挡
(墨镜和围巾) 下的大小为 768 像素 × 576 像素的
彩色图像. 与文献 [13] 类似, 本文抽选其中一个子集
(50 位男性和 50 位女性) 作为实验测试. 选取每人
每时段 4 张无遮挡正面人脸图像, 即 100 人每人 8
张共 800 张图像作为训练样本. 此外, 构建三个测
试样本: 1) 选取每人每时段 3 张在不同光照条件下
的人脸图像; 2) 选取每人每时段 3 张在墨镜遮挡下
的人脸图像; 3) 选取每人每时段 3 张在围巾遮挡下
的人脸图像. 3 个测试样本均包含 600 张图像 (100
人每人 6 张). 本文将 AR 人脸库中的图像统一裁剪
至 83 像素 × 60 像素. 对比算法选用经典的分类器
SRC和CRC,抗噪性较强的RRC,能快速提取特征
的 FFS[45] 以及基于半二次相加框架的 HQ A 和基
于半二次相乘框架的HQ M[15], 实验中 SRC, CRC,
RRC, FFS, HQ A 和 HQ M 的参数设置分别参考

了文献 [3]、[5]、[13]、[15] 和 [45], 且 RRC 算法采
用识别率较高的 l1 范数约束.

4.1.1 参数 µcµcµc 和 ρρρ 的敏感度分析

参数的选择对算法整体运行具有重要的意义.
选择适当的参数, 有利于加快目标函数的收敛速度
并能精确地求解模型. 本小节对 SMED 算法中参数
µ 值选择的敏感度进行了分析. 实验中通过 µt+1 =
µt/ρ, ρ >1 来递减参数 µ, 并将 µ 的初始值设置为

µ0 = µc‖X‖2. 因此, 参数 µ 的值取决于 µc 和 ρ. 本
小节构建两个实验来评估 µc 和 ρ 的值对 SMED 算
法性能的敏感度, 其中选择具有代表性的 SMED11

作为实验对象, 测试样本选取第二类包含墨镜遮挡
的人脸图像, 且统一设置参数 λ 的值为 0.1. 图 2 所
示即为不同参数值及不同迭代次数下 SMED11 算法

的目标函数值. 图 2 (a) 固定 ρ = 1.1, 从而评估不同
µc 值对算法目标函数值的影响, 图 2 (b) 固定 µc =
0.01, 从而评估不同 ρ 值对算法目标函数值的影响.
由图 2 (a) 可知, 当 µc = 0.001 和 µc = 0.0001

时, µc 的值极小, 对应的算法收敛值曲线显示经过
不到 5 次的迭代 SMED11 就达到了收敛, 这说明 µc

的值越小越将导致算法的不精确求解. 但是随着 µc

值的增大, SMED11 就需要更多次的迭代才能收敛

算法, 如图所示, 当 µc = 0.01 时, 算法仅需约 15 次
的迭代就能达到收敛; 当 µc = 0.1 时, 需要约 40 次;
而当 µc = 1 时, 却需要将近约 60 次的迭代才能达
到收敛. 由图 2 (b) 可知, 参数 ρ 值的选择对算法敏

感度的情况与参数 µc 类似. ρ 的值越大越将导致算

法的快速收敛, 使得模型求解不精确, 而 ρ 的值越小

越能提升模型求解的精确度. 因此, 为了兼顾算法对
模型求解的效率和精确度, 综合图 2 的显示情况可

图 2 不同参数 µc 和 ρ 值下的 SMED11 算法收敛值曲线

Fig. 2 Convergence curves of SMED11 algorithm on AR with different regularization parameters µc and ρ
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知所选参数 µc 的值不应太小, 而 ρ 的值不应太大.
综上所述, 本节选取 µc = 0.01, ρ = 1.1 作为实验中
的参数值输入.

4.1.2 可视化重构性能

本小节评估所提算法的重构性能, 通过可视化
所构建的 AR 人脸库的 3 个测试样本中的图像来比
较 SMED11, SMED1/21, SMED3/22 和对比算法的

人脸重构能力. 部分实验结果如图 3 所示. 图 3 (a)
为重构前的原始图像, 从上至下依次为光照影响的
人脸图像、墨镜遮挡的人脸图像、围巾遮挡的人脸图

像. 图 3 (b) 为通过 SMED11 重构后的图像与对应

每类图像的重构误差值 ei(Y ) = ‖Ŷ − Ŷi‖ = ‖Xα∗

− Xδi(ααα∗)‖∗, 其中 ααα∗ 代表重构编码系数的最优
解, 则 Xααα∗ 为 Y 的重构图像. δi(ααα∗) 代表 ααα∗ 向量
中除关联第 i 类的元素含值外其他元素均为零, 则

Xδi(ααα∗) 为关联第 i 类的 Y 的重构图像. 而分类识
别的原理是 ei(Y ) = mini ei(Y ), 即第 i 类的重构误

差值最小, 则图像 Y 就归属于第 i 类. 从图 3 (b) 中
可见, 圆点为重构误差的最小值, 横坐标代表图像的
类别, 从上至下依次可得在光照影响、墨镜遮挡、围
巾遮挡下的人脸图像通过 SMED11 重构后均归属于

第 10 人的图像类别, 符合实际情况. 此外, 图 3 (b)
的这三张结果图还说明了光照影响对 SMED11 算法

的分类性能干扰最小, 遮挡类的干扰明显大于光照,
特别地, 围巾遮挡的干扰最大. 图 3 (c)∼ 3 (k) 为所
提算法与对比算法基于图 3 (a) 的重构图像 (左侧)
和冗余图像 (右侧), E = Y − Ŷ .

由图 3 (c)∼ 3 (k) 可知, SMED 算法在重构性
能上较其他对比算法突出, 这揭示了重构编码系数
的稀疏性对人脸图像的重构具有一定程度的有效性.
而对于 SMED11, SMED1/21 和 SMED3/22 这三者

图 3 不同光照影响及墨镜和围巾遮挡下的人脸重构性能对比

Fig. 3 The reconfiguration performance contrast of different algorithms under

illuminition changes and sunglass or scraf occlusion
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而言, 从图 3 (c)、图 3 (d) 和图 3 (e) 的比较中可以
看出它们的重构效果非常接近, 仅存有细微差别, 如
对于光照影响, SMED11 和 SMED3/22 的处理效果

优于 SMED1/21, 具体表现在眼睛这块区域的重构;
对于墨镜遮挡, SMED1/21 重构的图像棱角更为明

确; 而对于围巾遮挡, 虽然三者在眼睛区域的重构都
表现不佳, 但是对围巾遮挡处嘴巴的修复却表现不
错, 基本还原了遮挡处的嘴型, 而且 SMED1/21 比

SMED11 和 SMED3/22 修复将更清晰.总体来说, 对
于 AR 数据库而言, 属于特例的 SMED11 对光照影

响的处理较优, 而 SMED1/21 对大面积遮挡情况的

处理表现突出. 此外, 对于对比算法, 从图 3 (f) 和
图 3 (g) 可得 SRC 和 CRC 不太适合遮挡类图像的
修复工作, 重构的人脸图像都带有明显的光照影响
以及墨镜和围巾遮挡. 而图 3 (j) 基于半二次相加框
架的 HQ A 虽然它的重构效果优于 SRC 和 CRC,
但是同样存在墨镜和围巾的痕迹, 且光照影响去除
不佳. 图 3 (h) 和图 3 (i) 中的 RRC 和 FFS, 前者
引入了特征加权特性, 后者通过快速提取特征重构
图像, 其重构人脸有一定程度的光照去除效果, 且
对于墨镜遮挡, 其消除了墨镜效果, 但存留明显的
眼镜框架, 围巾遮挡上 RRC 在眼睛区域的重构效
果优于 FFS, 但对嘴巴的修复 FFS 比 RRC 表现更
佳. 对于对比算法中表现最佳的基于半二次相乘框
架的HQ M 来说, 如图 3 (k), 虽然HQ M 重构图像
的清晰度高于 SMED 算法且对光照影响的处理上
HQ M 优于 SMED, 但是对于遮挡图像, SMED 的
修复较 HQ M 更加接近于正面无遮挡无光照影响

的原图像, 特别是眼睛区域和嘴巴区域.

4.2 真实影响下的人脸识别

通过 AR 数据库进行真实影响下的人脸识别实
验, 训练样本和测试样本的选择与第 4.1 节一致. 实
验步骤为: 首先采用训练样本和测试样本迭代求解
模型中的最优重构编码系数 ααα∗; 然后通过 ααα∗ 和测
试样本数据得到重构数据; 最后利用分类原理获得
每类测试样本的整体识别率. 本小节仍然选择第 4.1
节中的对比算法进行实验且参数设置保持一致.

4.2.1 光照及伪装影响

表 1 给出了所提算法和对比算法在真实影响下
的识别率对比, 其中粗体数据值即为同等条件下的
最优识别率. 通过表 1 可以发现: 除在围巾遮挡的测
试实验中 RRC 算法共享了 SMED1/21 的最优识别

率外, 其他情况下 SMED 都具有最优的测试值. 而
对于 SMED 来说, SMED1/21 在墨镜、围巾遮挡情

形下的效果均优于 SMED11 和 SMED3/22, 在光照
影响下, SMED11 表现更突出. 这一现象与第 4.1.1
节表现一致. 值得注意的是, HQ M 在墨镜遮挡情

形下效果较优却在围巾遮挡情形下效果较弱, 而
CRC 则正处于相反的情况. 总体而言, 在光照影
响的样本测试实验中, 最优的 SMED11 较 SRC,
CRC, RRC, FFS, HQ A 和 HQ M 分别提升了

5.33%, 0.50 %, 7.66 %, 12.83%, 8.00 %, 2.32% 的
识别率. 在墨镜遮挡的样本测试实验中, 最优的
SMED1/21 较 SRC, CRC, RRC, FFS, HQ A 和
HQ M分别提升了 8.34%, 7.50 %, 6.01 %, 11.67 %,
7.17%, 1.34% 的识别率. 在围巾遮挡的样本测试实
验中,最优的 SMED1/21 较 SRC, CRC, FFS, HQ A
和 HQ M 分别提升了 14.00%, 6.33 %, 19.00 %,
25.33%, 20.90% 的识别率.

表 1 AR 人脸库真实影响下不同算法的识别率对比 (%)

Table 1 Comparison of recognition rates on

AR database (%)

算法 光照影响 墨镜遮挡 围巾遮挡

SMED11 95.83 74.66 67.64

SMED1/21 91.93 77.17 69.83

SMED3/22 93.16 72.67 60.33

SRC 90.50 68.83 55.83

CRC 95.33 69.67 63.50

RRC 88.17 71.16 69.83

FFS 83.00 65.50 50.83

HQ A 87.83 70.00 44.50

HQ M 93.51 75.83 48.93

4.2.2 像素污损影响

本小节对 AR 数据库进行更具挑战性的实验对
比. 通过对墨镜遮挡及围巾遮挡样本图像进行不同
程度的随机像素污损来比较所提算法和对比算法的

识别性能. 图 4 为实验结果图, 其中各子图上方显
示的即为 0%∼ 50% 像素污损程度下的测试样本图
像. 由图 4 可知, 对比 SRC, CRC, FFS 和 HQ A,
SMED 表现突出, 而其与 RRC 和 HQ M 的识别率
比较呈现竞争状态. 总体来说, 各算法对墨镜遮挡像
素污损图像的识别率均高于围巾遮挡的像素污损图

像, 符合第 4.2.1 节的一般规律, 且 SMED1/21 在不

同像素污损程度下较 SMED11 和 SMED3/22 突出.
此外, 从图 4 (a) 和图 4 (b) 可得, 随着污损程度的
增加, CRC 比 SRC 呈现更快的下降趋势, 这源于
CRC 对于数据间的协作关系描述不适用于处理这
类稀疏型噪声. 因此, 对于像素污损这类稀疏型噪
声, SRC 较 CRC 更具鲁棒性.
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图 4 不同像素污损程度下的人脸识别率对比

Fig. 4 Comparison of recognition rates under

the different pixel corruption levels

4.3 随机遮挡下的人脸识别

在本节中, 采用 ExYaleB 数据库测试 SMED
在随机遮挡下的人脸识别应用中的算法性能.
ExYaleB 包含 38 人每人 9 种姿态形式、64 种光
照变化, 总共 21 888 张人脸图像. 与文献 [13] 一致,
本文抽选其中接近正面, 与光照变化有关的 2 414 幅
图像用于实验. 每张图像大小都统一调整至 32 像素
× 32 像素. 任意选取其中每个人物 20 幅图像共 760
张作为训练样本, 其余为测试样本. 对比算法选择在
第 4.2.1 节表现不错的 CRC, RRC 和 HQ M, 此外,
添加抗噪性较强的 CESR[14] 算法. CRC, RRC 和
HQ M 的实验参数与第 4.1 节一致, CESR 的参数
设置参考文献 [14]. 此外, 本小节通过参数敏感度分
析设置 SMED 算法中的参数 µc = 0.1, ρ = 1.1.

实验中, 将测试样本做四种不同类型图像的随
机遮挡处理: 1) 不同尺寸大小方形白色图像随机遮
挡; 2) 不同尺寸大小方形黑色图像随机遮挡; 3) 不
同尺寸大小方形 baboon 图像随机遮挡; 4) 不同尺

寸大小非方形鲜花图像随机遮挡. 遮挡图像的尺寸
决定了测试样本图像被遮挡的程度. 本小节首先对
四种经过遮挡处理的测试样本进行分类识别测验,
然后通过图 4 比较不同遮挡程度下所提算法与对比
算法的识别率, 其中各子图上方显示的即为 0%∼
60% 遮挡程度下的测试样本图像.
由图 5 可知, 方形白色图像遮挡对各算法识别

率的影响较大, 而非方形鲜花图像影响较小. 此外,
方形黑色及 baboon 图像对各算法识别率影响的
程度相似. 具体来说, 图 5 (a) 中 SMED11 表现最

佳, 虽然在 20% 遮挡程度时 RRC 的识别率高于
SMED11, 但当遮挡程度大于 30% 时, 其识别性能
均优于 RRC, 特别在 60% 遮挡程度时, SMED11

较 RRC 的识别率提升了 4.3%. SMED1/21 和

SMED3/22 虽然没有 SMED11 表现突出, 但当遮
挡大于 50% 时, 它们与 RRC 的识别率结果不分
伯仲. 此外, 当遮挡低于 20% 时, HQ M 表现不

错, 识别率高于 SMED1/21 和 SMED3/22, 但随着遮
挡程度的增加其优势不复存在; 同样地, 遮挡低于
30% 时, CESR 的识别率随遮挡程度的增加递减
平稳, 基本保持在 85%∼ 90%, 此后其识别率急剧
下降, 特别当遮挡为 60% 时, 识别率低至 6.89%;
而对于 CRC, 随着遮挡程度的增加识别率就开始
快速递减, 60 % 遮挡时, 识别率为 21.58%, 高于
CESR. 综合图 5 (a) 可得对方形白色图像遮挡表现
最佳的 SMED11 算法在 60% 遮挡程度下比 CRC,
RRC, CESR 和 HQ M 分别提升了 22.56%, 4.3 %,
37.25%, 16.81% 的识别率. 对于方形黑色图像遮
挡, 图 5 (b) 显示了各算法的识别率对比, 可以看出
各算法对方形黑色遮挡的处理性能优于方形白色遮

挡. 特别地, HQ M 表现突出, 非常接近 SMED11

的识别结果, 其在 10%∼ 30% 遮挡时, 识别率略优
于 SMED11, 40%∼ 50% 时, 两者识别率基本一致,
到 60% 时, SMED11 显现出高于 HQ M 的识别性

能. 对于 SMED1/21 和 SMED3/22, 虽然它们在低遮
挡程度下表现并不突出, 但随着遮挡程度的增加, 逐
渐体现出抗遮挡的能力, 尤其在 60% 遮挡时, 识别
结果高于表现不错的 SMED11. 此外, RRC 并不像
在图 5 (a) 中表现的那么出色, 反而与 CRC, CESR
的识别效果类似, 表现平平. 总体而言, 对于方形
黑色图像遮挡, 在 60% 遮挡程度下, 识别率最高的
SMED1/21 比 CRC, RRC, CESR 和 HQ M 分别提
升了 19.52%, 12.92 %, 14.56 %, 10.22% 的识别率.
此外, 对于方形 baboon 图像及非方形鲜花图像遮
挡, 图 5 (c) 和图 5 (d) 显示 SMED11, SMED1/21 和

SMED3/22 均表现突出. 60 % 遮挡下, 在图 5 (c) 中
识别性能最优的 SMED1/21 比 CRC, RRC, CESR
和 HQ M 分别提升了 33.12%, 17.95 %, 28.02 %,
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图 5 不同遮挡程度下的人脸识别率对比

Fig. 5 Comparison of recognition rates under the different occlusion levels

11.94% 的识别率. 图 5 (d) 中表现最佳的 SMED11

比CRC, RRC, CESR和HQ M分别提升了 8.76%,
0.15%, 10.44%, 0.79% 的识别率．

4.4 非限制场景下的人脸识别

与第 4.3 节实验环境一致, 本节采用 PubFig
数据库测试 SMED 在非限制场景下人脸识别应用
中的算法性能, 对比算法仍然选取 CRC, RRC 和
HQ M. PubFig 是一个大规模、非限制场景下的
真实人脸数据库, 包含从网络搜集来的 200 人共
58 797 幅彩色图像. 图像可能受强光光照、自由姿
态、障碍物遮挡、配饰遮挡、夸张表情等多种复杂因

素的干扰. 本文抽选 100 人, 每人 20 张, 共 2 000 张
图像用于实验. 每张图像都通过统一的人脸部位裁
剪并调整至 64 像素 × 64 像素的灰度图像. 选取其
中每个人前 10 张共 1 000 张图像作为训练样本, 其
余为测试样本. 图 6 为其中 1 人的训练样本和测试
样本示例, 图 7 为本节实验的测试结果.

图 6 PubFig 中 1 人的训练样本和测试样本示例图

Fig. 6 Sample images for one person from

PubFig face database

图 7 中 SMED1 代表 SMED11 算法, SMED2
代表 SMED1/21 算法, SMED3 代表 SMED3/22 算

法. 由图 7 可知, CESR 对 PubFig 数据库的识别效
果最差, 这是因为它忽视了图像中噪声的空间结构,
对比来说, SMED 很好地利用了空间结构所提供的
信息, 其中, SMED11 取得了最优的识别率, 即对于
非限制场景下的人脸图像来说, 属于特例的凸函数
模型求解表现突出. 此外, 由于 PubFig 中包含的是
非限制场景下的人脸图像, 这使得抗噪性强的 RRC
算法因为训练样本数据的不稳定性, 不能有效揭示
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测试样本数据间的差异而影响识别性能, 其识别结
果仅略高于 CRC. 而对于 HQ M, 它取得了 44.3%
的有竞争力的识别结果,略高于 SMED1/21 算法. 综
上所述, SMED 由于不需要过多地依赖训练样本数
据之间的变化, 而是通过考虑图像中噪声的内部结
构, 采用切合实际的分布来描述误差矩阵, 故而能获
得相对更佳的识别性能.

图 7 PubFig 人脸库中不同算法的识别率对比

Fig. 7 Comparison of recognition rates on

PubFig database

4.5 运行效率分析

除识别性能外, 运行效率是影响分类算法实际
应用能力的另一关键指标. 本节对 AR、ExYaleB 和
PubFig 数据库中的几种算法进行测试效率对比. 表
2 和表 3 显示了各算法在不同数据库中单个样本的
测试时间.
表 2 为第 4.2.1 节实验状态下的测试时间对比;

表 3 中 ExYaleB 数据库里白色、黑色、baboon 和
鲜花遮挡的测试时间均在 60% 遮挡程度下获得. 此
外, 所有数据都通过 10 次实验运行并取平均值得
到.

表 2 AR 数据库中各算法测试时间对比 (s)

Table 2 Running time of competing algorithms on

AR database (s)

分类器 测试时间

SMED11 0.1703

SMED1/21 0.1748

SMED3/22 0.1648

SRC 0.0917

CRC 0.0041

RRC 3.2165

FFS 0.1738

HQ A 4.3898

HQ M 13.2725

结合表 1 和表 2 可知, CRC 在识别率上虽然
与 SRC、FFS 以及 HQ A 较为接近, 但是其运行效
率却远远优于这些算法, 达到了 ms 级的反应速度.
HQ M 以运行效率减弱为代价提升鉴别性能, 从表
2 可见其运行时间为 CRC 的 3 000 多倍, 因此实用
性欠佳. RRC 在光照影响、墨镜遮挡和围巾遮挡这
三种情形下的识别率表现突出, 接近 SMED 的识别
性能, 但其在实现过程中需要迭代计算操作, 因此运
行率较低. 最后, 在 AR 数据库中 SMED 的运行效
率高于 RRC、FFS、HQ A 和 HQ M, 仅次于 CRC
和 SRC, 但其识别率却远高于 CRC 和 SRC. 此外,
结合表 3、图 5、图 7 中各算法在 ExYaleB、PubFig
数据库中的表现可知, 虽然 HQ M 的鉴别性能在大
多数情况下接近于 SMED 算法, 但在大部分数据集
中都需要消耗更多的运行时间, 不适宜于实际的分
类应用. 而抗噪性不错的 RRC 算法的运行时间却
随数据集的不同浮动较大, 稳定性不高. 综合而言,
SMED 由于采用迭代加权最小二乘法进行模型求
解, 能在很少的迭代次数下获得算法收敛, 因此其综

表 3 ExYaleB、PubFig 数据库中各算法测试时间对比 (s)

Table 3 Running time of competing algorithms on ExYaleB, PubFig database (s)

分类器

测试时间

ExYaleB ExYaleB ExYaleB ExYaleB
PubFig

(白色遮挡) (黑色遮挡) (baboon 遮挡) (鲜花遮挡)

SMED11 0.2429 0.2508 0.2191 0.2376 1.6705

SMED1/21 0.3450 0.2452 0.2561 0.2445 1.7864

SMED3/22 0.2638 0.2435 0.2318 0.2186 1.6425

CRC 0.0037 0.0045 0.0031 0.0035 0.0152

RRC 0.2510 0.2370 0.2426 0.2375 2.5819

CESR 0.3244 0.1276 0.2966 0.2240 2.3499

HQ M 12.2049 11.7532 12.3732 11.6457 6.8705
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合运行效率领先于除 CRC 和 SRC 的其他对比算
法. 而且鉴于 SMED 具有较高较稳定的识别性能,
故而值得推广应用.

5 结束语

本文提出一种联合平滑矩阵多变量椭圆分布的

稀疏表示算法, 该算法强调误差矩阵中各个像素间
的依赖性并假定误差矩阵作为一个随机矩阵变量

服从于矩阵多变量椭圆分布. 由于通过上述假定构
建的目标函数具有非光滑性, 不利于问题的优化求
解, 故先引入辅助变量光滑模型, 而后采用迭代加
权最小二乘法优化求解模型. 此外, 文中对 SMED
算法的收敛性和复杂度进行了理论分析, 并讨论了
模型的参数敏感性. 以人脸数据为例, 采用 AR、
ExYaleB 和 PubFig 数据库验证了所提算法的性能
优于经典算法. 综上所述, 本文的创新点包括: 1) 采
用矩阵多变量椭圆分布描述误差矩阵, 增强算法抗
噪性; 2) 引入辅助变量光滑模型, 易于获得全局最
优解, 提升算法识别能力; 3) 采用迭代加权最小二
乘法优化求解模型, 加快算法收敛速度.
分析研究发现, 所提算法 SMED 虽然易于实现

且性能卓越, 但运行效率上仍受到限制, 无法满足视
频跟踪等在线应用系统的需求, 且其与目前最先进
算法的识别率仍有一定差距, 后续工作有待进一步
提升算法的识别精度. 此外, SMED 是否适用于更
加复杂的噪声特征样本和遮挡环境, 且能否将该算
法扩展应用于一般的现实噪声[46], 也是后续有待进
一步研究探索的问题.
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