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一类不确定非线性系统的重复学习控制

李 鹤 1 孙明轩 1 张 静 1

摘 要 针对一类在有限时间区间上重复作业的不确定非线性系统, 本文提出一种重复学习控制方法, 用于解决非参数不确

定性问题. 该方法采用死区修正学习律对期望控制输入与界函数进行估计, 以避免参数的正向累加导致系统发散, 并使该控制

算法较少地依赖于系统信息, 更方便于控制器的实现. 基于 Lyapunov 方法所设计的控制器, 保证了闭环系统所有信号的有界

性, 并使得跟踪误差收敛于死区界定的邻域. 通过仿真算例及电机实验结果验证所提学习控制算法的有效性.
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Repetitive Learning Control for a Class of Uncertain Nonlinear Systems
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Abstract This paper presents a repetitive learning control method to handle the nonparametric uncertain problem for

a class of uncertain nonlinear systems performing a given repetitive task over a finite time interval. The learning laws

with dead-zone modification are adopted to estimate the desired control input and bound functions, which avoids the

divergency of estimates due to the ceaseless positive accumulation and facilitates the implementation of the controller

with less knowledge about the system dynamics. The repetitive learning controller is designed in terms of Lyapunov

synthesis, so as to guarantee the boundedness of all closed-loop signals while ensuring the tracking error to converge to

the pre-specified neighbourhood. Numerical results for an inverted pendulum system and the AC motor experiment are

conducted to testify the effectiveness of the proposed learning control scheme.
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学习控制能够处理有限时间区间上重复作业的

控制系统. 这种控制算法通过每次实际运行结果修
正控制输入, 随着迭代次数的增加不断提高控制性
能, 因此在实际系统中得到了广泛应用, 如工业机器
人、数控机床、硬盘驱动装置、化工间歇过程等[1−2].
近年来, 基于 Lyapunov 方法的迭代学习控制

引起人们的关注[3−5]. 设计学习控制器时需要处理
系统存在的不确定性, 通常包括参数不确定性与非
参数不确定性. 目前, 有许多关于工业机器人系统迭
代学习控制的研究成果[6−9]; 文献 [10] 针对一类非
线性系统, 采用自适应算法学习固定常值参数; 文献
[11] 针对工业机械臂, 通过一类自适应迭代学习控
制算法估计不随迭代轴变化的时变参数; 文献 [12]
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将高阶内模与学习控制算法相结合, 处理随迭代轴
变化的时变参数; 文献 [13] 针对非线性参数不确定
系统, 基于自适应重复学习控制算法学习周期参数;
文献 [14] 通过鲁棒自适应及 Backstepping 方法分
别处理参数与非参数不确定性; 文献 [15] 采用神经
网络及傅里叶级数逼近方法, 估计周期已知的时变
参数; 文献 [16] 通过自适应迭代学习控制算法, 处
理一类高阶非线性系统的参数不确定性与初值问题;
文献 [17] 针对具有未知控制方向的纯反馈非线性系
统, 通过自适应迭代学习控制策略, 处理系统存在的
参数不确定性; 文献 [18] 通过周期自适应学习控制
方法, 解决了输入饱和非线性系统中含时滞的参数
不确定性. 此外, 文献 [19] 通过自适应迭代学习控
制方法, 处理纯反馈非线性系统中的参数不确定性
与非一致期望轨迹. 可参数化的不确定系统, 通常
要求参数为固定常值、周期或时变参数, 而实际系
统的不确定性不仅仅包括可参数化情形, 因此人们
开始研究非参数不确定性. 文献 [20] 针对一类连续
非线性系统, 通过迭代学习控制方法, 处理非参数不
确定性; 文献 [21] 通过鲁棒自适应迭代学习控制方
法, 解决了离散非线性系统中的参数与非参数不确
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定性; 文献 [22] 将迭代学习控制与模糊逼近相结合,
利用反步控制策略, 以处理纯反馈非线性系统的非
参数不确定性; 文献 [23] 针对控制增益与状态有关
的多输入多输出非线性系统, 通过迭代学习控制算
法处理非参数不确定性; 文献 [24] 通过鲁棒迭代学
习控制方法, 解决了一类连续非线性系统的非参数
不确定性. 文献 [20, 23−24] 均考虑控制增益与状态
有关的控制系统, 并且非线性函数满足 Lipschitz 条
件, 特别地, 所提出的控制方法, 需要已知的信息包
括: 控制输入增益的最小值与非线性函数的界函数,
然而实际系统中该界函数很难精确获得.

迭代学习控制算法要求每次迭代开始时保证严

格的初始定位, 系统初态与参考轨迹的初值一致, 然
而实际系统的复位精度有限, 往往会导致系统存在
初始误差, 从而影响控制精度. 因此, 为提高系统的
控制性能, 解决初始定位问题是有意义的. 重复学习
控制, 要求系统每次迭代的初值与前一次迭代的终
值相同, 且参考轨迹是封闭的, 有效回避了迭代学习
控制的初始定位问题. 与重复控制不同的是, 重复学
习控制放宽了对周期的要求. 文献 [9] 提出重复学习
控制方法, 通过自适应重复学习机制处理机械臂系
统的常参数不确定性. 文献 [25] 考虑了迭代学习控
制中 5 种不同的初始条件, 其中第 5 种情况与重复
学习控制的初始条件相同. 如何通过重复学习控制
解决非线性系统的非参数不确定性问题, 是学习控
制领域中一项重要的研究内容, 特别地, 对于未知界
函数情况下的非参数不确定性, 目前几乎未有相关
的研究成果.
基于以上讨论, 本文针对一类在有限时间区间

上执行重复任务的不确定非线性系统, 提出一种用
于解决满足 Lipschitz 条件非参数不确定性问题的
控制方法. 该方法采用带死区修正的学习律, 对期望
控制输入与界函数平方进行估计, 以避免参数的正
向累加导致系统发散. 通过该学习律设计重复学习
控制器, 采用带死区的 Lyapunov 函数, 保证了闭环
系统所有信号的有界性, 并且实现了跟踪误差在有
限时间区间上收敛于给定的邻域. 此外, 所提出的控
制方法能够处理与状态有关的非线性控制增益. 与
文献 [20, 23−24] 不同的是: 1) 对于满足 Lipschitz
条件的非参数不确定系统, 本文并未假设其界函数
已知. 文中基于重复学习方法, 对该界函数的平方进
行估计. 在已发表的相关文献中, 这一做法尚未见报
道; 2)本文设计带死区修正的学习律,对该界函数的
平方进行估计, 这不仅方便了收敛性分析, 并且避免
了参数的正向叠加对系统收敛性能的影响, 同时, 利
用带死区的 Lyapunov 函数, 以保证系统跟踪误差
收敛于给定的邻域; 3) 本文所设计的重复学习控制
算法, 以尽可能少的系统模型信息 (仅已知控制输入

增益最小值 gmin) 处理非参数不确定性, 从而较少地
依赖于系统信息, 更方便于控制器的实现. 进一步,
本文通过仿真与实验验证了所提控制方法的有效性.

1 问题描述

考虑一类不确定时变非线性系统{
ẋi = xi+1, i = 1, 2, · · · , n− 1
ẋn = f(xxx, t) + g(xxx, t)u

(1)

其中, t ∈ [0, T ], xxx = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn 为系统

状态, u ∈ R 为控制输入, f(xxx, t), g(xxx, t) 为未知连
续非线性函数.
假设 1. 控制输入增益函数 g(xxx, t) 符号已知,

且存在常数 gmin 满足 |g(xxx, t)| ≥ gmin > 0, xxx ∈
Rn, t ∈ [0, T ].
注 1. 假设 1中,要求 g(xxx, t)为严格正的或者严

格负的. 不失一般性, 本文假定 g(xxx, t) ≥ gmin > 0,
xxx ∈ Rn, t ∈ [0, T ], 其中 gmin 为已知常数.

假设 2. 非线性函数 f(xxx, t), g(xxx, t) 满足:
|f(xxx1, t) − f(xxx2, t)| ≤ lf (t)|xxx1 − xxx2|, |g(xxx1, t) −
g(xxx2, t)| ≤ lg(t)|xxx1−xxx2|, xxx1,xxx2 ∈ Rn, t ∈ [0, T ], 其
中, 定义 Lipschitz 系数 (即时变函数 lf (t), lg(t)) 分
别为非线性项 |f(xxx1, t)−f(xxx2, t)|, |g(xxx1, t)−g(xxx2, t)|
的界函数.
注 2. 假设 2 中, f(xxx, t), g(xxx, t) 在有限时间

区间上为 Lipschitz 连续, 且本文并未要求界函数
lf (t), lg(t) 已知.

本文采用重复学习控制算法, 受控系统应具有
如下属性[9]:

属性 1. 系统在有限时间区间上重复运行.
属性 2. 期望状态是给定且封闭的.
属性 3. 系统每次运行的初值与前一次运行的

终值一致.
属性 4. 被学习的时变参数与迭代轴无关.
属性 5. 在所有作业区间中系统动态特性相同.
根据属性 1∼ 5, 系统 (1)在有限时间区间 [0, T ]

上重复运行, 满足:
{

ẋk,i = xk,i+1, i = 1, 2, · · · , n− 1
ẋk,n = f(xxxk, t) + g(xxxk, t)uk

(2)

其中, k = 0, 1, 2, · · · 为迭代次数.
根据属性 2 和 3 知, 给定的期望状态 xxxd(t)

满足 xxxd(T ) = xxxd(0), 系统实际状态满足 xxxk(0) =
xxxk−1(T ), ∀k = 0, 1, 2, · · · .

本文控制目标为, 针对系统 (2), 设计重复学习
控制器 uk(t), 使得系统状态 xxxk(t) 随着迭代次数 k

的增加, 在有限时间区间 [0, T ] 上收敛于给定的期
望状态 xxxd(t).
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定义跟踪误差 eeek = [ek,1, ek,2, · · · , ek,n]T =
xk − xd, 向量 λλλ = [λ1, λ2, · · · , λn]T, 使得 pλ(s) =
sn + λnsn−1 + λn−1s

n−2 + · · · + λ1 为 Hurwitz 多
项式. 系统的误差动态方程描述为

ėeek =Aeeek + bbb[f(xxxk, t) + g(xxxk, t)uk+

λTeeek − ẋd,n] (3)

其中,

A =




0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 1
−λ1 −λ2 −λ3 · · · −λn−1 −λn




bbb = [0 0 · · · 0 1]T

未知期望控制输入 ud 满足:

ud =
1

g(xxxd, t)
ẋd,n − f(xxxd, t)

g(xxxd, t)
(4)

使得

ẋd,n = f(xxxd, t) + g(xxxd, t)ud (5)

记 fk = f(xxxk, t), gk = g(xxxk, t), fd =
f(xxxd, t), gd = g(xxxd, t), 整理误差动态特性为

ėeek =Aeeek + bbb[fk + gkuk−
gdud − fd + λλλTeeek] (6)

加入辅助项 (gk − gd)ûk, 整理式 (6) 得

ėeek =Aeeek + bbb[fk − fd + (gk − gd)ûk+

gd(ûk − ud) + gk(uk − ûk) + λλλTeeek] (7)

其中, ûk 为未知期望控制输入 ud 的估计.
为了实现上述控制目标, 本文设计重复学习控

制算法以处理式 (7) 中的不确定性. 文中对未知期
望控制输入 ud 进行估计, 得到 ûk; 分析非线性项
fk − fd, gk − gd, 针对其界函数的平方 l2f , l2g 设计学

习律, 以估计值 l̂f, k, l̂g, k 修正控制输入 uk. 第 2 节
设计重复控制算法, 给出该算法稳定性与收敛性分
析; 第 3 节通过仿真算例及电机实验结果表明该控
制算法的有效性.

2 RLC的设计与分析

针对系统 (2), 设计带死区修正的学习律, 估计
非线性不确定性的界函数, 进一步, 以获得的估计值

设计重复学习控制器, 从而实现跟踪误差收敛于给
定的邻域.
定义死区函数

dk(t) =

{
1, |eeek(t)| > ε

0, |eeek(t)| ≤ ε
(8)

其中, ε 为给定常数.
考虑 Lyapunov 函数 Vk = 1

2
dkeee

T
k Peeek, 由于矩

阵 A 稳定, 因此必然存在对称正定矩阵 P ∈ Rn×n,
满足 ATP + PA = −Q, 其中, Q ∈ Rn×n 为给定的

对称正定矩阵. 根据式 (7), 对 Vk 求导,

V̇k = − 1
2
dkeee

T
k Qeeek + dkbbb

TPeeek[fk − fd+

(gk − gd)ûk + gd(ûk − ud)+

gk(uk − ûk) + λλλTeeek] (9)

依据假设 2, 整理式 (9) 得

V̇k ≤ −1
2
dkeee

T
k Qek +

(
dklf |bbbT Peeek||eeek|+

dklgûk|bbbT Peeek||eeek|+ dkλλλ
T |bbbT Peeek||eeek|

)
+

dkbbb
T Peeekgd(ûk − ud) + dkbbb

T Peeekgk(uk − ûk)
(10)

其中, lf , lg 为未知参数.
基于式 (10), 设计如下控制律

uk = ûk − 1
gmin

9
4λQ

l̂f,kbbb
TPeeek−

1
gmin

9
4λQ

l̂g,kû
2
kbbb

TPeeek − 1
gmin

9
4λQ

(λλλT )2bbbTPeeek

(11)

其中, ûk, l̂f,k, l̂g,k 分别为 ud, l
2
f , l2g 的估计.

设计如下学习律

ûk = ûk−1 − dkγ1bbb
TPeeek (12)

l̂f,k = l̂f,k−1 + dkγ2

9
4λQ

(bbbTPeeek)2 (13)

l̂g,k = l̂g,k−1 + dkγ3

9
4λQ

û2
k(bbb

TPeeek)2 (14)

其中, γ1, γ2, γ3 > 0 为学习增益, û−1 = 0, l̂f,−1 =
0, l̂g,−1 = 0.

注 3. 设计带死区修正的学习律 (12)∼ (14), 1)
避免了系统在有限时间运行后, 跟踪误差在零点附
近不断累加导致被学习参数发散; 2) 当跟踪误差 eeek

进入误差带 ε 后, ûk, l̂f,k, l̂g,k 将不再进行参数估计.
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注 4. 文献 [20] 中对于满足 Lipschitz 条件的
非线性函数, 要求其界函数已知, 但实际系统往往难
以精确获得其界函数, 这将影响系统的控制性能. 本
文通过带死区修正的学习律 (13) 和 (14) 对该界函
数的平方进行估计, 使得所设计的控制算法较少地
依赖于系统本身, 从而更适合应用于实际系统.
将式 (11) 代入式 (10) 得:

V̇k ≤− 1
6
dkeee

T
k Qeeek − dkbbb

TPeeekgdũk+

dk

9
4λQ

l̃f,k(bbb
TPeeek)2 + dk

9
4λQ

l̃g,kû
2
k(bbb

TPeeek)2

(15)

其中, ũk = ud − ûk, l̃f,k = l2f − l̂f,k, l̃g,k = l2g − l̂g,k

分别为 ud, l
2
f , l2g 的误差.

下面基于式 (15), 分析重复学习控制算法的稳
定性与收敛性, 并总结为如下定理.
定理 1. 针对系统 (2), 满足假设 1 和 2,

选取控制律 (11) 与学习律 (12)∼ (14), 保证对
所有 k = {0, 1, 2, · · · },∫ T

0
û2

k(s)ds,
∫ T

0
l̂2f,k(s)ds,∫ T

0
l̂2g,k(s)ds 有界, eeek(t) 在 t ∈ [0, T ] 上有界, 且

limk→∞ dk‖eeek‖2ds = 0, eeek(t) 收敛于 [−ε, ε].
证明. 选取非负函数 Lk(t) = Vk(t) +

1
2γ1

∫ t

0
gdũ

2
k(s)ds+ 1

2γ2

∫ t

0
l̃2f,k(s)ds+ 1

2γ3

∫ t

0
l̃2g,k(s)ds.

运用关系式 (a− b)2− (a− c)2 = (b− c)(b+ c− 2a)
得,

ũ2
k − ũ2

k−1 = −(ûk − ûk−1)2 − 2(ûk − ûk−1)ũk

(16)

l̃2f,k − l̃2f,k−1 =

− (l̂f,k − l̂f,k−1)2 − 2(l̂f,k − l̂f,k−1)l̃f,k (17)

l̃2g,k − l̃2g,k−1 =

− (l̂g,k − l̂g,k−1)2 − 2(l̂g,k − l̂g,k−1)l̃g,k (18)

根据关系式 (16)∼ (18), Lk(t) 与 Lk−1(t) 的差为

Lk(t)− Lk−1(t) =

Vk(t)− Vk−1(t)−
∫ t

0

[
1

2γ1

gd(ûk − ûk−1)2+

1
γ1

gd(ûk − ûk−1)ũk +
1

2γ2

(l̂f,k − l̂f,k−1)2+

1
γ2

(l̂f,k − l̂f,k−1)l̃f,k +
1

2γ3

(l̂g,k − l̂g,k−1)2+

1
γ3

(l̂g,k − l̂g,k−1)l̃g,k

]
ds (19)

根据式 (15), 整理 Vk(t),

Vk(t) = Vk(0) +
∫ t

0

V̇k(s)ds ≤

Vk(0)−
∫ t

0

[
1
6
dkeee

T
k Qeeek−

dkbbb
TPeeekgdũk + dk

9
4λQ

l̃f,k(bbb
TPeeek)2+

dk

9
4λQ

l̃g,kû
2
k(bbb

TPeeek)2
]
ds (20)

将式 (20) 及学习律 (12)∼ (14) 代入式 (19),

Lk(t)− Lk−1(t) ≤

Vk(0)− Vk−1(t)−
∫ t

0

λQ

6
dk‖eeek‖2ds (21)

由于 Vk(0) = Vk−1(T ), 式 (21) 中令 t = T ,

Lk(T )− Lk−1(T ) ≤
∫ T

0

−1
6
dkeee

T
k Qeeekds (22)

由式 (22) 知, 若 L0(T ) 有界, 则 Lk(T ) 有界.
下面对 L0(T ) 的有界性进行分析. 根据 Lk(t)

的定义知:

L0(t) = V0(t) +
1

2γ1

∫ t

0

gdũ
2
0(s)ds+

1
2γ2

∫ t

0

l̃2f,0(s)ds+

1
2γ3

∫ t

0

l̃2g,0(s)ds (23)

对式 (23) 求导, 根据式 (15) 得:

L̇0(t) = V̇0(t)+
1

2γ1

gdũ
2
0(t) +

1
2γ2

l̃2f,0(t) +
1

2γ3

l̃2g,0(t) ≤
1

2γ1

gdũ
2
0(t) +

1
2γ2

l̃2f,0(t) +
1

2γ3

l̃2g,0(t)−
1
6
d0eee

T
0 Qeee0 +

9
4λQ

d0 l̃g,0û
2
0(bbb

TPeee0)2+

9
4λQ

d0 l̃f,0(bbb
TPeee0)2+

d0bbb
TPeee0gd(û0 − ud) (24)

由式 (12)∼ (14) 知, û0 = −d0γ1bbb
TPeee0, l̂f,0 =

d0γ2
9

4λQ
(bbbTPeee0)2, l̂g,0 = d0γ3

9
4λQ

û2
0(bbb

TPeee0)2, 整理
式 (24) 得,

L̇0(t) ≤ 1
2γ1

gdu
2
d +

1
2γ2

l4f +
1

2γ3

l4g (25)
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因此, L0(t)在 t ∈ [0, T ]上有界,由式 (22)知Lk(T )
有界, 根据 Lk(t) 定义知 Vk(T ),

∫ T

0
û2

kds,
∫ T

0
l̂2f,kds,∫ T

0
l̂2g,kds 有界. 由式 (21) 知:

Lk(t) ≤Vk(0) + Lk−1(t)− Vk−1(t) ≤

Vk−1(T ) +
1

2γ1

∫ t

0

gdũ
2
k−1(s)ds+

1
2γ2

∫ t

0

l̃2f,k−1(s)ds+

1
2γ3

∫ t

0

l̃2g,k−1(s)ds (26)

因此, ∀k = {0, 1, 2, · · · }, Lk(t) 在 t ∈ [0, T ] 上有
界; 由 Lk(t) 的定义知, Vk(t) 在 t ∈ [0, T ] 上有界;
由 Vk(t) 的定义知, eeek(t) 在 t ∈ [0, T ] 上有界.

由式 (22) 知, 对于任意K > 1,

LK(T ) ≤ L0(T )− λQ

6

K∑
j=1

∫ T

0

dj‖eeej‖2ds (27)

由于 Lk(T ), k = {0, 1, 2, · · · } 有界, 因此当 k →∞
时,

∫ T

0
dk‖eeek‖2ds = 0, eeek(t) 收敛于由死区界定的

邻域 [−ε, ε]. ¤
注 5. 定理 1 对界函数的平方 l2f , l2g 及期望控制

输入 ud 采用带死区修正的估计律, 设计重复学习控
制器, 在仅仅已知 gmin 的情况下, 实现了跟踪误差
收敛于邻域 [−ε, ε].

3 仿真与实验

为了验证文中提出的控制算法的有效性, 第 3.1
节对小车倒摆系统进行仿真; 第 3.2 节在电机平台
上实现该控制算法, 并给出实验结果.

3.1 仿真算例

小车倒摆系统可由系统 (1) 描述, 其中

f(xxx, t) =
g0sin(x1)− mlx2

2sin(2x1)
2(M + m)

l

(
4
3
− mcos2(x1)

M + m

)

g(xxx, t) =

cos(x1)
M + m

l

(
4
3
− mcos2(x1)

M + m

)

这里, n = 2, x1 为倒摆杆的角位移, x2 为倒摆杆的

角速度, u 是控制输入; g0 = 9.8m/s 为重力常数;
M = 1.0 kg,m = 0.1 kg 分别为小车和倒摆杆的质
量; l = 0.5m 为摆杆长度的一半. 给定参考轨迹为
xd(t) = 0.1 sin(2πt), ẋd(t) = 0.2πcos(2πt). 系统初

始状态设为 x1(0) = 0, x2(0) = 0.2π, 非线性函数
g(x, t) 的下界为 gmin = 1.39. 分别选取矩阵 A,Q

为

A =

[
0 1
−10 −1

]
, Q =

[
10 0
0 5

]

解 Lyapunov 方程 ATP + PA = −Q 得:

P =

[
30.5 0.5
0.5 3

]

采用重复学习控制器 (11), 学习律 (12)∼ (14),
其中控制器参数分别为 γ1 = 25, γ2 = 10, γ3 =
10, ε = 10−4. 定义性能指标 Jk = maxt∈[0,T ] |xd,1 −
xk,1|. 系统运行 28 个周期, 仿真结果如图 1∼ 5 所
示. 图 1 刻画了性能指标 Jk, 由图 1 知随着迭代次
数的增加, 系统跟踪误差逐步收敛. 图 2 给出第 28
次迭代的控制输入 uk. 图 3 给出参考输入的估计 ûk

的变化过程. 图 4 与图 5 分别为界函数平方的估计
l̂f, k, l̂g, k 在 28 次迭代中的变化情况.

图 1 误差性能指标 Jk

Fig. 1 Error performance index Jk

3.2 实验结果

交流电机实验平台, 包括旋转电机 (APM-
SBN01AGN, 额定功率 100W, 额定电压 200V, 额
定转速 3 000 r/s); 光电增量编码器 (分辨率 24 000
线/转); 智能伺服驱动 (ELMO HAR-5/60-3); DSP
控制器 (SEED-DEC2812V2.1 开发板) 及上位机
(DELL 计算机). 上位机通过 CCS STUDIO 将编
译好的程序下载至 DSP 开发板, 通过 D/A 模块转
换为伺服驱动 ELMO 所需的模拟信号 (±10V 电
压), 将该模拟信号传入 ELMO 驱动器获得 PWM
三相电压驱动电机, 同时 ELMO 通过光电增量编码
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图 2 第 28 次迭代的控制输入 uk

Fig. 2 The control input uk at the 28th iteration

图 3 参考输入估计 ûk

Fig. 3 Estimate ûk

图 4 界函数估计 l̂f, k

Fig. 4 Estimate of the bound function l̂f, k

图 5 界函数估计 l̂g, k

Fig. 5 Estimate of the bound function l̂g, k

器接收电机信号, 将该信号通过反馈通道输出至
DSP 开发板形成闭环控制系统.

给定参考轨迹

xd(t) = 75◦ sin(4πt) (28)

其中, 正弦信号的频率 f = 2 Hz. 分别选取矩阵
A,Q 为

A =

[
0 1
−1 −5

]
, Q =

[
0.01 0
0 0.01

]
(29)

解 Lyapunov 方程得:

P =

[
0.027 0.005
0.005 0.002

]
(30)

采用控制律 (11), 学习律 (12)∼ (14), 其中参
数分别为 γ1 = 3, γ2 = 10−12, γ3 = 10−12, ε =
0.3, 1/gmin = 0.001, 采样时间 t = 1 ms. 定义
e = [e1 ce2]T, 其中 c = 0.01. 实验结果如图 6∼ 11
所示.
图 6 刻画了位置跟踪误差的性能指标在 17 次

迭代过程中的变化情况, 在第 14 次迭代以后误差保
持在 0.3 邻域内. 图 7 给出系统的位置跟踪误差. 图
8 为控制输入 uk. 图 9 描述了参考输入的估计 ûk,
由图 8 和 9 知, 随着迭代次数的增加, ûk 逐步逼近

控制输入 uk. 图 10 和 11 分别给出界函数平方的估
计 l̂f, k, l̂g, k. 由实验结果知, 针对交流电机采用重复
学习控制律, 随着迭代次数的增加, 能够保证跟踪误
差收敛于死区界定的邻域.
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图 6 误差性能指标 Jk

Fig. 6 Error performance index Jk

图 7 位置跟踪误差 e1

Fig. 7 Position tracking error e1

图 8 控制输入 uk

Fig. 8 Control input uk

图 9 参考输入的估计 ûk

Fig. 9 Control input ûk

图 10 界函数估计 l̂f, k

Fig. 10 Estimate of the bound function l̂f, k

图 11 界函数估计 l̂g, k

Fig. 11 Estimate of the bound function l̂g, k

为了进一步说明本文所提方法的有效性, 下面
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采用文献 [20] 中所提方法设计控制器 (31), 并给出
对比的实验结果.

uk = ûk − 1
gmin

9
4λQ

l2f (bbbTPeeek)2−
1

gmin

9
4λQ

l2gû
2
k(bbb

TPeeek)2−
1

gmin

9
4λQ

(λλλT )2(bbbTPeeek)2 (31)

其中, l2f 与 l2g 为已知参数.
设计期望控制的学习律为

ûk = ûk−1 − γbbbTPeeek (32)

选用参考轨迹 (28), 采样时间为 1ms. 选取式
(29) 中的矩阵 A,Q, 则矩阵 P 为式 (30).

1) 选取不同的学习增益进行对比. 控制器 (31)
的参数为 γ = 3, 4, 5, l2f = l2g = 1.8, 1/gmin = 0.001;
基于重复学习方法所设计的控制器 (11) 的参数为
γ1 = 3, γ2 = 10−12, γ3 = 10−12, ε = 0.3, 1/gmin =
0.001. 实验结果如图 12∼ 14 所示.

2) 选取不同的 gmin 进行对比. 控制器 (31)
的参数为 γ = 3, l2f = l2g = 1.8, gmin = 1 000,
1 250, 1 500; 基于重复学习方法所设计的控制器
(11) 的参数为 γ1 = 3, γ2 = 10−12, γ3 = 10−12, ε =
0.3, 1/gmin = 1 000. 实验结果如图 15∼ 17 所示.

图 12 误差性能指标 Jk (其中三条虚线为控制器 (31) 的实

验结果, 实线为控制器 (11) 的实验结果)

Fig. 12 Error performance index Jk (the three dotted

lines are the result by controller (31), the solid line is the

result by controller (11))

图 13 控制输入 uk (其中三条虚线为控制器 (31) 的实验结

果, 实线为控制器 (11) 的实验结果)

Fig. 13 Control input uk (the three dotted lines are the

result by controller (31) , the solid line is the result by

controller (11))

图 14 参考输入的估计 ûk (其中三条虚线为控制器 (31) 的

实验结果, 实线为控制器 (11) 的实验结果)

Fig. 14 Control input ûk (the three dotted lines are the

result by controller (31) , the solid line is the result by

controller (11) )

由图 12 与图 15 可以看出, 文献 [20] 所提的控
制方法与本文所设计的控制方法, 均可用于处理非
线性系统存在的非参数不确定性, 实现跟踪误差在
有限时间区间上的收敛. 本文所设计的控制器 (11),
在仅已知 gmin 的情况下, 并且不使用高控制增益与
较大的先验值 gmin 时, 与控制器 (31) 相比, 具有较
好的跟踪精度. 图 13 和 14, 图 16 和 17 分别给出控
制输入 uk 及其估计 ûk 的变化过程. 由图 12、图 15
知, 当控制器 (31) 的控制增益 γ 与 gmin 分别增大

时, 其跟踪误差逐渐减小, 然而图 13 和 14 表明, 其
控制输入逐渐发散.
实验结果表明, 本文给出的重复学习控制算法,
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在仅已知控制输入增益的最小值 gmin 的情况下, 尽
可能少地依赖于系统模型, 并且获得了良好的控制
性能, 这一结果进一步验证了该方法的有效性.

图 15 误差性能指标 Jk (其中三条虚线为控制器 (31) 的实

验结果, 实线为控制器 (11) 的实验结果)

Fig. 15 Error performance index Jk (the three dotted

lines are the result by controller (31), the solid line is the

result by controller (11))

图 16 控制输入 uk (其中三条虚线为控制器 (31) 的实验结

果, 实线为控制器 (11) 的实验结果)

Fig. 16 Control input uk (the three dotted lines are the

result by controller (31) , the solid line is the result by

controller (11) )

4 结论

本文研究一类不确定非线性系统的非参数不确

定性问题, 并基于 Lyapunov 分析方法设计控制器.
为了处理满足 Lipschitz 条件的非参数不确定性, 提
出一种重复学习控制算法. 该算法较少地依赖于系
统模型, 在仅已知控制输入增益最小值 gmin 的情况

下, 通过对满足 Lipschitz 条件的界函数进行估计,

处理系统存在的非参数不确定性. 文中采用带死区
修正的学习律, 以避免参数的正向累加影响系统的
收敛性. 同时, 本文设计带死区的 Lyapunov 函数,
以保证跟踪误差收敛于给定的邻域及闭环系统所有

信号的有界性. 此外, 该控制方法能够处理与状态
有关的非线性控制增益. 进一步, 通过仿真与实验结
果, 验证了本文所提控制方法的有效性.

图 17 参考输入的估计 ûk (其中三条虚线为控制器 (31) 的

实验结果, 实线为控制器 (11) 的实验结果)

Fig. 17 Control input ûk (the three dotted lines are the

result by controller (31) , the solid line is the result by

controller (11))
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