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一种基于CGLS和 LSQR的联合优化的匹配追踪算法

陈善雄 1 熊海灵 1 廖剑伟 1 周 骏 1 左俊森 1

摘 要 在压缩感知理论中, 设计好的稀疏重构算法是一个比较重要, 同时也是一个具有挑战性的问题. 稀疏重构的基本目

标是用较少的数据样本, 通过解一个优化问题完成信号或者图像重构. 关于稀疏重构过程, 一个重要的研究方向是在数据受

噪声干扰的情况下, 如何高效快速地重建原信号. 本文提出了基于共轭梯度最小二乘法 (Conjugate gradient least squares,

CGLS) 和最小二乘 QR 分解 (Least squares QR, LSQR) 的联合优化的匹配追踪算法. 该算法采用 Alpha 散度来测量 CGLS

和 LSQR 之间的离散度 (差异度), 并通过离散度来选择最优的解序列. 实验分析表明基于 CGLS 和 LSQR 的联合优化的匹

配追踪算法在压缩采样的信号受噪声干扰情况下具有较好的恢复能力.
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Abstract For compressed sensing theory, to design a good sparse reconstruction algorithm is a challenge. The basic

purpose of sparse reconstruction is to implement the signal or image reconstruction by solving optimization problem on

the condition of fewer data samples. For the sparse reconstruction, an important aspect is how to reconstruct original

signal when data is contaminated by noise. In this article, we present a matching pursuit algorithm, in which the conjugate

gradient least squares (CGLS) method combines the least squares QR (LSQR) method to solve the optimization. This

algorithm uses alpha divergence to measure dispersion between CGLS and LSQR, then selects optimization solution

sequence in light of the dispersion. Experiment shows that the matching pursuit algorithm has excellent reconstruction

performance when the signal of compressed sampling is contaminated.

Key words Compressed sensing, matching pursuit, sparse reconstruction, noise

Citation Chen Shan-Xiong, Xiong Hai-Ling, Liao Jian-Wei, Zhou Jun, Zuo Jun-Sen. A matching pursuit algorithm of

jointing optimization based on CGLS and LSQR. Acta Automatica Sinica, 2018, 44(7): 1293−1303

当前, 用于信号恢复的稀疏重构算法主要分为
两大类: 凸优化算法和贪婪算法. 通常情况下, 利
用基于 L1 范数的凸优化算法来解稀疏恢复的欠定

问题. 因而信号恢复问题转化成寻求凸函数的最优
解问题. 常见凸函数求解算法有基追踪算法 (Basis
pursuit, BP)[1]、最小角回归算法 (Least angle re-
gression, LARS)[2]、梯度投影稀疏重构算法 (Gra-
dient projection sparse reconstruction, GPSR)[3]
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等. 凸优化方法给出了最强的稀疏恢复的保证, 在测
量矩阵满足一定的条件下它能精确重建所有的稀疏

信号, 同时需要测量的次数也较少[4], 然而, 其最大
的缺点在于重建速度慢, 对于大尺度的重建问题实
现困难.
贪婪算法主要思想是利用采样矩阵在投影序列

中搜索最稀疏的矢量[5]. 目前贪婪算法包括正交匹
配追踪 (Orthogonal matching pursuit, OMP)[6]、
稀疏自适应匹配追踪 (Sparsity adaptive matching
pursuit, SAMP)[7]、正则正交匹配追踪 (Regular-
ized orthogonal matching pursuit, ROMP)[8]、分
级正交匹配追踪 (Stagewise orthogonal matching
pursuit, StOMP)[9] 和压缩感知匹配追踪 (Com-
pressive sampling orthogonal matching pursuit,
CoSaOMP)[10−11]. 目前, 贪婪算法是重建速度最
快的算法, 尽管最初提出的 OMP 算法在重建效率
上并不是很理想, 但是随后提出的各种改进算法无
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论是在重建速度还是重建精度上都得到了很大改进.
通常, 凸优化算法能在较低采样率下实现精确

的重构, 但也带来了计算上的巨大开销, 且其算法迭
代次数容易受到收敛标准的干扰[12]. 匹配追踪算法
对低维和小尺度的信号数据表现出较好的性能. 然
而, 如果信号受到噪声干扰, 或者处理尺度较大, 其
重构的精度和健壮性得不到保障.

本文提出一种基于共轭梯度最小二乘法 (Con-
jugate gradient least squares, CGLS) 和最小二
乘 QR 分解 (Least squares QR, LSQR) 联合优
化的匹配追踪算法实现噪声干扰下的精确的稀疏

恢复. CGLS 方法是一种解决不对称线性方程和最
小二乘问题的共轭梯度法[13], LSQR 是基于双对角
化的 Golub 和 Kahan 方法[14]. LSQR 与标准的
共轭梯度法类似, 但其拥有更好的数值处理特性.
CGLS和 LSQR这两种方法能够用于解约束条件为
min ‖Ax − b‖2 方程式, 其中 A 是一个高维稀疏矩

阵. 两种算法对不同的数据拟合表现出不同的精准
性. 本文利用 Alpha 散度来度量两种方法间的离差
度, 实现在稀疏恢复中两种方法交替迭代选择最优
的解. 实验表明本文提出的方法在噪声干扰的环境
下其性能优于传统匹配追踪算法的重构性能.

1 基本问题描述

目前匹配追踪系列算法主要思路在于对下列最

小二乘问题找到一个最优解:

‖bbb−Axxx‖2 = min
y∈Rn

‖bbb−Ayyy‖2 (1)

对于该问题, 这里引入分裂迭代法和 Krylov 子
空间迭代法进行求解. 在 Krylov 子空间, 对于标准
的最小二乘问题, LSQR 求解方式类似于共轭梯度
算法. 在利用匹配追踪求解 xk 的过程中, 它们都能
实现残量 ‖rk‖(rk = b − Axk) 的逐步约减, 同时进
一步说明了 LSQR 和 CGLS 的交替迭代能产生最
佳的解序列的可能. 本文任务在于如何在 LSQR 和
CGLS 之间选择最优解序列使匹配追踪的残量最小
化, 从而确保解序列的最优性.

2 共轭梯度最小二乘法

假定 A ∈ Rm×n, 考虑 LS 问题 (1) 对应的法方
程为

ATAxxx = ATbbb (2)

这里 ATA 是 n 阶实对称矩阵. 则求解线性方
程组的问题可以转化为求二次函数 (3) 的极小点问
题.

f(xxx) =
1
2
xxxTATAxxx− (ATbbb)Txxx (3)

事实上, 函数 f(xxx) 的梯度 g(xxx) 为

g(xxx) =∇f(xxx) =
[

∂f

∂x1

, · · · ,
∂f

∂xn

]T

=

ATAxxx−ATbbb (4)

进一步, 对于任意的非零向量 ppp ∈ Rn 和实数 t,
有

f(xxx + tppp)− f(xxx) ≈ tgT(xxx)ppp +
1
2
t2pppTATAppp (5)

若 uuu 是函数 (2) 的解, 则有 g(uuu) = 0. 因此对任意
的非零向量 ppp ∈ Rn, 则有如下子问题:

f(uuu + tppp)− f(uuu)

{
> 0, t 6= 0
= 0, t = 0

故 uuu 是函数 f(xxx) 的极小点. 反之, 因 ATA 正定, 所
以在Rn 中二次函数 f(xxx) 有唯一的极小点, 若 uuu 是

f(xxx) 的极小点, 则

f(uuu + tppp)− f(uuu) = tgT(uuu)ppp +
1
2
t2pppTATAppp (6)

于是有

df(uuu + tppp)
dt

|t=0 = gT(uuu)ppp = 0 (7)

考虑到 ppp的随机性, 必须有 g(uuu) = 0, 从而uuu是方程

组 (2) 的解. 若向量序列 ppp(0), ppp(1), · · · , ppp(k−1) ∈ Rn

满足:
ppp(i)TATAppp(j) = 0, i 6= j (8)

且 ppp(k) 6= 0, k = 0, 1, 2, · · · , n − 1, 则称向量序
列 {ppp(k)} 为 Rn 中关于 ATA 的一个共轭向量序

列. 假定 xxx(0) ∈ Rn 是任意给定一个初始向量, 而
k = 0, 1, 2, · · · , 则以 xxx(k) 作为起点沿方向 ppp(k) 求函

数 f(xxx) 在直线 xxx = xxx(k) + tppp(k) 上的极小点, 则可
以得到:

xxx(k+1) = xxx(k) + αkpppk (9)

sss(k) = AT(bbb−Axxx(k)), αk =
sss(k)Tppp(k)

ppp(k)TATAppp(k)
(10)

这里 ppp(k) 表示了搜索方向, 式 (9) 称为共轭方向法.
特别地, 如果取 ppp(0) = sss(0), 有:

ppp(k+1) = sss(k+1) + βkppp
(k)

βk = −sss(k+1)TATAppp(k)

ppp(k)TATApppk
(11)

则为共轭梯度法. 由式 (9) ∼ (11) 可知, 若存在
k ≥ 0, 使 sss(k) = 0, 则 xxx(k) 为 LS 问题的解, 且有
αk = βk = 0, sss(k+1) = ppp(k+1) = 0. 为了更清晰地展
示 CGLS 算法的执行步骤, 下面给出了 CGLS 算法
流程:
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算法 1. 共轭梯度最小二乘算法 (CGLS)
输入: A ∈ Rm×n, bbb ∈ Rm, 迭代终止阈值 tol > 0

输出: 解序列 x

1) 初始化: xxx(0) ∈ Rn

2) rrr(0) = bbb − Axxx(0), Qppp(0) = sss(0) = ATrrr(0), γ0 =∥∥∥sss(0)
∥∥∥

2

2

3) for i = 0, 1, 2, 3, · · · , 当 γk > tol 时, 重复如下步骤

4) qqq(k) = Appp(k), αk = γk/
∥∥∥qqq(k)

∥∥∥
2

2

5) xxx(k+1) = xxx(k) + αkppp
(k), rrr(k+1) = rrr(k) − αkqqq

(k)

6) sss(k+1) = ATrrr(k+1); γk+1 =
∥∥∥sss(k+1)

∥∥∥
2

2

7) βk = γk+1/γk; ppp(k+1) = sss(k+1) + βkppp
(k)

结束

CGLS 方 法 是 通 过 迭 代 求 出 x 序 列

(x1, x2, · · · , xk). 当 CGLS 迭代次数增加, 或者矩
阵 A 是病态矩阵时, 由 CGLS 产生的序列的方差偏
大. 由于 LSQR 与 CGLS 产生的序列相近, 我们引
入 LSQR 方法和 CGLS 方法进行并行运算, 每步迭
代产生 xxx(k) (k = 1, 2, · · · ), 并选择最优 xxx(k) 作为
下步迭代的输入, 如此迭代执行, 直至收敛. 这里我
们给出 LSQR 迭代算法, 然后在后面部分讨论解序
列的最优选择方式.

3 最小二乘QR算法

最小二乘 QR (Least squares QR, LSQR) 是
在 Lanczos 双对角化 (Lanczos bidiagonalization,
LBD) 的基础上得到的, 其和共轭梯度法一样可以
用于求解方程 (ATA + λ2I)xxx = ATbbb. 通过对残量
rrrk = bbb − Axxxk 的逐步约减去逼近最优解序列 {xk}.
设 A ∈ Rm×n,m ≥ n, 则分别存在 m 阶和 n 阶正

交矩阵 UUU = (u1, · · · , um), V = (v1, · · · , un), U1 =
(u1, · · · , un), 和双对角矩阵

B = Bn =




α1

β2 α2

β2
. . .
. . . αn

βn+1



∈ R(n+1)×n

且满足 A = UUU
(

B
U1

)
V T 或等价于 AV =

U1B,AT U1 = V BT. 这里 Bn 不是方阵, 进一步
令 β1vvv0 = 0, αn+1vvvn+1 = 0, 可以得到递推关系:

ATuuuj = βjvvvj−1 + αjvvvj (12)

Avvvj = αjuuuj + βj+1uuuj+1, j = 1, 2, · · · , n (13)

给定初始向量 uuu1 ∈ Rm, ‖u1‖2 = 1, 对于

j = 1, 2, · · · , 有:

rj = ATuuuj − βjvvvj−1, αj = ‖rj‖2
, vvvj =

rj

αj

(14a)

pppj = Avvvj − αjuuuj, βj+1 =
∥∥pppj

∥∥
2
,uuuj+1 =

pppj

βj+1

(14b)
求得 Bn 的元素 αi, βi 和向量 vvvi,uuui. 理论上,

在 LBD 过程式 (14) 中, 取 uuu1 = bbb/‖bbb‖2 为初始向

量, 对 AAT 和 ATA 应用 Lanczos 过程产生的向量
相同. 而在浮点运算时, Lanczos 向量将失去正交性,
上面的许多关系式对于足够的精度要求将不再成立.
尽管如此, 截断的双对角矩阵 Bk ∈ R(k+1)×k 的最

大和最小奇异值能很好地逼近 A 的相应奇异值, 即
使 k ¿ n. 现在考虑计算线性最小二乘问题 (1) 的
LSQR 算法. 取向量 uuu1 = bbb/‖bbb‖2, 采用式 (14) 经 k

步迭代后, 得到矩阵 Vk, Uk+1 和 Bk.

Vk = (vvv1, · · · , vvvk), Uk+1 = (uuu1, · · · ,uuuk+1) (15)

其中, Bk 是 Bn 的左上角的 (k + 1)× k 的矩阵, 且
式 (14) 可写成

β1Uk+1 = bbb, AVk = Uk+1Bk

ATUk+1 = VkB
T
k + αk+1vvvk+1eee

T
k+1 (16)

对于式 (1) 的近似解 xxx(k), 则可以表示为 xxx(k) =
Vky

(k), 且有:

bbb−Axxx(k) = Uk+1tttk+1, tttk+1 = β1eee1 −Bkyyy
(k) (17)

最后, 最小二乘问题转化为如下形式:

min
xxx(k)∈κk

∥∥Axxx(k) − bbb
∥∥

2
= min

yyy(k)

∥∥Bkyyy
(k) − β1eee1

∥∥
2

(18)
这个方法从数学理论上来看, 产生和 CGLS 相

同的近似序列. 从而 LSQR 的收敛性质也和 CGLS
相同. 这里我们给出 LSQR 算法. 由于 Bk 是长方

形的下双对角矩阵, 可用一系列的 Givens 矩阵计算
它的 QR 分解.

QkBk =

[
Rk

0

]
, Qk(β1eee1) =

[
fk

ϕ̄k+1

]

(19)
这 里 Rk 是 上 三 角 矩 阵, Qk =

Gk,k+1Gk−1,k
· · ·G1,2. 通过计算

Rkyyy
(k) = fk, tttk+1 = QT

k

[
0

ϕ̄k+1

]
(20)

可以获得向量 yyy(k) 和对应的残量 tttk+1. 上

述步骤不需要每一步从最开始计算. 假定这里
已经计算了 Bk.1 的分解, 在下一步中加上第 k
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列, 计算平面的旋转变换 Qk = Gk,k+1Qk 使得

Gk,k+1Gk−1,k




0
αααk

βββk+1


 =




θθθk

ρρρk

0




Gk,k+1

[
φ̄φφk

0

]
=

[
φφφk

φ̄φφk+1

]
(21)

理论上, LSQR 和 CGLS 产生相同的近似序列 x(k),
然而, Paige 和 Sanuders 证明[15], 当要执行很多迭
代, 或 A 是病态矩阵时, LSQR 在数值上更可靠.
根据 LSQR 的数值计算方法, 我们给出了

LSQR 算法执行的步骤:

算法 2. 最小二乘的 QR 算法 (LSQR)
输入: A ∈ Rm×n, bbb ∈ Rm 迭代终止阈值 tol > 0

输出: 解序列 xxx

1) 初始化: xxx(0) ∈ Rn

2) xxx(0) = 0; β1uuu1 = bbb; α1vvv1 = ATuuu1, www1 = vvv1;

ϕ̄ϕϕ1 = β1; ρ̄ρρ1 = ααα1;

3) for i = 0, 1, 2, 3, · · · , 当 wi+1 > tol 时, 重复如下步

骤

4) βi+1uuui+1 = Avvvi−αiuuui; αi+1vvvi+1 = ATuuui+1−βi+1vvvi

5) (ci, si, ρi) = givrot(ρ̄i, βi+1)

6) θi = siαi+1; ρ̄i+1 = ciαi+1; ϕi = ciϕ̄i; ϕ̄i+1 =

−siϕ̄i

7) xxx(i) = xxx(i−1) + (ϕi/ρi)wwwi; wwwi+1 = vvvi+1 − (θi/ρi)wwwi

结束

这里 givrot 为计算 givens 旋转的算法, 旋转的
纯量 αi ≥ 0 和 βi ≥ 0 使得相应的向量单位化.

4 基于 CGLS与 LSQR的组合优化匹配追

踪算法

通常, 根据 CGLS 算法和 LSQR 算法对最小二
乘问题进行求解, 可以得到两组解序列. 但这两组解
序列并不是最优解, 特别在压缩感知过程中, 受到噪
声干扰时, 匹配追踪的算法通过求解最小二乘问题
恢复得到的信号精度较低 (比如在测量值包含了高
斯白噪声的情况下, 实验表明其恢复精度下降比较
严重). 因此, 针对噪声环境下的稀疏恢复问题可以
表示为

bbb = Axxx + zzz (22)

其中, zzz 表示噪声干扰项, ‖zzz‖2 < ε. 对于式 (22) 仍
然可以通过 L1 范数的最小化约束来求解

x̂xx = arg min ‖xxx‖1, ‖Axxx− bbb‖2 ≤ ε (23)

为了求解式 (23), 我们提出一种方法用于提高噪声
干扰下的稀疏恢复的精度. 该方法通过从算法 1 和
算法 2 产生的解序列中迭代选择出最优的序列去逼
近真实解, 从而确保精确恢复. 为了判断和选择每步

迭代中产生的两种解序列哪个更优, 这里我们采用
了 Alpha 散度来计算两个解序列间的离差程度, 并
设定离差度阈值, 通过对两种序列的 Alpha 散度的
计算与离差阈值的比较, 选择较优的解序列作为两
种算法下一迭代的输入, 循环执行, 直到收敛.

Alpha 散度, 也称为 Renyi 散度, 是信息几何
学中所提出的概念, 它主要用于对两个数据集之间
的差异度进行度量[16]. 对于两个数据集 ppp 和 qqq, 其
Alpha 散度对象函数表示为

Dα[ppp||qqq] =
1

α(1− α)

∫
αppp + (1− α)qqq − pppαqqq1−αdµ

(24)
其中, α ∈ (−∞,∞). 对于 Alpha 散度而言有如下
特性:

1) Alpha 散度的函数 (Dα[p||q]) 相对于 p 与 q

而言是凸函数.
2) 当 p = q, Dα[ppp||qqq]=0
3) 在 p 6= q 时, Dα[ppp||qqq] ≥ 0
Alpha 散度函数表达式 (24), 通常也表示为

Dβ[ppp||qqq] =
4

(1− β)

∫
1− β

2
p+

1 + β

2
q − p

1−β
2 q

1+β
2 dµ (25)

其中, α = (1− β)/2, 因此 1 − α = (1 + β)/2. 当
Alpha 散度用于离散数据集的度量时, 数据集 p 和

q 的 Alpha 散度表达式为

Dα[ppp||qqq] =
1

α(1− α)

m∑
i=1

n∑
j=1

αpij+

(1− α)qij − Y α
ij q1−α

ij (26)

依据式 (25), 式 (26) 通常被表示为

Dβ(qqq||ppp) =
∑
ik

pik

(
pik

qik

)β−1

− 1

β(β − 1)
+

qik − pik

β

(27)
其中, β = (1 + α)/2 由 Alpha 散度作为两种算法
产生序列的离差度量标准, 可以避免采用单一算法
进行恢复或者采用传统欧氏距离作为数据集差异标

准进行恢复而带来的收敛到局部最优, 从而造成在
噪声干扰下的恢复精度不高的缺点. 因此我们可以
通过 Alpha 散度在每步迭代中来优化选择解序列,
从而得出更精确解. 根据 Alpha 散度理论, 我们选
择恰当的 β (β = 0.5) 值建立散度方程[17]. 同时为
了确保收敛方向和加快收敛速度, 引入了权重参数

1/wi =
∣∣∣x(n)

i

∣∣∣
2

. 权重www(n) 是通过上一步的值www(n−1)

迭代计算出来, 权重参数可以逐步修正收敛方向. 为
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了计算权重参数www, 这里进一步定义产生函数, 对于
ε > 0 和权重www ∈ R, wj > 0, j = 1, · · · , N , 有:

Fz,www, ε =
1
2

[
N∑

j=1

z2
j wj

+
N∑

j=1

(ε2wj + w−1
j )

]
,

z ∈ RN (28)

由于 F 是凸的, 因此对于给定 www 和 ε, 可以求
z 使函数 F 最小化 0. 这里通过迭代法来确定
函数 F 的最小值和每次迭代的权重. 为了方

便分析这个过程, 假定 r(z) 是对 z 的绝对值按

降序排列的集合, z ∈ RN , 因此 r(z)i 是集合

{|Zj|, j = 1, · · · , N} 中第 i 个最大元素. 因此我
们选取初始值 w0 = (1, · · · , 1), ε0 = 1, xn+1 的迭代

计算式为

xn+1 = arg min
z∈R

F(z, wn, εn) = arg min
z∈R

‖z‖l2(wn)

(29)
其中, εn+1 = min(εn,

r(xn+1)K+1

N
) 故权重系数 w 的

迭代表示为

wn+1 = arg min
w>0

F(xn+1, w, εn+1) (30)

计算权重系数的关键在于需要每次迭代求解 xn+1,
根据最小二乘的计算方法,

xxxn+1 = DnΦT(ΦDnΦt)−1yyy (31)

其中, Dn 是 N × N 的对角矩阵, 它的第 j 个对角

元素是 wn
j , 通过求解 xn+1, 则权重 wn+1 可以下式

求出

wn+1
j = ((xn+1

j )2 + ε2
n+1)

− 1
2 , j = 1, · · · , N (32)

根据上面的分析, 我们给出基于 CGLS 和 LSQR
的联合优化的匹配追踪算法 (Combinatorial Op-
timization MP Based CGLS and LSQR, CO-
CLMP), 该算法本质上也是寻求式 (1) 的最优解.
算法流程如下:
算法 3. 基于 CGLS 与 LSQR 的组合优化匹

配追踪算法
输入: 感知矩阵 Φ, 测量向量 bbb, 权重阈值 ε, 收敛阈值 δ

输出: xxx 的稀疏逼近 x̂xx (xxx 的解), 重建误差 rrr

1) 初始化冗余向量 rrr0 = yyy, 索引集合 Λt = ϕ, 迭代计

数 t = 1

2) 循环开始

找到索引 λt 使得 λt = arg max
j∈(M−Λt)

|〈rrrt−1, Φj〉|, M =

1, 2, · · · , M 表示集合M 中去掉 Λt 中的元素

3) 令 Λt = Λt−1 ∪ {λt}
4) 计算新的近似 x̂xxj = Φ⊥Λt

yyy, 其中 Φ⊥ 表示 Φ 的伪逆

Φ⊥ = (ΦTΦ)−1ΦT

5) yyy(j) ← LSQR (ΦΛt , b, x̂j) x̂j 作为 LSQR 算法的初

始向量

zzz(j) ← CGLS (ΦΛt , b, x̂j) x̂j 作为 CGLS 算法的初始

向量

wn+1
j = ((xn+1

j )2 + ε2
n+1)

−1/2, j = 1, · · · , N

6) 计算两个序列的 Alpha 散度

Dβ(y(j)||zzz(j)) =
∑
ik

pik
(z

(j)
ik

/y
(j)
ik

)
β−1−1

β(β−1)
+

y
(j)
ik
−z

(j)
ik

β

如果 Dβ(xxx1||xxx2) < tol

x̂xxj ← wwwyyy1 + (1−www)zzz2

否则

x̂xxj ← (1−www)yyy1 + wwwzzz2

7) 当 ‖x̂xxj − x̂xxj−1‖2 ≤ δ 或者达到迭代次数, 转到步骤

8; 否则, 转到步骤 5, x̂xxj 作为 LSQR 和 CGLS 的输入.

8) xxx = x̂xxj

9) 更新冗余向量 rrrt = bbb− aΛtxxx

10) 如果满足 ‖rrrt − rrrt−1‖2 < ε or N = Λt, 则输出 xxx,

rrr = rrri,

算法结束; 否则, t = t + 1 转步骤 2.

COCLMP 算法是用上一步的解序列作为下一
步 LSQR 和 CGLS 算法的输入产生新的解序列,
然后通过 Alpha 散度选择较优解序列, 作为下一
次 LSQR 和 CGLS 算法的输入, 不断迭代, 直到满
足收敛条件. COCLMP 算法最大的特点在于通过
Alpha 散度度量两个解序列的差异进而使得解序列
逐步逼近最优解. 目前大多数匹配追踪算法进行稀
疏恢复的过程中, 都采用了把解欠定方程问题, 转变
为一个解最小二乘问题的思路, 而 COCLMP 算法
通过迭代优化求解的方法得到序列的方式, 相对于
OMP、StOMP、CoSaOMP、ROMP等算法来说可
以提高恢复精度.
这里分析一下 COCLMP 算法的复杂度, 算法

开始时, 为了求解索引 λt, 需要感知矩阵 Φ 与误差
r 内积运算 O(mNM) 次, m 是算法需要的迭代次

数, LSQR 与 CGLS 的计算复杂度分别为 O(Mn2)
和 O(m

√
n), COCLMP 算法的迭代包含了 LSQR

与 CGLS 的计算过程, 因此整个 COCLMP 算法
时间复杂度为 O(m2nM). 从以上分析上可以看出,
COCLMP 算法时间复杂度略高于单独每个的算法.
进一步,可以讨论算法的收敛性. 这里考虑CO-

CLMP 算法恢复任意一个 K 稀疏信号需要的迭代

次数的上界. 给定一个任意 K 稀疏信号 xxx, 按照其
降序的形式排列它的元素. 假设有:

|x1| ≥ |x2| ≥ · · · ≥ |xK | > 0
并且有 xj = 0,∀j > K. 进一步定义

ρmin=
|xk|
‖xxx‖2

=
min

1≤i≤K
xi

√
K∑

i=1

x2
i

(33)

令 nit 代表算法恢复信号 xxx 的迭代次数, 那么
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可以根据 ck (信号的稀疏度) 和 ρmin 确定 nit 的上

界. 令 T̃ 为 T 在 − log ρmin
− log cK

+1 次迭代后的估计. 假设
T 6⊂ T̃ , 则有:

∥∥xxxT−T̃

∥∥
2

=
√ ∑

i∈T−T̃

x2
i ≥ min

i∈T
|xi| = ρmin‖xxx‖2

(34)
考虑到算法以 Alpha 散度作为每步迭代过程逐

步收敛, 因此有:

Dβ(xxxT−T̃ ||x) ≤ (ck)nitρminD
β(x̂xxT−T̃ ||xxx) ≤

ρminD
β(x̂xxT−T̃ ||xxx) (35)

其中, 后面的不等式根据 ck < 1 的假设, 与 ck

的定义矛盾, 所以有 nit < − log ρmin
− log cK

+ 1, 且存在
nit < 1.5K

− log cK
, 所以算法的上界为

nit ≤ min
(− lg ρmin

− lg cK

+ 1,
1.5K

− lg cK

)
(36)

5 实验及分析

本节通过实验进一步分析我们提出的基于

LSQR和CGLS联合优化方法与其他重构算法的重
构能力, 分析其在噪声干扰下进行稀疏重构的性能.
实验中噪声干扰的强度采用 SNR (Signal to noise
ratio, SNR) 表示, 取值为 10, 20, 30, · · · , 100. 实
验对 OMP、StOMP、CoSaOMP、ROMP 和 CO-
CLMP 分别进行. 这前几种算法都属于匹配追踪算
法系列, 它们共同的特点把解欠定方程问题转化为
一个最小二乘问题. 通常情况匹配追踪系列算法在
对最小二乘问题求解时, 大都采用求伪逆的方式来
寻找近似解, 但是在压缩感知过程中, 噪声的干扰使
得这样的方式重构的信号精度较差, 而 COCLMP
算法可以较好地解决这类问题, 能实现较好的重构
精度.

5.1 噪声干扰的稀疏信号重构

当压缩采样过程中, 信号受到噪声干扰, 其重构
效果也会受到影响. 在这个部分, 我们进行噪声干扰
下的压缩采样和重构的实验. 这里采用高斯白噪声
叠加到原始信号上的方式形成混合信号, 用 SNR 表
示原信号与噪声的强度的关系, SNR 值越小相对于
原信号而言噪声能量越大. 这里 SNR 的取值为 10,
20, 30, · · · , 100. 实验中采用长度 N = 1024, 稀

疏度 s = 60 的信号, 利用随机矩阵作为采样矩阵.
实验分析表明了采样次数为 600 是较好的采样次
数[12], 因此我们构建的随机矩阵仅需要 600 行来生
成采样矩阵.
为了量化实验结果, 这里采用原信号 xture 与重

构信号 xrec 的信躁比 (SNR)来表示恢复结果, SNR

定义如下:

SNR(xtrue, xrec) = 20 lg
‖xtrue‖2

‖xtrue − xrec‖2

(37)

我们对比了 OMP、StOMP、CoSaOMP、ROMP、
COCLMP 这 5 种算法在噪声影响下的恢复效
果. 图 1 展示了在压缩采样的次数为 600 的情况
下, 带有噪声的重构效果. 其中采样时原信号与
噪声的 SNR 值为 30, 经过不同算法恢复后再次
计算 SNR 值, 经观测可得到 OMP 算法的 SNR
值为 13.2507, StOMP 算法的 SNR 值为 14.0217,
CoSaOMP 算法的 SNR 值为 12.0766, ROMP 的
SNR 值为 9.1521, COCLMP 的 SNR 为 16.841.
从图 1 中也可以看出 ROMP 算法重构效果较其他
算法差 (实心圆代表的原始信号, 与空心圆代表的恢
复信号的重合程度较其他算法低).
为了进一步分析 4 种算法在噪声下的重构性能,

考虑高斯白噪声下, SNR = 10, 20, 30, · · · , 100,
对每种强度的噪声进行 100 次重复实验, 观测平均
SNR (其计算方法如式 (37)) 的变化情况.

如图 2 所示, OMP、StOMP、CoSaOMP、
ROMP、COCLMP 这 5 种算法在噪声影响下对
信号的重构性能. 测量阶段较低的 SNR 意味着噪声
能量较强, 可以看出这 5 种算法在高能噪声下的恢
复能力并不强, 其重构性能较差. 这说明对于干扰比
较严重的情况下, 压缩感知要想完整地重构信号还
是比较困难的; 而随着 SNR 值的提高, 即干扰信号
逐渐减弱, 可以看到重构效果逐渐变好, COCLMP
算法相对于其他 4 种算法其抗噪的性能提升更明显.
进一步提高采样阶段的 SNR 值, 其重构效果提升较
缓慢, 这是因为这一阶段噪声相对较弱, 算法重构能
力趋于稳定.

5.2 对噪声图像的重构

本节通过噪声下对图像压缩采样重构性能的研

究, 进一步分析本文提出的 COCLMP 算法与其他
算法在重构过程中的抗噪能力. 本节选用的噪声为
高斯噪声, σ 表示标准方差, 用 PSNR (Peak signal
to noise ratio) 表示重构图像的信噪比[18].
其表达式如下:

PSNR = 10× lg

(
(2n − 1)2

MSE

)
(38)

其中, MSE 是原图像与处理图像之间均方误差.
Peak 就是指 8 bits 表示法, 最大值 255. MSE 指
Mean square error, PSNR 的单位为 dB. PSNR 值
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图 1 OMP、StOMP、CoSaOMP、ROMP 和 COCLMP 在噪声干扰下对稀疏信号的重构效果

Fig. 1 Reconstruction effect of sparse signals include noise for OMP, StOMP, CoSaOMP, ROMP, COCLMP
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图 2 噪声干扰的不同采样次数下 OMP、StOMP、

CoSaOMP、ROMP、COCLMP 算法重构结果

Fig. 2 Reconstruction result include noise under

different sampling number for OMP, StOMP, CoSaOMP,

ROMP, COCLMP

越大, 就代表失真越少[19]. 5 种算法在不同标准方差
下的重构效果如图 3 所示.
图 3 中展示了在增加的噪声标准方差为

10、20、30、40、50 情况下, OMP、StOMP、
CoSaOMP、ROMP、COCLMP算法对图像的重构
效果. 从图 3 中可以看出, 随着噪声强度的增加, 重
构效果逐渐变差, 特别是在噪声的标准方差为 50 的
情况下, 各种算法重构效果差异不大. 但在噪声强度
不太高的情况下, 即标准方差为 5 到 30 之间, 可以
看出相比于其他算法, COCLMP 算法重构的图像
效果更好, 由此表明 COCLMP 对于低噪声环境对
图像进行压缩采样后的重构能力优于其他 4 种匹配
追踪算法. 为了更好分析本文提出的 COCLMP 算
法的性能, 实验进一步采用了数字图像处理标准测
试图库 Lena、aerial、man、boat 图.
图 4 进一步列举出了在噪声的标准方差

为 5, 10, · · · , 50 情况, 这 5 种算法重构 Lena、

图 3 噪声干扰下 OMP、StOMP、CoSaOMP、ROMP、COCLMP 算法对图像的重构效果

Fig. 3 Image reconstruction effect include noise for OMP, StOMP, CoSaOMP, ROMP, COCLMP
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图 4 噪声下重构 Lena、aerial、man、boat 图的 PSNR

Fig. 4 The PSNR of reconstructing Lena, aerial, man, boat include noise

aerial、man、boat 图的峰值信躁比 (PSNR). 从图
4 中可以观察到在噪声的标准方差为 5, 10, · · · , 30
时, COCLMP 算法重构图像的 PSNR 值都高于其
他 4 种算法, 而在噪声强度较高的 30, 35, · · · , 50
区间, COCLMP 算法并没表现出明显优势, 这与图
4 展示的结果一致. 也进一步说明了 COCLMP 算
法对低能噪声干扰下进行压缩采样后的重构能力具

有较大的提升. 但由于 COCLMP 算法在每次迭代
过程中需要进行解序列的优化选择, 且其选择的权

重 w 的本身又是一个最优化问题, 其计算复杂较高,
因此算法收敛的时间相比其他算法时间较长, 对于
进行实时的信号处理还需要进一步提高计算效率.
以上实验从信号和图像的角度对 COCLMP 算

法进行测试, 从结果中可以分析出 COCLMP 算法
同其他 4 种重构算法在无噪声的环境下, 重构能力
基本相当. 其性能差异主要体现在当压缩采样受到
噪声干扰的情况下, COCLMP 算法的重构效果好
于其他 4 种算法. 当然这种较好的重构能力, 在低能
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噪声干扰下表现得突出, 而对于高噪声影响, 由于本
身压缩采样就是欠采样, 所以采样数据本身受影响
过大, 较难实现精确重构.

6 结论

在本文中, 我们提出一种基于 CGLS 和 LSQR
的联合优化的匹配追踪算法. 该算法根据匹配追
踪系列算法需要解最小二乘问题这一特点, 利用
CGLS 算法和 LSQR 算法产生该问题的两组解序
列. 用上一步的解序列作为下一步 LSQR 和 CGLS
算法的输入产生新解序列, 然后通过 Alpha 散度选
择较优解序列, 作为下一次 LSQR 和 CGLS 算法
的输入, 不断迭代, 直到满足收敛条件. 该算法在噪
声环境下的压缩感知的重构过程表现出较好的性能.
实验表明在高斯噪声下这种联合优化的匹配追踪算

法对低噪声具有较好重构效果.
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