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双源采购跳跃–扩散库存控制模型

娄山佐 1 田新诚 1 吴颖颖 1

摘 要 供应中断和退货会引发库存短缺和剧烈波动, 所以, 如何缓解它们的影响, 成为当前企业管理者亟待解决的难题. 在

采用双源采购策略防御库存短缺和跳跃 –扩散过程描述库存水平变化条件下, 利用连续时间Markov 链、水平穿越和鞅理论,

分别确定了库存水平分布及循环的期望费用和时间函数, 在此基础上, 构建了系统长程平均费用率模型. 最后, 仿真结果表明,

供应商的可靠性和中断类型, 对最优控制策略和系统费用产生较大影响. 另外, 双源采购策略能够有效缓解供应中断对库存的

影响, 尤其是, 当供应商的可靠性较低或中断类型均为频率低持续时间长时.
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A Jump-diffusion Inventory Control Model with Dual-sourcing

LOU Shan-Zuo1 TIAN Xin-Cheng1 WU Ying-Ying1

Abstract Supply disruptions and returns may lead to stock shortage and fluctuation. So it is a very difficult problem

for today′s managers to mitigate their influence. Under the condition that a dual-sourcing strategy is utilized to tackle the

stock shortage and a jump-diffusion process is adopted to express the inventory level process, the stationary distribution of

the inventory level, as well as the expected cycle cost and time functions are derived by applying continuous-time Markov

chain, level-crossing and martingale theorems. Subsequently, the functions are employed to develop a long-run average

cost rate model. Finally, numerical results show that the suppliers′ reliability and the nature of the disruptions have a

big impact on the optimal policy and cost. Moreover, the dual-sourcing strategy can mitigate the influence of supply

disruptions on inventory effectively, in particular, when the suppliers′ reliability are lower or their disruptions are rare and

long in nature.
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随着市场经济发展, 建立在供应稳定可靠和库
存单调变化假设之上的传统库存管理方法, 遇到现
实严峻的挑战. 如受雾霾和交通堵塞等事件影响, 我
国零售企业缺货率约为 10%, 每年损失 830 亿元[1].
与此同时, 用户退货又引起库存变化失去单调性, 呈
现随机波动状态. 如 2012 年唯品会上零售企业平均
退货率高达 20%[2]. 在此环境下, 如何有效控制库
存, 成为近年来供应链管理研究的热点.
与本文相关的有供应中断防御问题和库存波动

控制问题两方面成果, 下面分别给予综述.
针对供应中断防御问题, 有许多成果[3]. 这里,
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仅给出与双源采购有关成果. 自 Gerchak 等[4] 率先

利用双源采购策略应对随机供应问题以来, 不少学
者基于经典报童模型, 将该策略应用到防御供应中
断问题. 在假设不可靠 (即可能中断) 和可靠两供应
商补货情况下, 文献 [5] 分析了库存防御、双源采购
和应急订货策略, 对缓解供应中断的有效性; 文献
[6] 又考虑使用快运方式策略; 文献 [7] 还结合供应
能力的期权契约. 另外, 在假设供应商均不可靠情况
下, 文献 [8] 通过比较单源和双源采购系统性能, 指
出双源采购策略更能有效防御中断造成的库存短缺.
最近, 文献 [9−10] 在零售商可利用中断信息和学习
功能环境下得到同样结论. 以上成果均针对周期盘
点系统. 而对应的连续盘点系统, 虽然实际应用广
泛, 但因包含多个随机因素, 目前, 仅检索到两篇文
献. 在假设供应和中断持续时间均服从指数分布条
件下,文献 [11] 构建了单源和双源采购库存模型. 随
后, 文献 [12] 又将该模型推广到供应时间为 Erlang
分布环境. 然而, 上述所有成果均假设库存为单调非
增变化.
近年来, 为应对退货等引发的库存波动, 人们常
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用扩散过程近似库存水平变化, 简称扩散库存. 如在
用布朗运动描述库存水平过程条件下, 文献 [13] 基
于脉冲控制法, 给出线性库存和短缺费的最优订货
策略;文献 [14] 将其拓展到凸库存费环境; 文献 [15]
更是包含了凹订货费用. 当库存水平起伏很大时, 有
学者又用跳跃 –扩散 (即 Lévy) 过程描述库存水平
变化, 给出最优的库存策略[16] 及处理速率和缓冲器

大小[17]. 但这些成果均没涉及供应中断对库存的影
响.
很遗憾, 因建模困难, 与供应中断和库存波动变

化均有关的成果很少. 文献 [18] 研究了库存水平含
扩散项不可靠生产系统的控制问题. 针对随机提前
期造成的供应中断, 文献 [19] 给出最优脉冲库存控
制策略. 另外, 文献 [20] 构建了单源采购扩散库存控
制模型. 随后, 文献 [21] 又分析了跳跃 –扩散库存
的应急控制问题. 然而, 当短缺费和应急采购费较高
时, 这些成果很难取得理想效果.

为解决供应中断和退货环境下连续盘点库存问

题, 本文利用水平穿越理论和鞅方法, 构建了双源采
购跳跃 –扩散库存控制模型, 并通过仿真实验, 证实
此环境下双源采购策略的有效性, 同时, 分析了关键
因素对系统的影响. 最后, 给出有关库存管理启示.

1 问题的描述

一零售商销售某种商品, 并承诺用户不满意可
退货. 据统计, 用户平均需求率为 µ. 退货到达为复
合 Poisson 过程 Y (t) =

∑N(t)

n=0 Vn, 这里, N(t) 为参
数是 λ 的 Poisson 过程, 表示到时间 t 退货到达批
次; V1, V2, · · · 为独立的且参数是 υ 的指数分布随机
变量序列, 表示每批退货数量. 为使系统稳定运行,
满足 µ−λ/υ>0. 设退回产品无缺陷, 经检查和重新
包装等处理后 (处理时间可忽略不计), 直接进入库
存, 与新品一样满足未来用户需求.

为防御供应中断, 该零售商实施双源采购策略.
设供应商 i (用 Si 表示) 的供应状态 (用 ON 表示)
和中断状态 (用OFF表示)持续时间,分别服从独立
的参数为 γi 和 θi 的指数分布, i = 1, 2, 且两供应商
间的状态也相互独立. 那么, 系统供应商运行情况,
可用 4 个状态的连续时间Markov 链 I = (I(t))t≥0

描述, 这里,

I(t) =





0, S1 为 ON 且 S2 为 ON
1, S1 为 ON 且 S2 为 OFF
2, S1 为 OFF 且 S2 为 ON
3, S1 为 OFF 且 S2 为 OFF

零售商采用扩展的 (s, S) 订货策略. 在提前期
为 0 假设下, 当库存降到订货水平 s 时, S1 和 (或)
S2 若没发生中断, 则补货量分别为 q1 和 (或) q2; 若
均发生中断, 则补货量据中断结束时的库存水平确

定.
具体订货过程, 按订货时刻 t系统所处状态, 可

分下列 4 种情况: 1) 若 I(t) = 0, 则 S1 和 S2 将库

存补充到水平 q̄0 = q1+q2+s; 2) 若 I(t) = 1, 则 S1

将库存补充到水平 q̄1 = q1+s; 3) 若 I(t) = 2, 则 S2

将库存补充到水平 q̄2 = q2+s; 4) 若 I(t) = 3, 则库
存从水平 s 继续运行, 期间如果库存水平为 0, 则需
求丢失, 造成缺货费用. 因 S1 和 S2 中断同时结束

的概率为 0, 故当 S1(S2) 中断先结束时, 若库存水
平小于 s, 则 S1(S2) 将库存补充到水平 q̄1(q̄2); 若库
存水平大于 s, 则 S1 和 S2 不再补货. 当库存又降到
水平 s 时, 零售商再次向 S1 和 S2 提出订货, 如此
重复循环运行. 假设 Si 的固定和可变补货费用分别

为 Ki 和 ki, i = 1, 2; 单位产品退货费用 (包括产品
的成本, 以及检查、换包装和重新入库等费用) 为 δ;
单位产品的缺货费用为 π; 单位时间内单位产品的
库存费用为 h. 确定 q1、q2 和 s, 使系统单位时间的
长程平均费用最小.

2 模型的构建

若库存从水平 x0 开始运行, 因它为 0 时需求丢
失, 故补货发生前库存水平变化, 可表为在 0 点反射
的跳跃 –扩散过程 W = (W (t))t≥0, 这里, W (t) =
x0 + X(t)+L(t), 其中, X(t) = Y (t)−µt 是一个跳
跃 –扩散过程; L(t) = −min0≤ς≤t[(x0+X(ς)) ∧ 0]
是局部时间过程, 表示到时间 t 的短缺量.
据跳跃 –扩散过程强 Markov 性知, 二维过程

(I, W ) 是 Markov 过程, 且W 还是一个更新过程.
更新点可选 S1 和 S2 补货完成, 即过程 (I, W ) 的
状态点 (0, q̄0). 循环周期等于相邻更新点间的时间.
图 1 给出一次循环库存水平典型的样本路径 (设
q2 < q1).

图 1 一次循环库存水平典型的样本路径

Fig. 1 A typical sample path of the inventory level

in one cycle

定义 Ci0 和 Ti0 分别表示状态为 i 时库存降到
水平 s (若 i6=3, 因提前期为 0, 故库存水平实际为
q̄i), 自此直到下次循环开始的期望费用和时间. 则
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据更新报酬定理知, 系统长程平均费用率为

TC(q1, q2, s) =
E[一次循环的费用]
E[一次循环的时间]

=
C00

T00

.

显然, 要求最优 q1、q2 和 s, 需确定循环的期望
费用 C00 和时间 T00. 下面, 先求与它们有关的函数.

3 有关函数的求解

为确定系统短缺、库存、退货和补货费用, 需求
解它们的期望量. 又因在状态 3 供应商中断结束时
库存水平是随机的, 故计算期望补货量, 需确定此时
库存水平的分布函数. 另外, 还要确定系统状态间的
转移函数. 下面, 分三部分给出它们的具体形式.

3.1 确定有关期望量和时间函数

设在状态 3 过程 W 从水平 s 开始到一供应
商中断结束为止的运行时间为 τ . 因 S1 和 S2 中

断持续时间, 分别服从独立的参数为 θ1 和 θ2 的

指数分布, 故据随机过程理论知, τ 服从参数为
θ = θ1+θ2 的指数分布, 且 S1 (S2) 中断先结束的
概率为 ϑ1 = θ1/θ (ϑ2 = θ2/θ). 因此, 期望时间
E[τ ] = 1/θ.

另设 W 从任一水平 z (z>s) 出发首次到达水
平 s 的时间为 τ(z), 即 τ(z) = inf{t>0:W (t) =
s|W (0) = z}.

下面, 先给出对应时间 τ 的有关期望量. 在此
基础上, 给出对应时间 τ(z) 的有关量.
引理 1. 设 Π = E[L(τ)]、R = E

∫ τ

0
dY (t) 和

H = E
∫ τ

0
W (t)dt. 则时间 τ 内的期望短缺量、退货

量和库存量分别为

Π =
e−α1(θ)s

α1(θ)
(1)

R =
λ

υθ
(2)

H =
s + Π

θ
+

λ− µυ

υθ2
(3)

这里, α1(θ) 为常数, 其值由式 (5) 给出.
证明. 确定上述函数采用的工具为下列 Kella-

Whitt 鞅M(t), 详细了解请参阅文献 [22].

M(t) = (ϕ(α)− β)
∫ t

0

e−αW (ω)−βωdω + e−αW (0)−

e−αW (t)−βt − α

∫ t

0

e−βωdL(ω) (4)

这里,跳跃 –扩散指数 ϕ(α) = µα− λα/(υ + α).
令 ϕ(α)−θ = 0, 可得两根如下:

α1(θ) =
λ+θ−µυ+

√
(λ+θ−µυ)2+4θµυ

2µ
(5)

α2(θ) =
λ+θ−µυ−

√
(λ+θ−µυ)2+4θµυ

2µ
(6)

令式 (4) 中 β 取 0, 并对停时 τ 应用最优抽样
定理. 因 E[M(0)] = E[M(τ)], 故有:

ϕ(α)E
∫ τ

0

e−αW (t)dt = E[e−αW (τ)]−e−αs+αE[L(τ)]

(7)
又因

E[e−αW (τ)] =
∫ ∞

0

E[e−αW (t)]θe−θtdt =

θE
∫ τ

0

e−αW (t)dt (8)

将式 (8) 代入式 (7), 化简得:

(ϕ(α)− θ)E
∫ τ

0

e−αW (t)dt = −e−αs + αΠ (9)

首先, 令式 (9) 中的 α 取 α1(θ), 左边等于 0, 故
期望短缺量

Π =
e−α1(θ)s

α1(θ)
(10)

其次, 据 Y (t) 为复合 Poisson 过程得:

E[dY (t)] = dE[Y (t)] =
(

λ

υ

)
dt (11)

故期望退货量

R = E
∫ τ

0

λ

υ
dt =

λ

υθ
(12)

最后, 将式 (9) 两边同除 ϕ(α)−θ 得:

E
∫ τ

0

e−αW (t)dt =
−e−αs + αΠ

ϕ(α)− θ
(13)

对式 (13) 两边关于 α 求导, 并令 α = 0, 得期望库
存量

H=− d
dα

(
E
∫ τ

0

e−αW (t)dt
)∣∣∣

α=0
=

s+Π
θ

+
λ−µυ

υθ2

(14)
¤

下面, 给出对应 τ(z) 的有关期望量. 因该段时
间内 W 总大于 0, 故无反射发生, 即式 (4) 最后一
项为 0. 采用上面类似方法, 可得:

E
∫ τ(z)

0

e−αW (t)dt =
e−αs − e−αz

ϕ(α)
(15)

在此基础上, 令式 (15) 中 α→0, 并对右边应用
两次 L.Hospital 法则, 可得期望时间

E[τ(z)] =
υ(z − s)
µυ − λ

(16)
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据式 (11) 和式 (16), 求得期望退货量

R(z) = E
∫ τ(z)

0

dY (t) =
λ(z − s)
µυ − λ

(17)

对式 (15) 两边关于 α 求导, 并令 α = 0, 得期望库
存量

H(z)=E
∫ τ(z)

0

W(t)d(t)=
(z2−s2)(µυ−λ)υ+2λ(z−s)

2(µυ − λ)2
(18)

3.2 确定库存水平分布函数

易知, 时间 τ 结束时的库存水平W (τ−) (因补
货引发库存跳跃, 用左极限表示补货前水平) 为随机
变量. 故求期望补货量, 需确定 W (τ−) 的分布函
数. 为此, 构建一个从水平 s 开始, 周期为 τ 的辅
助更新过程W1 = (W1(t))t≥0. 当 0 ≤ t < τ 时, 有
W1(t)=W(t). 下面, 先求W1 的平稳分布函数.
引理 2. 过程W1 的平稳密度函数为

P0 =
µ(A1+A2)

λ + θ
(19)

f1(x) = A1eα1(θ)x+A2eα2(θ)x, 0 < x ≤ s (20)

f2(x) = A3eα2(θ)x, s < x (21)

这里, α1(θ) 和 α2(θ) 分别由式 (5) 和 (6) 给出.
A1、A2 和 A3 为常数, 其值在证明中给出.

证明. 根据水平穿越理论[23] 知, 库存水平的稳
态密度等于其上穿 (或下穿) 水平 x 的长程平均数.
故利用 PASTA 原则, 通过使库存水平的系统点 (简
称系统点) 轨迹, 上穿和下穿某一水平速率相等, 构
建 x 在区间 (0, s] 内的速率平衡方程

µf1(x) = λ

∫ x

0

e−υ(x−y)f1(y)dy + θ

∫ x

0

f1(y)dy+

λe−υxP0 + θP0 (22)

上式左边为需求引起系统点下穿水平 x 的速率.
右边第 1 项是量大于 x−y 的退货到达, 引起位于
y ∈ (0, x) 系统点上穿水平 x 的速率; 第 2 项是供应
商中断结束, 引起位于 y ∈ (0, x) 系统点上穿水平 x
的速率; 第 3 项和第 4 项分别是量大于 x 的退货到
达和供应商中断结束, 引发位于水平 0 上的系统点
上穿水平 x 的速率.
为求 f1(x), 需将式 (22) 化为微分方程. 定义微

分算子 〈D〉 = d/dx. 对式 (22) 运用 〈D〉〈D+υ〉 得:

µf̈1(x)−(λ+θ−υµ)ḟ1(x)−υθf1(x) = 0 (23)

式 (23) 对应的特征方程为

µω2−(λ+θ−υµ)ω−θυ = 0 (24)

求解式 (24) 得: ω1 = α1(θ) 和 ω2 = α2(θ).
所以, 式 (23) 的通解为

f1(x) = A1eα1(θ)x + A2eα2(θ)x (25)

这里, A1 和 A2 为待定常数.
同理, 构建 x 在区间 (s,∞) 的速率平衡方程

µf2(x) + θ

∫ ∞

x

f2(y)dy = λ

∫ s

0

e−υ(x−y)f1(y)dy+

λ

∫ x

s

e−υ(x−y)f2(y)dy + λP0e−υx (26)

式 (26) 各项说明参考式 (22), 故不再赘述.
下面确定 f2(x). 因退货到达时间和批量均服从

指数分布, 故据指数分布的无记忆性知, 系统点在水
平 x 之上逗留时间 τx (即系统点从上穿到下穿水平
x 间的时间) 的分布独立于 x, 且 E[τx] 为常数, 设它
等于 Γ̄x. 另外, 若 Dt(x) 表示时间 (0, t) 内系统点
下穿水平 x 的次数, 那么, 它是一个更新计数过程.
令 dx 表示系统点相继两次下穿水平 x 的时间. 则
过程 {Dt(x), t≥0} 的更新速率为

lim
t→∞

Dt(x)
t

= lim
t→∞

E[Dt(x)]
t

= µf2(x) =
1

E[dx]
(27)

据更新过程理论, 系统点位于水平 x 之上的时
间比例有下列关系

E[τx]
E[dx]

=
Γ̄x

E[dx]
= 1− F2(x) (28)

这里, F2(x) =
∫ x

0
f2(y)dy.

由式 (27) 和 (28) 得:

µΓ̄xf2(x) = 1− F2(x) (29)

故据式 (29) 知, f2(x) 可表示为

f2(x) = A3e−ηx (30)

这里, A3 和 η 均为待定正常数.
在此基础上, 确定 P0 及常数 A1、A2、A3 和 η.
首先, 利用式 (22) 和 (25), 令 x 从右边趋于 0

得:

P0 =
µ(A1 + A2)

λ + θ
(31)

将式 (25)、式 (30) 和式 (31) 代入式 (26), 并比较等
式两边 x函数的系数得:

µ +
θ

η
=

λ

υ − η
(32)
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和

[ µ

λ + θ
−1−e(υ+α1(θ))s

υ+α1(θ)

]
A1+

[ µ

λ + θ
− 1−e(υ+α2(θ))s

υ+α2(θ)

]
A2−

e(υ−η)s

υ − η
A3 = 0 (33)

据式 (32) 得: η = −α2(θ).
其次, 分布函数要满足下列标准条件

P0 +
∫ s

0

f1(y)dy +
∫ ∞

s

f2(y)dy = 1 (34)

将式 (25)、式 (30) 和式 (31) 代入式 (34) 得:
[

µ

λ+θ
− 1−eα1(θ)s

α1(θ)

]
A1 +

[
µ

λ+θ
−1−eα2(θ)s

α2(θ)

]
A2−

eα2(θ)s

α2(θ)
A3 = 1 (35)

另外, 在水平 s 上系统点还要满足速率平衡方
程

µf2(s)+θ

∫ ∞

s

f2(y)dy+θ

∫ s

0

f1(y)dy+P0θ = µf1(s)

(36)
结合式 (34), 式 (36) 可化简为

µf1(s)− µf2(s) = θ (37)

将式 (25) 和式 (30) 代入式 (37) 得:

µeα1(θ)sA1 + µeα2(θ)sA2 − µeα2(θ)sA3 = θ (38)

最后, 据式 (33)、式 (35) 和式 (38) 构成的方程
组得:

[A1, A2, A3]T = Λ−1`̀̀ (39)

这里, `̀̀ = [θ, 1, 0]T,

Λ =



µeα1(θ)s µeα2(θ)s −µeα2(θ)s

µ
λ+θ

− 1−eα1(θ)s

α1(θ)
µ

λ+θ
− 1−eα2(θ)s

α2(θ)
− eα2(θ)s

α2(θ)
µ

λ+θ
− 1−e(υ+α1(θ))s

υ+α1(θ)
µ

λ+θ
− 1−e(υ+α2(θ))s

υ+α2(θ)
− e(υ+α2(θ))s

υ+α2(θ)




¤
因 τ 服从指数分布, 故据 PASTA 原则得, W1

的平稳分布函数即为待求W (τ−) 的分布函数.

3.3 确定状态转移函数

对固定时间 t, 定义转移函数矩阵 P (t) =
[Pij(t)], 其中, Pij(t) = P{I(t) = j|I(0) = i},
i, j = 0, · · ·, 3. 考虑到 W 从任一水平 z(z > s)

出发首次到达水平 s 所需时间 τ(z) 为随机的, 下面,
给出对应 τ(z)的状态转移函数期望矩阵 [φ

ij
(z)],即

[φ
ij
(z)] = E[P (τ(z))].
引理 3. 设 $k = γk+θk, k = 1, 2, 和 $3 =

$1+$2, 则

[φ
ij
(z)] = UD̄(z)U−1, i, j = 0, · · · , 3 (40)

这里

U =




1 1 1 1
1 1 − θ2

γ2
− θ2

γ2

1 − θ1
γ1

1 − θ1
γ1

1 − θ1
γ1

− θ2
γ2

θ1θ2
γ1γ2




D̄(z) =




1 0 0 0
0 e−ᾱ1(z−s) 0 0
0 0 e−ᾱ2(z−s) 0
0 0 0 e−ᾱ3(z−s)




U−1 =




θ1θ2
$1$2

γ2θ1
$1$2

γ1θ2
$1$2

γ1γ2
$1$2

γ1θ2
$1$2

γ1γ2
$1$2

− γ1θ2
$1$2

− γ1γ2
$1$2

γ2θ1
$1$2

− γ2θ1
$1$2

γ1γ2
$1$2

− γ1γ2
$1$2

γ1γ2
$1$2

− γ1γ2
$1$2

− γ1γ2
$1$2

γ1γ2
$1$2




其中,常数 ᾱi 据式 (5)取 θ等于$i 得到, i = 1, 2, 3.
证明. 对固定时间 t,文献 [11] 给出 4 个状态连

续时间Markov 链的转移函数矩阵

P (t) = UD(t)U−1 (41)

这里

D(t) =




1 0 0 0
0 e−$1t 0 0
0 0 e−$2t 0
0 0 0 e−$3t




由 Pj = limt→∞ Pij(t), 可得 4 个状态的长程概
率

[P0, P1, P2, P3] =
1

$1$2

[θ1θ2, θ1γ2, γ1θ2, γ1γ2]

(42)
另据式 (41) 得

[φij(z)] = UE[D(τ(z))]U−1 (43)

下面, 基于 Kella-Whitt 鞅, 确定 E[D(τ(z))].
首先,利用式 (4),对 τ(z)应用最优抽样定理得:

(ϕ(α)− β)E
∫ τ(z)

0

e−αW (t)−βtdt =

E[e−αW (τ(z))−βτ(z)]− e−αz =

e−αsE[e−βτ(z)]− e−αz. (44)
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其次, 取 β 等于 $i, 得 ϕ(α) − $i = 0 正根
ᾱi = α1($i).
将它代入式 (44), 左边为 0, 故有:

E[e−$iτ(z)] = e−ᾱi(z−s), i = 1, 2, 3 (45)

据式 (45) 得:

E[D(τ(z))] = D̄(z) (46)

最后, 将式 (46) 代入式 (43), 即得式 (40).
¤

4 确定循环的期望费用和时间

为简化表述, 令随机变量 Z = W (τ−),
ρ1 = P (Z < s)、 ρ2 = E[Z1{Z<s}]、 ρ3 =
E[R(Z)1{Z>s}]、ρ4 = E[H(Z)1{Z>s}] 和 ψij =
E[φij(Z)1{Z>s}], i = 1, 2, j = 0, · · · , 3.
另外,令 K̄i = Ki+kiqi, i = 1, 2, K̄0 = K̄1+K̄2

和 ϑ̄j = ϑ1ψ1j+ϑ2ψ2j, j = 1, 2, 3,以及

M =




1− φ11(q̄1) −φ12(q̄1) −φ13(q̄1)
−φ21(q̄2) 1− φ22(q̄2) −φ23(q̄2)
−ϑ̄1 − ρ1ϑ1 −ϑ̄2 − ρ1ϑ2 1− ϑ̄3




这里, ϑi 值已在第 3.1 节给出. ρ1、ρ2、ρ3、ρ4 和 ψij

值, 利用引理 2 的分布函数及式 (17)、(18) 和 (40)
易得. 最后, 求得矩阵M . 考虑空间限制, 省略其结
果.
定理 1. 利用引理 1、2 和 3 给出的结果, 可求

得循环期望费用

C00 = σ0 + [φ01(q̄0), φ02(q̄0), φ03(q̄0)]M−1εεε (47)

这里, εεε = [σ1, σ2, σ̄]T. 其中, σ̄ 和 σi (i = 0, 1, 2) 为
常数, 其值在证明中给出. φ0i(q̄0) 据式 (40) 取 z 等
于 q̄0 得到.
证明. 由问题描述知, 过程 W 从更新点 (即

状态 i 为 0 水平为 q̄0) 出发, 到达水平 s 时, 系
统供应商的 4 种状态均可能发生, 其概率分别为
φ00(q̄0)、φ01(q̄0)、φ02(q̄0) 和 φ03(q̄0). 故据更新过程
原理得:

C00 =φ00(q̄0)[hH(q̄0) + δR(q̄0) + K̄0]+
φ01(q̄0)[hH(q̄0) + δR(q̄0) + K̄1 + C10]+
φ02(q̄0)[hH(q̄0) + δR(q̄0) + K̄2 + C20]+
φ03(q̄0)[hH(q̄0) + δR(q̄0) + C30] =

hH(q̄0) + δR(q̄0) +
2∑

j=0

φ0j(q̄0)K̄j+

3∑
j=1

φ0j(q̄0)Cj0 = σ0 +
3∑

j=1

φ0j(q̄0)Cj0 (48)

这里

σ0 = hH(q̄0) + δR(q̄0) +
2∑

j=0

φ0j(q̄0)K̄j

据式 (17)、式 (18) 和式 (40), 取 z 等于 q̄0, 求得
R(q̄0)、H(q̄0)和 φ0j(q̄0), 将它们代入上式, 即得 σ0.
下面, 分别确定式 (48) 中的 Ci0, i = 1, 2, 3.
首先, 针对 i = 1 和 2. 采用上面类似方法得

Ci0 =hH(q̄i) + δR(q̄i) +
2∑

j=0

φij(q̄i)K̄j+

3∑
j=1

φij(q̄i)Cj0 = σi +
3∑

j=1

φij(q̄i)Cj0 (49)

这里

σi = hH(q̄i) + δR(q̄i) +
2∑

j=0

φij(q̄i)K̄j

σi 求解方法与 σ0 相同, 故不再赘述.
其次, 对 i = 3. 易知, τ 结束时库存水平

W (τ−), 即 Z, 有两种情况: 1) Z<s, 此时, 若 S1

中断先结束 (概率为 ϑ1), 补货量为 q̄1−Z; 若 S2 中

断先结束 (概率为 ϑ2), 补货量为 q̄2−Z. 2) Z>s, 此
时, 供应商不再补货. 当W 从水平 Z 又降到水平 s
时, 系统供应商的 4 种状态均可能发生. 两种情况下
除包含库存、补货和退货费外, 还有短缺费. 采用上
面类似方法得:

C30 =πΠ+hH+δR+ϑ1

{
E[1{Z<s}(K1+k1(q̄1 − Z)+

C10)]+E[1{Z>s}(hH(Z)+δR(Z)+
2∑

j=0

φ1j(Z)K̄j+

3∑
j=1

φ1j(Z)Cj0)]
}
+ϑ2

{
E[1{Z<s}(K2+k2(q̄2−Z)+

C20)]+E[1{Z>s}(hH(Z)+δR(Z)+
2∑

j=0

φ2j(Z)K̄j+

3∑
j=1

φ2j(Z)Cj0)]
}

= σ̄+(ϑ1ρ1+ϑ1ψ11+ϑ2ψ21)C10+

(ϑ2ρ1 + ϑ1ψ12 + ϑ2ψ22)C20 + (ϑ1ψ13 + ϑ2ψ23)C30

(50)

这里

σ̄ = πΠ+δ(R+ρ3)+h(H +ρ4)+ρ1[ϑ1(K̄1+k1s)+

ϑ2(K̄2+k2s)]−ρ2(ϑ1k1+ϑ2k2)+
2∑

j=0

(ϑ1ψ1j+ϑ2ψ2j)K̄j
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将式 (1)、式 (2) 和式 (3) 及上面求得的变量代入,
可得 σ̄.
据式 (49) 和式 (50) 构成的方程组, 求得

[C10, C20, C30]T = M−1εεε (51)

最后, 将式 (51) 代入式 (48), 即得式 (47).
¤

定理 2. 利用引理 1∼ 3 给出的结果, 可求得循
环期望时间

T00 = E[τ(q̄0)] + [φ01(q̄0), φ02(q̄0), φ03(q̄0)]M−1ννν
(52)

这里,ννν =
[
E[τ(q̄1)],E[τ(q̄2)], 1/θ+E[τ(Z)1{Z>s}]

]T
.

其中, E[τ(q̄i)] 可据式 (16) 取 z 等于 q̄i 得到,
i = 0, 1, 2; E[τ(Z)1{Z>s}] 据式 (16) 和引理 2 的
分布函数求得. 考虑空间限制, 省略其结果.
证明. 与确定期望费用 C00 类似, 可求得:

T00 = φ00(q̄0)E[τ(q̄0)] + φ01(q̄0)
(
E[τ(q̄0)] + T10

)
+

φ02(q̄0)
(
E[τ(q̄0)]+T20

)
+φ03(q̄0)

(
E[τ(q̄0)]+T30

)
=

E[τ(q̄0)] +
3∑

j=1

φ0j(q̄0)Tj0 (53)

同理, 可求得:

Ti0 = E[τ(q̄i)] +
3∑

j=1

φij(q̄i)Tj0, i = 1, 2 (54)

至于 T30, 参考 C30 的确定方法, 可得:

T30 =E[τ ] + ϑ1

{
E[T101{Z<s}] + E[(τ(Z)+

3∑
j=1

φ1j(Z)Tj0)1{Z>s}]
}

+ ϑ2

{
E[T201{Z<s}]+

E[(τ(Z) +
3∑

j=1

φ2j(Z)Tj0)1{Z>s}]
}

=

1
θ

+ E[τ(Z)1{Z>s}] + [ϑ2ψ21+

ϑ1(ρ1 + ψ11)]T10 + [ϑ1ψ12 + ϑ2(ρ1+
ψ22)]T20 + (ϑ1ψ13 + ϑ2ψ23)T30. (55)

据式 (54) 和 (55) 得:

[T10, T20, T30]T = M−1ννν (56)

最后, 将式 (56) 代入式 (53), 即得式 (52). ¤

5 仿真试验与分析

利用定理 1 和 2, 构建长程平均费用率优化模型

min TC(q1, q2, s) =
C00

T00

因无法判断该函数的单调性或凹凸性, 这里, 利
用 MATLAB 非线性优化函数, 求得它的近似最优
解 (为便于叙述, 下面简称为最优解).
试验目的是分析退货存在时, 双源采购策略缓

解中断对库存影响的效果, 以及供应商差异性和系
统参数对最优订货策略 q∗1 , q∗2 , s∗ 和费用 TC∗ 的影
响. 因给定 Si 的可靠性 ζi = 1/γi

1/γi+1/θi
, 中断又有频

率低 (高) 持续时间长 (短) 两种类型.为全面分析它
的影响, 据 S1 和 S2 可靠性和中断类型不同的组合

形式, 表 1 给出 8 组试验数据, 其中, 前 4 组为不同
可靠性组合; 后 4 组为可靠性固定条件下不同中断
类型组合.

表 1 供应商的状态参数及可靠性

Table 1 Status parameters and reliability of

the suppliers

Datasets γ1 θ1 ζ1 γ2 θ2 ζ2

1 0.1 0.9 90% 0.1 0.9 90%

2 0.1 0.9 90% 0.9 0.1 10%

3 0.9 0.1 10% 0.1 0.9 90%

4 0.9 0.1 10% 0.9 0.1 10%

5 0.1 0.1 50% 0.1 0.1 50%

6 0.1 0.1 50% 0.9 0.9 50%

7 0.9 0.9 50% 0.1 0.1 50%

8 0.9 0.9 50% 0.9 0.9 50%

试验采用其他参数的基本值如下: K1 = 10,
k1 = 1, K2 = 20, k2 = 2, µ = 120, λ = 15,
υ = 0.5, h = 0.3, π = 15, δ = 5.

5.1 双源采购策略的效果

针对表 1 每组实验数据, 在其他参数取基本值
条件下, 表 2 给出零售商单源和双源采购对应的最
优结果. 这里, 单源采购的结果, 是假设另一供应商
的中断时间分布参数为 0 条件下得到的.
据表 2 知, 供应商的可靠性和中断类型, 均对系

统产生较大影响. 其表现为, 尽管 S2 的补货费用比

S1 的大, 但当它的可靠性比 S1 高 (如第 3 组), 或它
的中断类型为频率高持续时间短, 而 S1 的中断类型

为频率低持续时间长 (如第 6 组) 时, 零售商从它比
从 S1 单源采购更经济.
另外, 针对每组试验数据, 双源采购的费用

TC∗ 均比单源采购的费用
−→
TC∗ 和 T̂C

∗
低, 尤

其是, 在 S1 和 S2 的可靠性低 (如第 4 组) 或中
断类型均为频率低持续时间长 (如第 5 组) 情况
下, 双源采购比单源采购的优势更明显. 究其原因
是, 在两个供应商可靠性低或中断类型均为频率
低持续时间长情况下, 若采用单源采购策略, 为避
免中断引发的库存短缺, 零售商不但要订购大量产
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表 2 单源和双源采购对应的最优控制策略和费用

Table 2 Optimal control policy and cost for single and dual sourcing

S1 S2 S1 and S2
Datasets

~q∗ ~s∗
−→
TC∗ q̂∗ ŝ∗ T̂C

∗
q∗1 q∗2 s∗ TC∗

1 167.20 66.07 320.62 208.54 42.43 413.29 176.01 13.38 0.02 300.46

2 167.20 66.07 320.62 954.20 672.16 818.15 172.10 15.09 55.72 318.50

3 782.66 863.70 734.29 208.54 42.43 413.29 372.19 129.38 42.40 397.65

4 782.66 863.70 734.29 954.20 672.16 818.15 807.48 497.81 477.67 628.89

5 521.72 617.14 668.31 680.49 458.17 746.25 397.92 86.62 249.19 520.71

6 521.72 617.14 668.31 343.75 120.58 469.85 246.93 178.79 98.37 409.08

7 282.38 156.98 372.86 680.49 458.17 746.25 302.60 27.99 93.65 362.88

8 282.38 156.98 372.86 343.75 120.58 469.85 280.89 37.72 65.46 349.77

品, 而且还要保持较高订货水平, 由此造成过多的库
存费用. 若采用双源采购策略, 就能起到较好地防
御中断效果. 这可根据双源采购下两供应商同时处
入中断状态的长程概率 γ1γ2

(γ1+θ1)(γ2+θ2)
(即式 (42) 中

P3), 总小于单源采购下供应商处入中断状态的长程
概率 γi/(γi+θi), i = 1, 2, 得到证实.

5.2 供应商差异性对系统的影响

与供应商有关除状态参数外, 还有补货费用. 在
假设其他参数取基本值条件下, 针对每组实验数据,
表 3 给出 S2 相对 S1 的固定和可变补货费用变化,
对应的最优结果.

首先, 据表 3 知, 与人们预期相同, 当 k2 为 1
(即 S2 和 S1 的可变补货费相同) 时, 增加K2, 导致
每次从 S2 的固定订货费增大. 为缓解 TC∗ 大幅提
高, 零售商采取增加订货量 q∗1 和 q∗2 及减小订货水
平 s∗ 的策略, 从而降低从 S2 订货的频率. 当K2 为

10 (即 S2 和 S1 的固定补货费相同) 时,增大 k2, 引
起 S2 订货费用显著增加, 为此, 零售商降低从 S2 的

订货量 q∗2 和订货水平 s∗, 相应增加从 S1 的订货量

q∗1 , 结果 TC∗ 增大了.
其次, 表 3 给出, 在 K2 为 10 和 k2 为 1, 即 S2

和 S1 补货费用相同情况下, 可靠性高的供应商, 其
补货量大 (如第 2 和 3 组); 若可靠性也相同, 则中断
类型为频率高持续时间短的供应商, 具有较高的补
货量 (如第 6 和 7 组); 若补货费用、可靠性和中断
类型都相同, 即 S2 和 S1 无差异, 此时, 它们的补货
量才相同 (如第 1、4、5 和 8 组).

最后, 对比表 2 和表 3 知, 无论 S1 和 S2 的可

靠性、中断类型及补货费用如何变化, TC∗ 均小于−→
TC∗ 或 T̂C

∗
. 说明不管供应商差异性多大, 双源

采购策略均优于单源采购策略. 因此, 本文将文献
[8 – 10] 的结论, 推广到包含退货的更一般环境.

5.3 系统关键参数的灵敏度分析

表 3 K2 和 k2 变化对应的最优控制策略和费用

Table 3 Optimal control policy and cost for varying K2 and k2

Datasets K2 k2 q∗1 q∗2 s∗ TC∗ Datasets K2 k2 q∗1 q∗2 s∗ TC∗

1 10 1 64.37 64.38 0.02 278.26 5 10 1 164.49 164.49 309.42 484.27

1 20 1 69.91 83.81 0.01 284.57 5 20 1 178.70 204.41 296.06 486.25

1 10 2 149.85 9.15 0.01 292.41 5 10 2 365.99 57.85 263.66 517.44

2 10 1 150.47 96.24 58.19 315.42 6 10 1 55.29 219.90 112.42 345.07

2 20 1 153.27 101.63 57.02 315.97 6 20 1 59.03 232.38 109.23 347.91

2 10 2 166.51 10.45 57.64 317.63 6 10 2 237.05 168.66 100.91 406.52

3 10 1 96.24 150.47 58.19 315.42 7 10 1 219.90 55.29 112.42 345.07

3 20 1 103.89 184.59 47.65 320.26 7 20 1 227.02 76.32 109.73 347.99

3 10 2 369.12 94.19 52.14 391.58 7 10 2 287.76 19.47 97.17 358.48

4 10 1 594.16 594.16 540.50 584.85 8 10 1 130.69 130.69 76.31 318.80

4 20 1 596.67 596.72 539.55 585.32 8 20 1 138.34 142.08 74.03 321.89

4 10 2 805.28 495.42 478.41 628.44 8 10 2 268.52 27.29 68.03 345.65
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表 4 h 和 π 变化对应的最优控制策略和费用

Table 4 Optimal control policy and cost for varying h and π

Datasets h π q∗1 q∗2 s∗ TC∗ Datasets h π q∗1 q∗2 s∗ TC∗

1 0.5 15 112.18 12.29 0.01 322.00 5 0.5 15 209.61 66.36 64.11 587.97

1 0.3 20 181.34 13.54 0.03 302.35 5 0.3 20 430.06 93.10 359.65 563.13

2 0.5 15 122.44 15.01 16.97 349.22 6 0.5 15 134.57 131.19 73.58 462.69

2 0.3 20 177.91 15.33 79.66 327.36 6 0.3 20 255.38 196.17 119.99 421.08

3 0.5 15 217.71 111.45 3.78 429.74 7 0.5 15 219.00 27.00 62.95 418.30

3 0.3 20 375.88 135.10 66.37 407.22 7 0.3 20 311.18 28.03 117.58 372.49

4 0.5 15 509.68 349.63 359.37 769.16 8 0.5 15 184.58 36.74 52.13 396.55

4 0.3 20 866.85 558.40 577.86 677.04 8 0.3 20 289.44 39.20 78.93 356.50

其他参数取基本值条件下, 针对每组实验数据,
表 4 给出库存费 h 和短缺费 π 变化, 对应的最优结
果.
对比表 2 和表 4 知, 与人们期望相同, 增大 h,

引起 q∗1、q∗2 和 s∗ 减小; 而增大 π, 又造成 q∗1、q∗2 和
s∗ 增加. 但作用的主要对象不同. 因 S1 的补货费用

较低, 零售商从其订货量较多, 故增大 h, 造成 q∗1 较
大幅度减少; 而增大 π, 主要影响短缺费用, 故 s∗ 有
较大幅度的增加. 但它们增大均导致 TC∗ 增加.

最后, 因退货为不可控的, 故退货费 δ 变化, 仅
与 TC∗ 有关, 对 q∗1、q∗2 和 s∗ 无影响. 需求率 µ、退
货批次 λ 和批量 1/υ 对系统的影响, 符合人们的预
期, 即当 µ 增大时, q∗1、q∗2、s∗ 和 TC∗ 均增加; 当
λ 或 1/υ 增大时, q∗1、q∗2 和 s∗ 均减小, 而 TC∗ 增加
(因退货费 δ 大于库存费 h). 考虑空间限制, 省略其
计算结果.

6 结论

供应中断和退货环境下库存控制问题, 因包含
多个随机因素 (如供应和中断的持续时间及退货的
批次和批量), 致使利用传统建模方法很难解决, 从
而造成该问题在理论上缺乏深入研究.
在将库存水平变化表示为跳跃 –扩散过程条件

下, 利用水平穿越理论和鞅方法, 研究了双源采购库
存控制模型的构建, 这也是本文的创新之处. 在此基
础上, 得到新环境下有关库存控制结论如下: 1) 系
统最优控制策略和费用, 不但与供应商可靠性有关,
而且还与中断类型有关. 2) 当单位产品短缺费用较
高时, 双源采购优于单源采购, 尤其是, 当两个供应
商的可靠性低或中断类型均为频率低持续时间长时.
3) 除供应中断外, 供应商的差异性及关键参数, 均
会对最优控制策略和系统费用产生较大影响.
还可拓展研究如下: 1) 本文假设中断是独立的,

但有时并非如此, 如暴风雪灾会导致两供应商同时
中断. 因此, 研究中断相关情况下双源采购问题更有
实际意义; 2)本文假设需求和退货参数是固定的, 实
际中它们很可能变化, 如顾客得知零售商供应中断

时, 会增加需求和减少退货. 因此, 研究这些参数与
中断状态相关环境下库存问题更有使用价值. 通过
深入研究, 以期更好解决该问题.
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