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不确定系统的鲁棒与随机模型预测控制算法比较研究

谢澜涛 1 谢 磊 1 苏宏业 1

摘 要 近几十年来, 不确定系统模型预测控制的理论和应用得到了飞速发展. 本文简要地回顾了不确定系统中鲁棒模型预

测控制和随机模型预测控制的发展历史, 总结了它们的相关应用, 并较为细致地分析了线性不确定系统模型预测控制的各种

主要算法. 通过总结各种算法的通用模型、运作方式、问题规模, 以及它们保证递归可行性、稳定性的方法, 分析了部分算法

可行域间的关系, 揭示了各种算法的主要特点、适用场合和未来可发展方向, 并通过仿真实例直观地分析了各种算法的性能和

可靠性.
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A Comparative Study on Algorithms of Robust and Stochastic MPC for

Uncertain Systems
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Abstract In recent years, the development of model predictive control (MPC) of uncertain systems has been remarkable.

This paper briefly reviews the development of robust MPC and stochastic MPC, summarizes their applications, and

expounds and discusses the main algorithms of linear uncertain systems in these two fields. By summarizing their general

models, the ways they work, computational complexities, and the ideas they use to ensure recursive feasibility and stability,

we reveal the relationship of feasible sets among some of them and unravel the main features of these algorithms and their

application situations. Finally, we demonstrate the performance of all the algorithms through certain simulation cases

and give some indication on the future development of these two fields.
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模型预测控制 (Model predictive control,
MPC) 指的是一类通过显式的系统过程模型来预
测其未来响应并求解能使系统表现最优的输入量的

计算机算法的总称[1−2]. MPC 的思想最早可追溯
到十九世纪六十年代. 由于MPC 概念简单, 并且能
够有效地处理复杂系统的约束问题, 实现复杂控制
目标, 使得 MPC 在过程工业、汽车、能源、环境、
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航空、医疗等一系列领域取得了广泛的应用[2−5].
MPC 的一般工作流程可概括如下: 1) 在当前时刻,
获取系统状态测量值; 2) 求解一个优化控制问题
(Optimal control problem, OCP) 得到预测时域控
制率; 3) 仅将预测时域中第一个控制量作为系统输
入; 4) 在下一时刻再回到 1). 这个过程被一直重复
进行, 因此MPC 又叫做滚动时域控制.

能否准确对系统的未来响应进行预测将直接影

响 MPC 应用的效果, 而预测的准确性又取决于系
统模型是否准确. 模型的不确定性有时会导致被控
系统反应迟钝, 甚至不稳定[6]. 虽然滚动时域的方式
使得MPC 具有一定的鲁棒性[5], 但传统的MPC 并
不是为处理系统不确定性而设计的, 其鲁棒稳定性
的实现要求外部噪声足够小或者状态约束不存在[7],
所以它仍然无法满足一般情况下不确定系统控制的

需求. 为了系统地解决这个问题, Campo 等在 1987
年率先提出了Min-max鲁棒模型预测控制 (Robust
model predictive control, RMPC) 的算法[8], 随
后 Allwright 等在文献 [9−10] 中将这种Min-max
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RMPC 的思想进一步完善. Min-max RMPC 考虑
了由不确定性引起的 “最坏” 的情况, 如果系统能在
这种 “最坏” 的情况下稳定运行, 则对于未来发生的
任何一种不确定性, 系统仍然可以稳定运行[11−12].
虽然这种考虑 “最坏” 情况的设计方法使得约束
能被所有不确定性所满足, 但这种方法却是十分
保守的, 甚至会导致控制问题不可解. 在 Min-max
RMPC 算法发展同时, Blanchini 和 Kouvaritakis
等为处理系统的不确定性提出了另一种基于 Tube
的 RMPC 算法[13−15]. 早期的基于 Tube 的算法和
Min-max 算法一样, 也十分的保守. 为了减少考虑
不确定性带来的保守性, Raković 和 Cannon 等近
期提出了新型的基于 Tube 的 RMPC 算法[16−21],
通过采用分离控制策略, 将名义系统 (无不确定性系
统) 从实际系统中分离出来, 把对实际系统的控制
转化为对名义系统的控制, 把系统状态控制在一个
状态约束的子集当中, 这个子集就是所谓的 Tube.
Tube 的存在保证了实际系统对约束的满足, 这种特
性使得设计更简单快速的算法成为可能.
系统中的不确定性也可以看作噪声. RMPC 算

法只能处理有界、确定噪声, 并且要求约束也是有界
的. 如果把随机噪声当作确定有界干扰来处理, 会使
得控制器过于保守, 较大的随机噪声分布范围甚至
会导致 RMPC 控制器找不到可行解. 随机模型预
测控制 (Stochastic MPC, SMPC) 利用了噪声的随
机特性并且能处理更多约束类型. 在 SMPC 算法当
中, 人们通常求取的是惩罚函数的最小期望值[7], 而
用到的随机特性通常是噪声的期望和协方差 (如文
献 [22−23]), 有时还会用到噪声的概率密度分布函
数 (如文献 [24−25]). 对于无界噪声, SMPC 算法一
般考虑以下三种约束: 均值约束[26]、概率约束 (又
叫机会约束)[18, 22] 和有界输入约束[27−28]. 这种情况
下, SMPC 算法设计难点在于处理无界噪声, 因为
噪声的无界特性会在下一时刻将系统状态拉至过远

而导致相关OCP没有可行解. 当然, SMPC也是可
以处理有界噪声下的有界状态约束的, 只要把概率
约束中的概率当作 1 来处理, 例如文献 [18] 和 [29].

RMPC 和 SMPC 算法主要研究的是参数不确
定性、外部不确定性或结构不确定性, 结构不确定性
可以转化为参数不确定处理[30]. 本文主要讨论外部
不确定性, 读者可以将处理外部不确定性的一些方
法拓展到参数不确定性或者更复杂的情况上去. 例
如, 当线性系统中参数和外部不确定性都出现时, 在
RMPC 算法中可以通过将两种不确定性分离, 并通
过适当的 LMI转换就可以进行求解[31],而在 SMPC
算法中也有类似的通过情景优化的方法来解决[32].
本文的目的在于归纳总结和分析各种典型的

RMPC 和 SMPC 算法 (如图 1 所示), 揭示这些算
法的特点, 并对可以用于相同控制对象的算法以表 1
为依据通过仿真实例来比较算法的优劣. 在前文已
经介绍了MPC、RMPC 和 SMPC 的主要特点, 在
下一节将介绍两大类主要的 RMPC 算法, 并通过一
个 2 维的仿真实例展示各种算法的特性. 然后, 探
究 4 种主要的 SMPC 算法, 并通过一个 7 维的仿真
实例来展示各种算法的不同. 最后, 通过这些算法的
应用来说明这些算法使用的广泛性, 并总结和展望
RMPC 和 SMPC 的一些未来可研究方向.

图 1 主要讨论算法

Fig. 1 Main algorithms

表 1 算法主要参数

Table 1 Main parameters of algorithms

说明

问题规模 变量数目: 指最终 OCP 决策变量的数量, 包括所有的松弛变量.

约束数目: 是指最终 OCP 的约束数目.

平均 CPU 时间: 指每一次求解最终 OCP 所花费的平均时间.

本质属性 可行域范围: 假设 OCPM 的所有决策变量为 ΘM (xk), 其中 xk 是算法M 下的初始状态,

OCPM 的可行域可定义为:

F M = {x|∃ΘM (x) 使得 OCPM 有可行解}
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符号和定义: 正整数集和实数集分别表示为 N
和 R. N[a,b] = {a, a + 1, · · · , b} 表示从 a 到 b 的

整数集. X 表示一个集合, 则 xxx ∈ Xn 表示向量 xxx

由 n 个分量组成, 且每个分量 xi ∈ X, i = 1, · · · , n.
对于集合 X ⊆ Rn 和 Y ⊆ Rn, Minkowski 集
合加法定义为 X ⊕ Y = {x + y|x ∈ X, y ∈ Y },
x + X 表示 {x} ⊕ X. Pontryagin 几何减法
定义为 X ª Y = {x|x ⊕ Y ⊆ X}. 对于 α ∈
R (M ∈ Rm×n), αX(MX) := {αx(Mx)|x ∈ X}.
co{v1, v2, · · · , vn} 表示点集 {v1, v2, · · · , vn} 的凸
包. E(·) 表示期望, Exk

(·) 表示给定 xk 的条件

期望, Pr(·) 表示概率. ‖ · ‖ 表示标准欧几里得范
数, ‖ · ‖1 表示 `1 范数, ‖ · ‖∞ 表示 `∞ 范数. 对
于 n × 1 的矩阵 M(w) = {m1(w), · · · ,mn(w)}T

和 w ∈ W , 定 义 maxw∈W M(w) :=
{maxw∈W m1(w), · · · ,maxw∈W mn(w)}T.

1 鲁棒模型预测控制 (RMPC)

鲁棒模型预测控制处理的是一类有界噪声问题,
带外部噪声的线性不确定系统可表示为[12, 33−36]:

xk+1 = Axk + Buk + Gwk (1)

其中, 系统状态 xk ∈ Rn, 系统输入 uk ∈ Rm, 外部
噪声 wk ∈ Rr. 外部噪声 w 的值在时刻 k 和未来时

刻都是未知的, 只知道它的取值范围, 而且 (不失一
般性) 可以表示为:

wk ∈ W := {w : Mw ≤ m} (2)

一些文献 (如文献 [34−37]) 处理的外部噪声取
值范围为∞ 范数类型 (即 ‖w‖∞ ≤ ε), 这可以看作
是式 (2) 的一种特殊情况. 外部噪声可能来自于周
围环境噪声, 也可能来自于对模型失配部分的重构.
RMPC 中的约束通常都是包含原点的凸集, 设闭合
凸集 X = {x|Exx ≤ 1}, U = {u|Euu ≤ 1}, 则系
统的状态约束和输入约束可分别表示为:

xk ∈ X, uk ∈ U (3)

部分如文献 (如文献 [34−35]) 会考虑 u 和 x 的

联合约束 (即 Exx + Euu ≤ 1) . 联合约束在表达上
更具一般性, 但它不利于体现外部干扰在不同控制
率下对输入约束和状态约束的影响, 同时也不利于
应用到基于 Tube 的算法当中. 在实际应用中, 独立
的约束更常见, 所以之后的章节中不对联合约束的
情况进行讨论.

1.1 Min-max RMPC

如文献 [33] 所描述, Min-max RMPC 的 OCP

一般可表示为:

min
{uk+j}

max
{wk+j}

:
N−1∑
j=0

xT
k+jQxk+j+

uk+jRuk+j + JN(xk+N)

s.t.

xk+1 = Axk + Buk + Gwk

xk+j ∈ X, ∀wk+j ∈ W, j ∈ N[0,N−1]

uk+j ∈ U,∀wk+j ∈ W, j ∈ N[0,N−1]

xk+N ∈ XN

(4)

其中输入约束 U = {u|Euu ≤ 1}, 状态约束
X = {x|Exx ≤ 1}, 终值约束 XN = {x|Efx ≤ 1},
JN(x) = xTPx 为终值惩罚, N 为预测时域, Q, R

为权重正定矩阵.
为了使表达更为直观简洁, 使用紧凑结构来

重新书写式 (4). 定义 xxx = {xT
k xT

k+1 · · ·
xT

k+N−1}T, uuu = {uT
k uT

k+1 · · · uT
k+N−1}T,

www = {wT
k wT

k+1 · · · wT
k+N−1}T, OCP (4) 可

改写为:

min
uuu

max
www

: xxxTQxxx + uuuTRuuu + xT
k+NPxk+N

s.t.

xxx = Axk + Buuu + Gwww

Exxxx ≤ 1, ∀www ∈ W N

Euuuu ≤ 1, ∀www ∈ W N

xk+N ∈ XN

(5)

式中其他矩阵的定义在此省略. 为了求解式 (5), 通
常将这样一种Min-max形式的OCP转化成为标准
的优化问题, 如 LP、QP 或者 SDP. 转化的困难主
要来源于两方面: 一是怎样处理Min-max 形式的目
标函数; 二是怎样让约束摆脱噪声www ∈ W N 的干扰.
为了解决这两个问题, 学者们做了很多的努力, 这里
总结比较常用的策略:

S1 目标函数: 将Min-max 形的目标函数由

min
uuu

max
www

: xxxTQxxx + uuuTRuuu + xT
k+NPxk+N

转化成

min
uuu,c

: c s.t. xxxTQxxx + uuuTRuuu+

xT
k+NPxk+N ≤ c, ∀www ∈ W N

(6)

决策变量 c 可以被当作是 max(·) 部分的上界. 文
献 [8] 利用枚举法列举 W N 所有的顶点, 将式 (6)
中的约束转化为 xxxTQxxx + uuuTRuuu + xT

k+NPxk+N ≤
c, wv

i ∈ W N
v , i = 1, · · · , nv, 其中 W N

v 是由 W N
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所有顶点组成的集合, nv 为顶点的个数. 枚举顶点
法实质上是基于这样一个性质[38]: 如果 C 为闭合凸

集且 f : C → R 为凸函数, 若 f 在 C 上存在最大

值, 那么这个最大值将在 C 的某个极点处取得. 文
献 [30, 34]利用 Schur补将式 (6)中的约束转化为一
个不确定的线性矩阵不等式 (LMI), 然后通过一个
半定松弛过程 (具体见文献 [39]) 将不确定 LMI 转
化为确定的 LMI. 由于枚举法引入的约束随着 w 的

维数和预测时域 N 的增加而急剧增加, 导致 OCP
的求解速度变得非常缓慢, 所以在实际应用中并不
是一个很好的选择, 而 LMI 则没有这样的问题.

S2 约束处理: 通过枚举W N 所有顶点的方

法 (如文献 [8]) 可以保证 “最坏” 的情况也能够被满
足, 或将原约束分离为确定和不确定两部分, 通过运
行一个局部优化问题求解不确定部分的最大值, 即
“最坏” 情况 (如文献 [39−40]):

{确定部分}+ max
w
{不确定部分} ≤ 1 (7)

决策变量是否出现在不确定部分会使得求解

maxw {不确定部分} 的方法略有不同. 同样, 对于
约束的处理, 枚举法会使得OCP 的约束数量急剧增
加, 而局部优化求解的方法则没有这方面的问题.

Min-max RMPC 算法根据控制率是否为与系
统状态相关的函数 (即 u = φ(x), 其中 φ(x) 通常是
仿射的) 可分为开环和闭环两大类. 如图 2 所示, 在
本文中把控制序列为 {uk+j} 的算法称为开环Min-
max (Open-loop min-max, OL2M) RMPC, 如文
献 [8, 10]; 把控制率为 uk+j = Kxk+j + vk+j (其
中 vk+j 为新的决策变量, K 为反馈矩阵) 的算法
称为定常反馈Min-max (Fixed feedback min-max,
FF2M) RMPC, 如文献 [33, 41]; 控制率为 uk+j =
Kjxk+j +vk+j (其中Kj 也是决策变量)的算法称为
动态反馈 Min-max (Dynamic feedback min-max,
DF2M) RMPC, 如文献 [34, 42]; 双模式枚举 Min-
max (Dual mode enumeration min-max, DME2M)
RMPC 特指由 Scokaert 和Mayne 在 1998 年提出
的一种控制率 uk+j = f(wk,l, wk+1,l, · · · , wk+j−1,l)
的算法, 其中 f(·) 为一个非线性函数, {wk+j,l} 为
W 的各个顶点, 详见文献 [12]. 这些算法都采用了
S1 和 S2 提及的策略来处理 Min-max 的 OCP 问
题, 它们的特点将在后面进行讨论.
开环 Min-max (Open-loop min-max, OL2M)

RMPC: 作为最简单的控制结构, OL2M RMPC 的
OCP 中的决策变量为 {uT

k uT
k+1 · · · uT

k+N−1},
通过利用 S1 和 S2, Min-max OCP 可以被转化为
一个标准的 LP 问题 (如文献 [8]) 或 SDP 问题 (如
文献 [39]).

图 2 主要的Min-max RMPC 算法

Fig. 2 Main algorithms of min-max RMPC

定常反馈Min-max (Fixed feedback min-max,
FF2M) RMPC: 在经典控制论中使用闭环回路往
往可以实现更好的控制效果, 模型预测中采用反馈
校正的方法也能实现闭环回路. 反馈的关键是利
用可测量的系统状态信息, 对原预测系统进行矫正.
另一种利用系统状态信息的方法是在输入中直接

引入状态信息, FF2M RMPC 就是这样一种闭环
控制算法, 控制率 uk+j = Kxk+j + vk+j 为系统状

态的线性函数, 通常选取能使得 A + BK 幂零的

K [33], 即存在特定的整数 s 使得 (A + BK)s = 0.
这种定常反馈的好处在文献 [41] 中已经进行了详细
的叙述, 总的来说就是反馈的存在使得式 (7) 中的
maxw {不确定部分} 部分在一定程度上得到抑制,
从而使得约束得以放宽, 降低了保守性. 但是, 由此
并不能断言 FF2M RMPC 一定比 OL2M RMPC
好, 因为这种约束的放宽往往是针对状态约束而言
的, 而对于输入约束, 由于反馈的存在, 使得干扰也
进入了输入, 从而导致经过局部优化后的输入约束
变得更加狭小. 比较极端的情况是, 输入约束本来就
很小, 而干扰比较大, 经过 S2 的局部优化后输入约
束会变为空集从而导致 OCP 不可解. 同样, FF2M
RMPC 的 OCP 也可被转化为一个标准的 LP 或
SDP 问题.
动态反馈 Min-max (Dynamic feedback min-

max, DF2M) RMPC: 在反馈控制中, K 的选择将

极大地影响控制效果, 为了综合 K 的选取与控制器

的设计, 一种自然的想法是将反馈矩阵 K 也设置成

决策变量, 控制率则变为 uk+j = Kjxk+j + vk+j. 动
态反馈使得OCP 的自由度增加, 使得保守性得以降
低. 事实上, OL2M RMPC 和 FF2M RMPC 分别
属于DF2M RMPC的一种特殊情况,当Kj = 0,∀j
时, 则为 OL2M RMPC, 当 Kj = K, ∀j 时则为
FF2M RMPC.

但不幸的是, 控制率 uk+j = Kjxk+j + vk+j 并

不能直接应用于 OCP(4), 它会使得 OCP(4) 变成
非凸问题. 在发现控制率 uk+j = Kjxk+j + vk+j 实

质上是干扰 w 的函数后, 文献 [34] 提出了干扰仿
射控制率 uk+j =

∑j−1

i=0 Lj,iGwk+i + vk+j, 文献 [42]
则进一步证明了干扰仿射控制率和状态仿射控制率

uk+j =
∑j

i=0 Kj,ixk+i + vk+j 实际存在着一一对应
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关系, 而更有利的是, 干扰仿射控制率能继续保持原
OCP 的凸特性, 所以一般用干扰仿射来代替状态仿
射的情况.

双模式枚举 Min-max (Dual mode enumer-
ation min-max, DME2M) RMPC: Scokaert 和
Mayne 在文献 [12] 中提出了一种 DME2M RMPC
的算法. 这种算法本质上是一种开环算法, 不同的干
扰实现对应着不同的决策变量, 同时利用了双模策
略来保证了算法的可行性与稳定性. 双模算法是一
种被广泛应用的确保可行与稳定性的算法, 如基于
Tube的算法[19−20, 43] 或基于动态规划的算法[44−45].
在双模算法当中, 有个概念是十分重要的:

鲁棒控制不变 (Robust control invariant, RCI)
集[12, 46]:
如果需要满足约束 X 和 U 的系统 (1) 在控制

率 uk = Kxk 和初始状态 xk ∈ S 的情况下满足

Kxk ∈ U 且 (A + BK)xk + Gwk ∈ S,∀wk ∈ W ,
则集合 S ⊆ X ⊆ Rn 叫做鲁棒控制不变 (RCI) 集,
K 可离线计算得到.

注意. 文献中有很多种对于不变集的定义,
例如文献 [31] 把如上这样的集合 S 叫做正鲁棒不

变 (Robustly positively invariant, RPI)集, 而文献
[16] 和 [46] 又用正鲁棒不变 (RPI) 集来定义不需要
满足状态反馈控制率和系统约束的不变集, 为了避
免混淆, 本文中鲁棒控制不变 (RCI) 集指的是如文
献 [12, 46] 中所定义的集合.
在 DME2M RMPC 算法中, S 为 RCI 集, 则

双模算法可概括为:

• 如果 xk /∈ S, “外部控制器” 作用, 通过求解相
应的 OCP, 将 x 引导至 S 中.

• 如果 xk ∈ S, “内部控制器” 作用, 不需求解任
何 OCP, 直接将输入设置为 uk = Kxk, K 为

与 RCI 集 S 相关的反馈矩阵. 由 RCI 集的特
性可知, 系统状态将始终处于 S 中, 并最终趋于
稳定.

文献 [12] 中的 “外部控制器” 实质上求解的
是一个开环 OCP 问题. 对于预测时域为 N 的控

制器, 噪声 W 的所有顶点实现可用集合 Wl =
{wk,l, wk+1,l, · · · , wk+N−1,l}, l ∈ N[1,nN

v ], wk+j,l ∈
Wv 表示, 其中 nv 为 w 顶点的数目, nN

v 表示 nv

的 N 次幂, Wv 为 W 所有顶点的集合. 每一种顶
点实现 Wl 都有与之对应的决策序列 uuul = {uk,l,

uk+1,l, · · · , uk+N−1,l}, l ∈ N[1,nN
v ], uk+j,l ∈ U 和相

应的状态序列 xxxl = {xk,l, xk+1,l, · · · , xk+N−1,l}, l ∈
N[1,nN

v ], xk+j,l ∈ X. 则 “外部控制器” 求解的 OCP
可描述见附录中的 (A1).

式 (A1) 是已经枚举过的开环 OCP, 通过策略
S1 可以很容易地进行求解. 由于不同的噪声顶点实
现对应不同的决策组合, 使得 OCP 的自由度比一
般开环 OCP 更高, 所以这种双模枚举的算法保守
性会更低. 可以看到, 由于噪声顶点实现有 nN

v 种

组合, 所以决策变量数由普通开环 OCP 的 N ×m

个提高到 nN
v × N ×m 个, 但如果没有因果约束的

限制, 即使求解出所有的决策变量, 控制器也不知道
选择哪一个输入给系统, 且系统稳定性也无法保证,
所以文献 [12] 用因果约束又将决策变量数目降低到
(n0

v +n1
v + · · ·+nN−1

v )×m 个. 由前文知, 这种顶点
实现决定决策变量的方法也可应用到闭环控制策略

中, 但由于它仍属于枚举法, 当 N 增大, 或噪声维数
增多时, 计算量过于庞大, 导致此种算法并不实用.
但这种 DME2M RMPC 算法的意义非凡, 它提供
了一种直观地确保可行性和稳定性的双模结构, 被
后期大量的学者和算法广泛采用.
可行性与稳定性: 算法可行性是指对应 OCP

有可行解的特性, 对于 RMPC 来说, 算法可行性往
往与系统的约束以及噪声的取值范围有关. OCP
(4) 可行的必要条件为:

Pi ⊆ Qi, i = 0, 1, 2, · · · , N (8)

其 中 Qi =
⊕i−1

j=0 AjBUi−1−j, Pi =⊕i−1

j=0 AjGWi−1−j.
可行必要条件指出了系统约束和噪声的取值范

围需满足的关系式, 它在系统设计阶段能给予设计
者很好的帮助. 例如, 通过 Matlab 的 MPT 工具
箱[47], 很容易对式 (8) 中的关系进行测试. 如果条
件没有满足, 则无论设计什么样的模型预测控制器,
系统的递归可行性都是没有办法保证的. 设计者就
不需要花费时间去调试不同的算法和设计不同控制

率上, 而是把精力放在如何从硬件或周围环境上降
低噪声范围, 如何扩大输入约束, 或者扩大状态约束
上.
当提及稳定性的时候, 是以算法的可行性为前

提的. 以上算法中, 除了 DME2M, 还没有讨论稳
定性所需要满足的条件. 系统稳定性可通过终值约
束和终值惩罚满足一定条件来实现[48], 或者使用
无穷预测时域[32−33], 但通过无穷预测时域实现的
稳定性往往要求系统为渐进稳定系统或者系统矩

阵 (A,B) 可控. 为了保证 OL2M, FF2M, DF2M
RMPC 的稳定性, 终值惩罚 JN(x) = xTPx 和终

值约束 XN 需满足
[39, 48]: A1: XN 为 RCI 集; A2:

当 uk = Kxk 时, 对于 ∀xk ∈ XN 和 ∀wk ∈ W 有

JN(xk+1) − JN(xk) ≤ −xT
k Qxk − uT

k Ruk. 如果不
考虑稳定性, 仅保证算法的递归可行性的话, A1 就
足够了.
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表 2 Min-max 算法的问题规模

Table 2 Problem scale of algorithms

算法 变量数目 约束数目

OL2M Nm + Nr + 1 1LMI + Nnhx + Nnhu + nS

OL2M* Nm + Nr + 1 (qN − 1)(1L + Nnhx + nS) + Nnhu

FF2M Nm + Nr + 1 1LMI + Nnhx + Nnhu + (2Nr + 1)nS

FF2M* Nm + Nr + 1 (qN − 1)(Nnhx + Nnhu + (2Nr + 1)nS + 1)

DF2M N(N − 1)/2 + Nm + N2(nhx + nhu)r + Nr + 1 1LMI + Nnhx + 2N2(nhx + nhu)r + Nnhu + (2Nr + 1)nS

DF2M* N(N − 1)/2 + Nm + N2(nhx + nhu)r + Nr + 1 (qN − 1)(Nnhx + 2N2(nhx + nhu)r + Nnhu + (2Nr + 1)nS + 1)

DME2M* (qN − 1)m/(q − 1) + 1 qN (1 + Nnhx + Nnhu + nS)

最大的 RCI 集: 为了降低算法的保守性, XN

需要尽可能大. 当 uk = Kxk, 且需满足约束X 和 U

时, 系统 (1) 的最大的 RCI 集 SM 可如下求出
[31]:

SM = {s ∈ Rn|Ex(A + BK)js ≤ 1−Hx
j ,

EuK(A + BK)js ≤ 1−Hu
j , j ∈ N[0,v]}

(9)
其中 Hx

j = maxwi∈W

∑j−1

i=0 Ex(A + BK)iGwi,
Hu

j = maxwi∈W

∑j−1

i=0 EuK(A + BK)iGwi, v 为使

得对 ∀s ∈ SM 有 Ex(A + BK)v+1s ≤ 1−Hx
v+1 和

EuK(A + BK)v+1s ≤ 1−Hu
v+1 的最小整数. 这样

的 RCI 集存在的一个必要条件为 max(Hu
j ) ≤ 1 且

max(Hx
j ) ≤ 1.

同样的, 最大的控制不变 (Control invariant,
CI) 集 S0M 可以通过令 Hx

j = 0 and Hu
j = 0 用同

样的方法求得. 如果对于需满足约束X 和U 的系统

(1) 满足: S0 ⊆ X, KS0 ⊆ U 且 (A+BK)S0 ⊆ S0,
则 S0 叫做控制不变 (CI) 集, 更多和不变集的相关
信息可查阅综述文献 [46].

Min-max 算法的问题规模总结如表 2, 其中带
∗ 表示求解中利用枚举法进行转化.
参 数 不 确 定 系 统 处 理 的 是 形 如

minu max(A,B)∈Ω J(x, u), s.t. xk+1 = Axk +
Buk, x ∈ X, u ∈ U 的问题[49], 其中参数不确定
集 Ω = co{(A1, B1), · · · , (Ano, Bno)}. 一种自然的
想法是类似外部不确定问题那样采用枚举法, 然而
参数不确定性使得优化问题对 (A,B) 是非凸的, 枚
举法并不能保证目标函数的最优和约束的满足. 文
献 [30] 利用不变椭圆集 P (Qp) = {x|xTQpx ≤ 1}
和 LMI 解决了上述问题. 具体过程可分为三步: 1)
将预测时域设置为无穷大, 并作相关假设保证惩
罚函数有上界; 2) 采用反馈控制率 u = Kx, 其中
K = Y Q−1

p , Y, Qp 为决策变量, 并建立使惩罚函
数上界相关不等式得以满足的 LMI; 3) 在 u = Kx

作用下, 未来状态实际上都会保持在不变椭圆集
P (Qp) 中, 再建立使 P (Qp) ⊆ X 和 KP (Qp) ⊆ U

成立的 LMI. 这样原问题就被转化成了 SDP 问题,
同时不变集和无穷时域的应用保证了递归可行性

和稳定性. 文献 [30] 的这种方法被大量学者处理
RMPC 问题或 LPV 问题所采用, 如文献 [50−53].

1.2 基于 Tube的RMPC

基于 Tube 的 RMPC 首先由文献 [13] 提出, 之
后被文献 [15, 19−20, 43, 54−55] 等所发展. 其基本
思想是通过某种控制率将系统的状态 xk+j 控制在

一个可以叫做 Tube 的集合 Xk+j 中, 这个 Tube 集
合为系统约束 X 的子集, 然后将整个 Tube 引导至
一个希望的位置. 这种对于 Tube 的操作让人们可
以直接处理不确定性所带来的对于系统动态和约束

的影响[56]. 此算法的一大优势是可以将系统确定部
分和不确定部分分离, 使得控制器可以将很多工作
离线计算完成, 这个特点使基于 Tube 的算法得到
广泛发展和应用. 本文讨论三种典型的基于 Tube
的 RMPC 算法 (如图 3 所示): 基于 Rigid tube
(RT) 的 RMPC[55], 基于 Homethetic tube (HT)
的 RMPC[19] 和基于 Parameterized tube (PT) 的
RMPC[20].

图 3 基于 Tube 的 RMPC

Fig. 3 Tube-based RMPC

对于这些基于 Tube 的 RMPC, 可以给出一个
通用的 OCP:

min
vvv

:
N−1∑
j=0

(|Xk+j|T + `s(Xk+j)) + `(vvv) + `f (Xk+N)

s.t.

xk+1 = Axk + Buk + Gwk

xk+j ∈ Xk+j ⊆ X, j ∈ N[0,N−1]

uk+j ∈ Uk+j ⊆ U, j ∈ N[0,N−1]

xk+N ∈ Xk+N ⊆ Xf

(10)
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其中 |Xk+j|T 表示从 Xk+j 到目标集合 T 距离的

测度, 可以叫做 “位置控制”. `s(Xk+j) 表示对集合
Xk+j 形状 (包括大小) 的惩罚, 可以叫做 “形状控
制”. `(vvv) 表示对决策变量 vvv 的惩罚. `f (Xk+N) 为
终值惩罚.

RT 和 HT RMPC 中的 T 为 {0}, 而 PT
RMPC中为一个RCI集 S. 约束 xk+j ∈ Xk+j ⊆ X

需要被分为 xk+j ∈ Xk+j 和 Xk+j ⊆ X 两部分来单

独处理, 通常用所属递归法

xk ∈ Xk
uk=⇒ xk+1 ∈ Xk+1 (11)

来保证系统状态待在对应Tube中,即 xk+j ∈ Xk+j,
第二部分则可直接通过约束 Xk+j ⊆ X 保证.
uk+j ∈ Uk+j ⊆ U 同样可直接在约束中保证.
各种算法对于 Tube 的控制各不相同, 在 RT

RMPC 中, 只通过控制 Tube 的中心来控制 Tube
的位置, 如图 4 (a) 所示. 在 HT RMPC 中, Tube
的位置和大小同时都可被控制, 如图 4 (b) 所示. 而
PT RMPC 提供了更多的自由度, 通过控制 Tube
的顶点, 不仅可以控制 Tube 的位置和大小, 还可以
控制其形状, 如图 4 (c) 所示.

图 4 对于 Tube 的控制

Fig. 4 Manipulation of tubes

RT 和 HT RMPC 都采用分离控制率 u =
K(x − x) + v, 将系统的确定部分和不确定部分
分离开来:

xk+j = xk+j + ek+j (12a)

xk+1 = Axk + Bvk (12b)

ek+1 = (A + BK)ek + Gwk (12c)

其中式 (12b) 为名义系统模型, 式 (12c) 为不确定部
分. 当 K 被时变参数 Kk+j 代替时, 式 (12) 仍然成

立, 只需把式 (12c) 替换为 ek+1 = (A + BKk)ek +
Gwk. PT RMPC 采用了更为复杂的参数化控制策
略, 但它仍然是基于名义系统 (12b) 的. 这三种算法
的目标函数都不包含不确定部分的, 更多细节将随
后讨论.

Righid tube (RT) RMPC: 由于控制率
uk+j = K(xk+j−xk+j)+vk+j 可以将不确定系统进

行分离, 得到确定的名义系统部分和不确定的噪声
部分. 文献 [55] 由此设计了只需控制确定的名义系
统状态的 RT RMPC 算法. RT RMPC 中的 Tube
形式为 Xk+j = xk+j + Sr 和 Uk+j = KSr + vk+j,
其中 Sr 为正鲁棒不变 (RPI) 集[16]:

正鲁棒不变 (Robustly positively invariant,
RPI) 集: 集合 Sr 叫做系统 (1) 的正鲁棒不变集,
如果当 uk = Kxk 时, 对于 ∀xk ∈ Sr 和 ∀wk ∈ W

有 (A + BK)xk + Gwk ∈ Sr 成立.
在控制率的作用下,有 (A+BK)Sr+GW ⊆ Sr

成立, 所以所属递归式 (11) 自然成立. 由于

Xk+j 和 Uk+j 需要分别为 X 和 U 的子集, 所以
希望 Sr 尽可能小, 系统 (1) 的最小 RPI 集可通
过 Sr =

⊕∞
j=0(A + BK)jGW 求得[57], 或通过

Sr = 1
1−ρ

⊕r−1

j=0(A + BK)jGW 近似求得[16], 其中
r 和 ρ ∈ [0, 1) 满足 (A + BK)rGW ⊆ ρGW . 其实,
直接使用 Sr 是十分保守的, 一种有效地降低保守性
的方法是令 Xk+j = xk+j +

⊕j−1

i=0 (A + BK)iGW .
相比于使用无穷时域的 RPI 集, 这里得到的 Tube
将会更小. 但这种方法的提升和 PT RMPC 比起
来, 效果是有限的, 所以没有学者单独以此提出过一
种算法.

由文献 [55] 知, RT RMPC 中 “位置控制” 为
|Xk+j|T = xT

k+jQxk+j, 惩罚每个 Tube 的中心点
到 T = {0} 的距离. 由于 Sr 的形状是固定的, 所
以没有 “形状控制”, 即 `s(Xk+j) = 0. `(vvv) 则为∑N−1

j=0 vT
k+jRvk+j, 为了保证稳定性, `f (x) = xTPx

和 Xf 需满足:
B1: (A + BK)Xf ⊆ Xf , Xf ⊆ X ª Sr,

KXf ⊆ U ªKSr

B2: `f ((A + BK)x) − `f (x) ≤ −xTQx −
(Kx)TRKx, ∀x ∈ Xf

因此, RT RMPC 的 OCP 可见附录中的 (A2).
文献 [31] 提出了一种等价于文献 [55] 中 RT

RMPC 的不同表达式, 这种方法里利用了系统 (1)
的分解模型:

xk+j = xk+j + ek+j (13a)

xk+1 = (A + BK)xk + Bck (13b)

ek+1 = (A + BK)ek + Gwk (13c)
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其中 uk+j = Kxk+j + ck+j. 注意式 (13b) 和 (12b)
之间的不同, 这种分解模型在基于 Tube 的 SMPC
中同样被广泛应用.

Homethetic tube (HT) RMPC: 由于 RT
RMPC算法中Tube的大小是不能改变的, 且Tube
在设计的过程中过度地考虑了未来所有时刻噪声的

影响, 使得 Tube 体积较大, 保守性太强, 所以文献
[19] 设计了一种 Tube 大小可控的 HT RMPC 算
法. 在控制率 uk+j = K(xk+j − xk+j) + vk+j 下,
HT RMPC 中 Tube 为 Xk+j = xk+j + αk+jSr 和

Uk+j = Kαk+jSr + vk+j (其中决策变量 αk+j ≥ 0).
集合 Sr 同样为 RPI 集.
在 HT RMPC 中, 所属递归式 (11) 并不能

单独靠控制率而得到. 由于控制 Tube 大小的决
策变量 αk+j 的存在, 同样的控制率并不能保证
(A + BK)αk+jSr + GW ⊆ αk+j+1Sr, 需要显示
地将之作为约束条件加入到 OCP 中才能保证所属
递归式 (11) 成立.

由文献 [19] 知, “位置控制” 为 |Xk+j|T =
xT

k+jQxk+j, “形状控制”为 `sXk+j = qα(αk+j−α)2,
其中 α = (1 − λ)−1µ, λ = minβ{β : GW ⊆ βSr},
µ = minβ{β : (A + BK)Sr} ⊆ βSr. `(vvv) 为∑N−1

j=0 vT
k+jRvk+j, 为了保证算法稳定性 `f (x, α) =

xTPx + pα(α− α)2 需满足 Xf (α):
C1: Xf ⊆ X − αSr, KXf ⊆ X − KαSr,

(A+BK)Xf ⊆ X−(λα+µ)Sr, K(A+BK)Xf ⊆
X −K(λα + µ)Sr

C2: (A+BK)TP (A+BK)−P +Q+K ′RK ¹
0, pα ≥ (1− λ2)−1qα

HT RMPC 的最终 OCP 可见附录中的 (A3).
Parameterized tube (PT) RMPC: HT

RMPC 使得 Tube 算法的保守性在一定程度上得
到了降低, 但仍存在两个问题, 一是 Tube 可能在
某些方向上还有缩小的可能; 二是如果系统约束和
Tube 不在相同的朝向, 即使 Tube 体积很小, 但在

某些方向上仍会使得紧缩后的系统约束没有多少余

量. PT RMPC 就是解决了这两个问题的一种算法.
在 PT RMPC 中的 Tube 和控制率更为复杂, 这种
复杂给求解 OCP 提供了更多的自由度. 根据文献
[20], W 被描述为W = co{w̃l ∈ Rr, l ∈ N[1,q]}, 其
中 q 为W 的顶点数. 为了保证稳定性, OCP 中的
终值约束为一个 RCI 集 S = {x : Esx ≤ 1}, Tube
和控制率如表 3 所示.

通过这样的参数化, 可确保 xk+j ∈ Xk+j 和

uk+j ∈ Uk+j, 且参数满足

xi=0
k+j+1 = Axi=0

k+j + Bui=0
k+J ,∀j ∈ N[0,N−1]

xi,l
k+j+1 = Axi,l

k+j + Bui,l
k+J ,

∀i ∈ N[1,j−1],∀j ∈ N[2,N−1],∀l ∈ N[1,q]

xi=j,l
k+j = Gw̃l,∀l ∈ N[1,q]

(14)

PT RMPC 中的目标集合 T 为终值约束 S. 点
到集合距离测度有许多不同的定义, 如文献 [20, 31],
这里讨论容易理解的文献 [31] 中的定义:

点 xxx 到集合 SSS 的距离: 如果 x ∈ S 则 |x|S = 0,
否则 |x|S = max{Esx} − 1. 所以集合X 到 S 的距

离定义为 |X|S = maxx∈X |x|S. 则 PT RMPC 中的
OCP(10) 最终可见附录中的 (A4).
基于Tube的RMPC算法的问题规模如表 4所

示. 设集合 Xf = {x|Efx ≤ 1} 和 Sr = {x|Esrx ≤
1} 的表达为不可约, 则 nf 表示 Ef 的行数, nsr 表

示 Esr 的行数.
各个算法的保守性是不一样的, 往往保守性越

大, 可行域越小. 各算法可行域之间的关系可以通过
以下定理来说明:
定理 1. 假设集合 A → B 表示 A ⊆ B,

A 99K B 表示在一定条件下 A ⊆ B, 对于满足
约束 X 和 U 的系统 (1), 以上算法的可行域满足如
图 5 所示关系.

表 3 PT RMPC 的 Tube 和参数化

Table 3 Tubes and parameterization of PT RMPC

输入 Tube 状态 Tube 参数化

Uk = {Uk, Uk+1, · · · , Uk+N−1}
其中

Uk+j =
⊕j

i=0 U i
k+j , ∀j ∈ N[0,N−1]

U i=0
k+j = {ui=0

k+j ∈ Rm}, ∀j ∈ N[0,N−1]

U i
k+j = co{ui,l

k+j ∈ Rm, ∀l ∈ N[1,q],

∀i ∈ N[1,j], ∀j ∈ N[1,N−1]}

Xk = {Xk, Xk+1, · · · , Xk+N−1}
其中

Xk+j =
⊕j

i=0 Xi
k+j , ∀j ∈ N[0,N]

Xi=0
k+j = {xi=0

k+j ∈ Rn, ∀j ∈ N[0,N]}
Xi

k+j = co{xi,l
k+j ∈ Rn, l ∈ N[1,q],

∀i ∈ N[1,j−1], ∀j ∈ N[2,N]}
Xi=j

k+j = GW = co{xi=j,l
k+j = Gw̃l,

∀l ∈ N[1,q], ∀j ∈ N[1,N]}

xk+j =
∑j

i=0 xi
k+j

其中, ∀i ∈ N[1,j], ∀j ∈ N[1,N]

xi
k+j =

∑q
l=1 λl

k+jx
i,l
k+j

且
∑q

l=1 λl
k+j = 1

uk+j =
∑j

i=0 ui
k+j

其中 ∀i ∈ N[1,j], ∀j ∈ N[1,N−1]

ui
k+j =

∑q
l=1 λl

k+ju
i,l
k+j ,

λl
k+j 同 xi

k+j



6期 谢澜涛等: 不确定系统的鲁棒与随机模型预测控制算法比较研究 977

表 4 基于 Tube 的 RMPC 算法的问题规模

Table 4 Problem scale tube-based RMPC

算法 变量数目 约束数目

RT Nm + n Nnhx + Nnhu + nf + nsr

HT Nm + n + 1 N(nhx + nhu + 1) + nf + nsr

PT (N − 1)2/2(mq + nhx + nhu)+ N(N + 1)/2 + 3N + Nns + N(N − 1)(3(1 + q)q/2 + 2)/2+

N(n + nh + 1) + N2 nhx + nhu + N(1 + q)qns/2 + ns

证明. 如图 5 所示, 在第 2.1 节中已经提到过
OL2M RMPC 和 FF2M RMPC 为 DF2M RMPC
的一种特殊情况, 所以 1© 和 2© 可直接得到. 由
于 RT RMPC 和 HT RMPC 的基本 OCP 都为
(10), 要想证明 3©, 只需证明 HT RMPC 的 Tube
XHT

k+j(xk+j, αk+j) 和 UHT
k+j(xk+j, αk+j) 存在特定的

α∗k+j 使之与 RT RMPC 的 TubeXRT
k+j(xk+j) 和

URT
k+j(xk+j) 相同. 显然存在 α∗k+j = 1, 因此, 3©
得证. 同理, 当 Sr ⊆ X 且 Xf (αN) ⊆ S 时,
由于 PT RMPC 的常规意义下的 Tube x0

k+j ⊕⊕j

i=0 Di
k+j 和 u0

k+j ⊕
⊕j

i=0 V i
k+j (见附录) 的自

由度远大于 HT RMPC, 所以对于每一个 HT
RMPC 的 Tube, PT RMPC 都能与之匹配, 则
4© 得证. 另外, 4© 成立的两个条件是很容易

实现的, 所以一般情况可以把 4© 当作实线. 当
Xf ⊆ Sc, 其中 Sc = S ª ⊕N−1

i=0 (A + BK)iGW ,
5© 可被实现. OL2M RMPC 中的状态约束等价于
xk+j ∈ XOL2M

j = X ª⊕j

i=0(A + BK)iGW , 由于
Sr =

⊕∞
j=0(A + BK)jGW , 有 XRT

j ⊆ XOL2M
j ,

同时 xk ⊕ Sr ⊆ X, 可以得到 F RT ⊆ F OL2M .
6© 也可简单地被证明, 因为 DF2M RMPC 的反

馈控制率可以当作是 PT RMPC 的一种特例, 只
需 ui,l

k+j = Li
k+jw̃l, 其中

∑q

l=1 λl
k+jL

i
k+j = Lj,i,

wk+i =
∑q

l=1 λl
k+jw̃l 且

∑q

l=1 λl
k+j = 1. ¤

1.3 仿真和分析

采用文献中广泛应用的仿真系统模型[17, 19, 55]:

xk+1 =

[
1 1
0 1

]
xk +

[
0.5
1

]
uk + wk (15)

X = {x| − 10 ≤ x1 ≤ 2,−10 ≤ x2 ≤ 10},
U = {u| − 1 ≤ u1 ≤ 1}, W = {w| − 0.01 ≤ w1 ≤
0.01,−0.01 ≤ w2 ≤ 0.01}.

选择控制时域为 N = 5, 仿真时域为 TN = 20.
仿真结果和可行域如图 6∼图 10 所示. 从图 6 可
以看到所有 RMPC 算法都满足约束要求 (曲线几

图 5 可行域关系

Fig. 5 Relationships of feasible sets

图 6 仿真结果

Fig. 6 Simulation result
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图 7 可行域

Fig. 7 Feasible set

图 8 不满足条件时 OL2M 和 RT RMPC 的可行域

Fig. 8 Feasible sets of OL2M and RT RMPC beyond condition

图 9 满足条件时 OL2M 和 RT RMPC 的可行域

Fig. 9 Feasible sets of OL2M and RT RMPC under condition
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图 10 DF2M 和 PT RMPC 的可行域

Fig. 10 Feasible sets of DF2M and PT RMPC

乎重合), 而 MPC 算法则违反了约束. 从图 7 (a)
可以看到 F OL2M ⊆ F DF2M 和 F FF2M ⊆ F DF2M .
DME2M RMPC 算法作为一种特殊的开环算法, 通
过增加OCP 的自由度使得其可行域也得以扩大, 在
本例中, F DME2M = F DF2M , 但是其变量数目, 特
别是约束数目太多, 使得求解平均用时为 88.9 s, 远
远高于其他非枚举算法. 从图 8∼图 9 可以看到, 当
Xf * Sc 时, 不能保证 F RT ⊆ F OL2M , 而如图 9(b)
所示, 当 Xf ⊆ Sc 时, 有 F RT ⊆ F OL2M . 所有仿真
结果都符合定理 1.

仿真由 CPU 为 Intel(R) Core(TM) i7-4600
@2.1GHz 2.7 GHz 的电脑完成, 从表 5 和可行域
图中可以看到以下规律:

1) 有效的决策变量越多, 可行域越大.
2) 同类型算法结构下 (Min-max 或者基于

Tube 的算法), 变量数目和约束数目越多, 平均
CPU 时间就越大.
由于 PT RMPC 的终值约束为 RCI 集, 所以

可以将 DME2M RMPC 中的双模式方法直接应用
到 PT RMPC 中, 即一旦 xk 进入 RCI 集, 就直接
启用控制输入 uk = Kxk. 双模式方法的启用可以
大大缩短平均计算时间, 在此例中, 双模式方法下的
PT RMPC 算法平均 CPU 时间为 0.16 s.

表 5 RMPC 算法对比

Table 5 Comparison of RMPC algorithms

算法 变量数目 约束数目 平均 CPU 时间 (s)

MPC 5 30 0.2884

OL2M 16 1LMI + 35 0.3884

OL2M* 16 25 585 49.4144

FF2M 16 1LMI + 135 1.1977

FF2M* 16 139 128 267.5556

DF2M 326 1LMI + 735 1.9504

DF2M* 326 752 928 1 444.8

DME2M* 342 36 864 88.9460

RT 7 81 0.3247

HT 8 86 0.3329

PT 140 636 0.7974

2 随机模型预测控制 (SMPC)

随机模型预测控制利用噪声的统计特性来实现

控制目标, 能够有效地处理机会约束或者有界约束
下的系统控制问题. 由于机会约束系统在一定程度
上允许约束被违反, 它通常对噪声的取值范围是不
敏感的. 而对于有界约束系统, 无界噪声的出现往往
给系统控制带来巨大的挑战. 本文讨论应用较为广
泛的基于情景生成法、基于随机 Tube 和基于确定
性等价式的 SMPC 算法, 以及一种处理有界约束系
统下无界噪声的 SMPC 算法. 各算法处理的约束和
噪声类型如表 6 所示.

SMPC 的 OCP 的一般形式表示如下[5, 32, 65]:

min
{πk+j}N−1

j=0

Exk
[
N−1∑
j=0

J(xk+j, πk+j) + JN(xk+N)]

s.t.

xk+1 = Axk + Buk + Gwk

Pr(Exxk+j ≤ 1) ≥ 1− ε, j ∈ N[0,N−1]

Pr(Euuk+j ≤ 1) ≥ 1− ε, j ∈ N[0,N−1]

Tf (·) ≤ 0
(16)

其中 {πk+j(·)}N−1
j=0 为控制率, Tf (·) ≤ 0 为终值

约束. 当 ε = 0 时, 表示有界约束. 如表 6 所示,

表 6 主要 SMPC 算法

Table 6 Main SMPC algorithms

算法 主要文献 可处理约束 噪声类型

基于情景生成法 [58−60] 机会状态和输入约束 (概率 < 1) 无界或有界随机

基于随机 Tube [18, 29, 61] 机会状态和输入约束 (概率 ≤ 1) 有界随机

基于饱和函数 [24−25, 27] 有界输入约束 无界随机

基于确定性等价式 [22−23, 62−64] 机会状态和输入约束 (概率 < 1) 无界或有界随机
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并不是所有的算法都可以处理 ε = 0 的情况的. 当
ε = 0 时, 不适当的算法可能会不可行或者求解非常
困难. OCP (16) 可以看作是一个随机规划问题, 随
后将讨论这个问题的一些解决方法.

2.1 基于情景生成的 (Scenario generation,
SG) SMPC

情景生成法实质上是一种随机规划中的随机模

拟技术, 基于 SG 的 SMPC 由 Calafiore 和 Campi
在 2005 年提出[58]. 这一类方法利用干扰概率密
度函数对独立同分布 (Independent identically dis-
tributed, IID) 的干扰进行大量的采样 (这些采样也
可以叫做情景), 来构造一个基于情景的 OCP, 当情
景数目达到一定量时 (这个数目往往是可以定量确
定的), 情景 OCP 的解能在较大概率上成为原 OPC
的解. 和基于采样的 (Sample-based) 算法 (如文献
[66−67]) 不同的是, 基于采样的算法通过对干扰采
样并利用大数定理来估算扰动的期望以及概率分布,
构建基于期望和概率 (而不是采样) 的 OCP, 且基于
采样的算法往往无法确定合适的采样数目.
研究基于 SG 的 SMPC 的稳定性的文献比较

少, 学者们更多关注的是算法的可行性和最优性, 例
如文献 [68−69]. 因此, 式 (16) 中的终值约束和终值
惩罚常常被省略. 对于基于干扰仿射反馈和状态仿
射反馈的控制率来说, OCP (16) 可以被转化为文献
[58−59] 中所描述的基于 SG 算法的一般形式:

min
vvv∈Rnv

Exk
[J(xk,www,vvv)]

s.t.

Pr(h(xk,www,vvv) ≤ 1) ≥ 1− ε

(17)

其中 vvv 为 nv-维的决策变量, www 为干扰向量. 基于
SG 的 SMPC 要求 J(xk,www,vvv) 和 h(xk,www,vvv) 对于
vvv 来说是凸的, 而对 IID 干扰的概率密度分布没有
要求, 所以这种方法也可以用到参数不确定问题上.
通过采样, 随机 OPC (17) 可用情景 OCP 替代:

min
vvv∈Rnv

Exk
[J(xk,www,vvv)]

s.t.

h(xk,www
j, vvv) ≤ 1, j ∈ N[1,Ns]

(18)

其中 wwwj 为根据 www 的概率分布函数进行的采样, Ns

为需要的采样数. 当 Ns ≥ N(nv, ε, η) 时, 式 (18)
的解 vvv∗ 有 1 − η 的概率为式 (17) 的可行解. 文献
[58] 给出的采样数为 N(nv, ε, η) = nv/εη − 1, 文献
[70] 把这个数目降为 N(nv, ε, η) = (2/ε) ln(1/η) +
2nv + (2nv/ε) ln(2/η) 或类似的文献 [71] 中的
N(nv, ε, η) = (2/ε)(ζ − 1 + ln(1/η)), 其中 ζ 为

所谓的 Helley′s 维度. 文献 [72] 再次把采样数目降
为N(nv, ε, η) = (1/ε)(e/(e−1))(ln(1/η)+nv−1).
虽然所需采样数被显著地减小了, 但在保证 vvv∗ 为原
OCP 的可行解的概率不低于 1− η 的前提下如何降

低采样数仍是一个开放问题. 另外, 由于式 (18) 的
采样可以离线进行, 所以即使是很大的采样数目, 也
不会对算法的在线运算速度有太大的影响.

2.2 基于随机 Tube 的 (Stochastic tube, ST)
SMPC

基于 ST 的 SMPC 主要由文献 [18, 29, 61] 提
出, 算法具有以下特点: 1) 只能处理有界噪声 (即
w ∈ W ), 例如, 截断正态分布噪声; 2) 控制率为
u = Kx + c 且利用了分解模型 (13); 3) 采用双
模式控制策略和无限预测时域 (即 N → +∞) 来
保证可行性和稳定性, 所以式 (16) 中的终值约束
JN(xk+N) = 0. 算法允许 ε = 0. 文献 [18] 和
[29] 中只处理了状态约束, 但是由于反馈控制率
u = Kx + c 使输入中引入了状态, 使得输入约束也
可以被用类似方法处理, 如文献 [61]. 接下来, 仅用
状态约束来介绍基于 ST 的 SMPC 的算法的基本原
理.
从通用OCP (16)可以看到X = {x|Exx ≤ 1},

定义 Ek+j =
⊕j−1

i=0 (A + BK)iGW , 由文献 [29]
可知, 状态 Tube 为 Xk+j = xk+j + Ek+j. 分

解模型确保了 xk+j ∈ Xk+j, 状态约束则可转化
为 Pr(Xk+j ⊆ X) ≥ 1 − ε, 即等价于 xk+j +
βk+j ∈ X, 其中 βk+j ∈ {β|Pr(β ∈ Ek+j) ≥
1 − ε}. 进一步可转化 Exxk+j + γk+j ≤ 1, 其中
γk+j = γk+1+

∑j−1

i=1 maxek+i∈Ek+i
Exek+i 且 γk+1 =

arg{minw∈W γ s.t. Pr(ExGw ≤ γ) ≥ 1−ε}. 很
显然, 对比式 (17), γk+1 可通过基于 SG 的方法求
得, 或者可通过下文讨论的确定性等价式法求取. 注
意, γk+j ≤ 1 是确保求解正确的前提条件.
终值约束为 xk+N ∈ XN , 其中 XN =

{x|Ex(A + BK)l ≤ 1 − γN+l, l ∈ N[1,N̂ ];Ex(A +
BK)l ≤ 1 − limi→∞ γi, l ∈ N[N̂+1,n∗]}, N̂ 由

设计者决定, 且 n∗ 要足够大. 根据文献 [73],
minExk

[
∑∞

j=0 xT
k+jQxk+j + uT

k+jRuk+j] 将转换为
有限时域的形式. 至此, OCP(16) 就被转化成了标
准的 QP 问题求解.

2.3 基于饱和函数的 (Saturation functions,
SF) SMPC

基于 SF 的 SMPC 最先由 Hokayem 在文献

[24] 中提出, 文献 [24] 适用于 Schur 稳定系统
(即 |λi(A)| < 1, i ∈ N[1,n]), 文献 [25] 将之扩
展到 Lyapunov 稳定系统 (即 |λi(A)| ≤ 1, i ∈
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N[1,n], 其中某些 |λj(A)| = 1). 文献 [27] 则进一
步将该方法应用到系统状态不可测的情况下, 其主
要方法是通过观测器来估算当前系统状态值.
基于 SF 的 SMPC 考虑了噪声为无界, 且约

束为有界输入的情况. 该算法的控制率为 uk+j =∑j−1

i=0 Lj,iGwk+i + vk+j, 如果不加控制, 有界输入约
束 ‖ u ‖∞≤ Umax 显然无法得以满足. 因此, 文
献 [24] 将控制率中的噪声项 Gw 替换为一个饱

和函数 ψ(Gw) = [ψT
1 (G1w) · · ·ψT

m(Gnw)]T (满足
supw∈R |ψi(Giw)| ≤ φmax ≤ Umax) 其中 Gi 为矩阵

G 的第 i 行. 对于饱和函数 ψi(Giw) 的选择是开
放的, 文献 [24] 选择 ψi(t) = Mαt/

√
1 + αt2, 其中

M ∈ R 为给定权重, α ∈ R 为给定斜率. 给定控
制率后, 目标函数中的期望也可求解为显示的确定
形式, 有界输入约束则可转化为 maxi∈N[1,m](|vi|+ ‖
Gi ‖1 φmax) ≤ Umax, 其中 vi 为 v 的第 i 行. 因此,
在假设 E[‖ w ‖2] ≤ ∞ 和 Ex0 [ψi(Giw)] = 0 成立
的情况下, 随机 OCP 至此就被转化成为标准的 QP
问题. 稳定性方面, 文献 [24] 进一步证明了状态方差
是有界的, 即 E[‖ xk ‖2] ≤ ∞, k ≥ 0.

对于 Lypunov 稳定系统, 文献 [25] 将系统矩阵

(A,B) 转化为

[[
As 0
0 Ao

]
,

[
Bs

Bo

]]
的形式, 其

中 As 为 Schur 稳定 Ao 为正交阵, 且 λ(Ao) = 1.
为了保证系统具有和文献 [24] 一样的稳定性, 文献
[25] 对正交部分增加了 “负漂移条件” 的约束, 且假
设 Umax ≥ U∗ 也需要成立, 其中 U∗ 为和 “负漂移
条件” 相关的一个常量.

2.4 基 于 确 定 性 等 价 式 的 (Deterministic
equivalents, DE) SMPC

确定性等价式是随机规划中处理机会约束的一

种常用方法, 文献 [62] 将之应用到模型预测控制中.
基于确定性等价式的 SMPC 有两大特点, 一是利
用确定性等价式将机会约束转化为确定约束, 二是
将目标函数利用状态的期望和协方差迭代式直接表

示为确定形式. 这样, 随机 MPC 就转化成了确定
MPC 问题. 若已知噪声的期望和协方差, 当随机噪
声的密度分布可知时, 可以利用累积概率函数的反
函数将机会约束确定化, 如文献 [62]; 而当随机噪声
的密度分布不可知时, 可利用坎泰利不等式 (又叫切
比雪夫单边不等式) 将将机会约束确定化, 这种方法
由文献 [63] 提出, 文献 [22] 更详细地介绍了这种算
法并通过引入可选的初始约束来提高算法性能. 文
献 [23] 将之扩展到系统状态需要用观测器观测的情
形, 文献 [64] 随之又将其进一步扩展到系统带有乘
法扰动的情况.
对于线性外部干扰系统, 可采用控制率 uk+j =

Kk+j(xk+j − xk+j) + vk+j 将其进行分离. 这种控制
率和干扰反射反馈率 uk+j =

∑j−1

i=0 Lj,iGwk+i+vk+j

有着密切的关系. 若 ek = xk − xk = 0, 由于 ek+j =
xk+j − xk+j =

∑j−1

i=0 (A + BKk+i)iGwk+j−1−i +
(
∏j−1

i=0 (A + BKk+i))ek, 所以有 Lj,j−1 = Kk+j 且

Lj,i = Kk+j(A + BKk+i), i ∈ N[0,j−2]. 在前面已经
讨论过, 如果把 K 换为 Kk (12) 仍然成立, 只不过
在 SMPC 中, xk 表示的是状态期望 E(xk).
假设 E(ek) = 0, 定义 Ξk = E(eke

T
k ), Λ =

E(wkw
T
k ), 则有:

Ξk+1 = (A + BKk)Ξk(A + BKk)T + GΛGT (19)

机会约束 Pr[Exix ≤ 1] ≥ 1 − ε (其中 Exi 为

Ex 的第 i 行) 可被替换为:

Exix ≤ 1−
√

ExiΞET
xiΦ(ε) (20)

其中, 当随机噪声服从正态分布时, 式 (20) 可通过
正态分布标准化得到[62], 且 Φ(ε) = N−1(1 − ε),
N−1 为标准正态分布的累积概率反函数. 当噪声
的密度分布不可知时, 式 (20) 通过坎泰利不等式得

到[63], 且 Φ(ε) =
√

1−ε
ε

. 由于采用无下标的 x, 所以
Ξ 也不用下标, 当 x 表示 xk 时, Ξ 相应地表示 Ξk.
但是式 (20) 对于 Ξ 是非线性的, 难以直接求解, 需
要进行线性化:

Ψ(Exi, x,Ξ) := {Exix ≤ (1− 0.5α)−
ExiΞET

xi

2α
Φ2(ε)} (21)

其中 α ∈ [0, 1] 为一个自由设计量. 由于坎泰利不
等式没有用到噪声的密度分布信息, 导致其本身是
比较保守的, 而线性化进一步引入了更多的保守性,
这点随后将通过仿真实例展说明. 机会输入约束
也可以通过类似方法处理得到 Ψ(Eui, v, U), 其中
U = KΞKT.
递归可行性和稳定性可通过如下方式获得: 1)

初始化 为了利用系统状态的最新信息来提高控

制器性能, 文献 [22] 提出初始化约束 (xk,Ξk) ∈
{I-1: (xk,0), I-2: (xk|k−1,Ξk|k−1)}且在 k = 0时有
(xk,Ξk) = (x0,0). I-1 叫做重置初始化, I-2 叫名
义初始化. 2) 终值惩罚 JN(xk+N) = xT

N+kPxN+k

其中 P 为代数 Lyapunov 方程 (A + BK)TP (A +
BK)− P = −Q−K

T
RK 的解, 其中K 通过求解

关于 A,B, Q, R 的离散代数 Riccati 方程而得. 3)
终值约束 Ξk+N ¹ Ξ 且 xk+N ∈ XN 其中 Ξ 为
Ξ = (A + BK)Ξ(A + BK)T + GΛGT 的解, 其中
Λ º Λ, XN 为名义系统 xk+1 = Axk + Bvk 在约束

Ψ(Exi, x,Ξ) 和Ψ(Eui, v, K̄Ξ̄K̄T) 及K 下的 CI 集.
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此时, 从式 (19) 可以看到, Ξk+j 对于

[Kk,Kk+1, · · · ,Kk+j−1] 仍然是非线性的, 不能被
标准的优化控制器求解. 文献 [23] 和 [63] 将
式 (19) 转化为 LMI, 同时目标函数可改写为∑N−1

j=0 xT
k+jQxk+j + vT

k+jRvk+j + xT
k+NQxk+N +∑N−1

j=0 tr{(Q+KT
k+jRKk+j)Ξk+j}+tr{PΞk+N},至

此, 原 OCP 已被转化为标准的 SDP 问题.

2.5 仿真实例

仿真模型为一个常压等离子射流仪 (APPJ)[74],
APPJ 的线性化连续模型为式 (22):
以采样时间 Ts = 5 对连续模型进行离散化, 同

时将预测时域选择为 N = 9, 仿真时域 TN = 50.
由于基于 ST 的 SMPC 利用了情景生成

法进行求解, 这里仅展示基于 ST 的仿真结果.
当 X = {x|Pr{−6 ≤ x1 ≤ 6,−6 ≤ x2 ≤
6,−6 ≤ x3 ≤ 6, x4, x5, x6, x7 ∈ R} ≥ 0.8},
W = {w|w ∼ N (0, 0.12),−1 ≤ w ≤ 1}, η = 0.1,
N(nv, ε, η) = (1/ε)(e/(e − 1))(ln(1/η) + nv − 1),
x0 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.8)T 时, 基于 ST 的仿真结果
如图 11 所示, 可以看到, 系统表现没有违反约束.
对于基于 SF 的 SMPC, U = {u|Pr{−1 ≤

u1 ≤ 1,−1 ≤ u2 ≤ 1} ≥ 0.8}, Umax = 1,
x0 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)T, M = 0.1, α = 1, 仿真
结果如图 12 所示, 由于饱和函数的存在, 使得无
论是在仿真时域还是在预测时域, 都没有约束被
违反. 如果不使用饱和函数, 而直接使用反馈率
uk+j =

∑j−1

i=0 Lj,iGwk+i + vk+j, 仿真结果如图 13
所示. 可以看到, 在仿真时域同样能够满足约束, 这

是因为 uk = vk, 并没有噪声被引入第一个输入值.
而在预测时域却可以看到输入约束被严重违反, 这
样就不能保证系统的闭环稳定性了.

图 11 基于 ST 的 SMPC

Fig. 11 ST-based SMPC

对于基于 DE 的 SMPC, X = {x|Pr{−4 ≤
x1 ≤ 4,−4 ≤ x2 ≤ 4,−4 ≤ x3 ≤ 4, x4, x5, x6, x7 ∈
R} ≥ 0.8}, U = {u|Pr{−1 ≤ u1 ≤ 1,−1 ≤
u2 ≤ 1} ≥ 0.8}, W = {w|w ∼ N (0, 0.12)},
x0 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.2)T. 图 14 (a) 展示了 100
次仿真结果,只有 15次违反约束,违反率为 15%,满

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Gw(t)

A =




−2 815 0 0 −19 973 0 0 0
2 199 −2 277 0 0 −13 256 0 0

0 2 247 −2 773 0 0 −9 152 0
1 0 0 −2 476 0 0 0
0 1 0 2 199 −2 510 0 0
0 0 1 0 2 247 −2 580 0
0 0 0.0015 0 0 0 −0.0024




B =




−5 818.1 6 553.8
708.8 0
668.2 0
8.5 0
12.1 0
17 0
0 0




, G =




−0.8195
−0.6981
−13 521
−0.7359
−11 543
−16 407

0




(22)
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图 12 饱和函数下的仿真结果

Fig. 12 Simulation result with SF

图 13 没有饱和函数时的仿真结果

Fig. 13 Simulation result without SF

足要求. 图 14 (b) 为基于 DE 的 SMPC 的可行域,
其中红色的为线性化之前的可行域, 而蓝色的为线
性化之后的, 可以看到红色比蓝色大很多, 说明线性
化后的系统更为保守.

3 RMPC和 SMPC的应用

随着 RMPC 算法和 SMPC 算法的不断发展和
日益成熟, 使其在各领域得到了较为广泛的应用. 表
7 汇总了近年来 (自 2010 年) 本文所讨论的 RMPC
算法和 SMPC 算法的部分应用场合. 括号内的英
文缩写表示应用的算法, 其中 TB 表示基于 Tube
(Tube-based) 的算法, 包括本文涉及的 RT、HT 和
PT 三种, MM 表示Min-max 算法, 其他 SMPC 算

法缩写和上文一致. 可以看到, 除了在传统的流程工
业中的应用, 近年来一些新兴领域, 如无人汽车、智
能家居、飞行器、机器人、风力发电、水资源、城市

交通等都有本文RMPC和 SMPC算法的应用场景.
同时, 在电网、医疗、金融等方面 RMPC 和 SMPC
也有不俗的表现.

从表 7 中可以发现, 基于 Min-max 的 RMPC
相比于基于Tube的算法应用更为广泛一些, 这是因
为基于Min-max 的算法概念和结构更为简单, 易于
在复杂实际对象控制中扩展, 容易被工程师所接纳
和采用. 类似的, SMPC 的算法中以基于 SG 和基
于 DE 的算法应用最为广泛, 这是因为这两类算法
分别代表了随机规划中处理机会约束的两种常用技

术, 即随机模拟和确定性等价. 基于 ST 的算法在使
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图 14 基于 CI 的 SMPC 仿真结果

Fig. 14 Simulation result of CI-based SMPC

表 7 RMPC 和 SMPC 应用

Table 7 Applications of RMPC and SMPC algorithms

随机模型预测控制 鲁棒模型预测控制

无人汽车

驾驶转向控制[75] (DE) 车辆导航[76] (ST) 变道辅助[77] (SG)

巡航控制[78] (SG) 车道保持与避障[79] (ST)[80] (DE)

自动驾驶控制[81] (SG) 驾驶员行为建模[82] (DE)

轨迹跟踪[83] (TB) 传动动力系统控制[84] (MM)

车道保持与避障[85] (TB)

智能家居
房屋气候控制[86] (SG) 房屋遮阳镜片控制[87] (DE)

房屋能量控制[88] (SG) 暖通空调系统建模与能量控制[89] (SG)
温度控制[90] (MM) 变风量空调系统控制[91] (MM)

电子电路 网络直流电机控制系统[92] (DE)
永磁同步电机驱动器[93] (TB) 电子电路[94] (MM)

热力电路[95] (MM)

飞行器 能源管理系统[96] (DE)

起落架系统振动抑制[97] (MM)

无人直升机轨迹跟踪控制[98] (MM) 无人机飞行控制[99] (MM)

高超声速飞行器飞行控制[100] (MM)

机器人 机器人导航与避障[101] (DE) 轨迹跟踪[102] (TB)

医疗
常压等离子射流控制[74] (ST) 急救车辆调度[103] (SG)

药房库存管理[104] (DE)
静脉麻醉控制[105] (MM)

过程工业 过程控制 (四罐过程)[106] (DE)

浮选过程控制[107] (MM) 热交换网控制[108] (MM)

连续搅拌反应釜[109] (MM) 燃煤电站锅炉燃烧系统[110] (MM)

蒸馏塔控制[111] (MM) 热轧带钢自动厚度控制[112] (MM)

电网

微电网能量管理系统[113] (DE) 微电网操控[114] (SG)

能源储存与生产的优化调度[115] (SG)

电力调度[116] (SG) 能源局域网优化调度[117] (SG)

可再生能源微电网控制[118] (MM)

风力发电

风力涡轮机机械疲劳抑制[119] (DE)

电池储能系统控制[120] (DE)

风力发电系统控制[121] (DE)

风力涡轮机阻尼控制[122] (MM) 风力涡轮机控制[123] (MM)

水资源 饮用水网络[124] (DE) 水资源管理与利用[125] (DE)

城市交通
铁路货运车规模与分配控制[126] (DE)

能源管理[127] (SG)
城市道路交通网控制[128] (MM) 地铁列车调度[129] (MM)

金融 动态套期保值和期权定价[130] (SG) 欧式期权动态对冲[131] (SG)

其他
多层供应链管理[132] (SG) 智能热网中的能量平衡[133]

(SG) 云副本放置技术[134] (DE)
内燃机的热量管理[135] (MM) 基于图像的视觉伺服控制[136] (MM)
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用过程中也需用到这两种技术来处理其中的子问题,
相对较为复杂, 且对系统模型更为敏感, 应用较少.
而基于 SF 的 SMPC 算法难以应用于实际对象是因
为应用中很少会考虑绝对意义的无界噪声, 且该算
法仅适用于有界输入约束, 而实际应用中常常会伴
有状态约束, 并且饱和函数的运用使得算法过于局
限. 但是这种算法弥补了 SMPC 在有界约束下处理
无界噪声的理论空白, 具有重要的意义.

4 总结与展望

本文回顾了 RMPC 和 SMPC 中主要的算法及
各种算法的主要特点和运作方式. 可以看到, 所有
的算法都是求解一个带约束的 OCP 问题以实现控
制目标. 递归可行性可以通过选择合适的终值约束
来实现, 而稳定性则一般是通过终值约束和终值惩
罚共同作用或者是选择无穷预测时域来实现. 对于
有界干扰, RMPC 和 SMPC 都能渐近收敛到 RCI
集. 而对于无界噪声, 正如Mayne 在文献 [32] 中所
指出, SMPC 的稳定性要想被很好的解决, 还有很
长一段路要走.
事实上, 保守性没有明确定义. 但是可以从上述

算法讨论看出, 对于不确定系统, 最终处理的约束往
往是被紧缩过的, 而保守性越大, 指的就是约束紧缩
程度越大, 系统表现为距离约束边界越远. 同时, 保
守性和算法可行域有着密切关系, 往往保守性越大,
可行域越小.
虽然近几十年来 RMPC 和 SMPC 得到了长足

的发展, 但在他们的实际应用中, 仍有许多需要解决
的问题. 如系统规模变大时, 求解不变集、LMI、紧
缩约束等计算量是十分庞大的, 当计算时间过长, 系
统状态与测量状态相差较远时, 控制效果会很不理
想, 特别是对于快速动态系统, 要求更快的运算速
度. 另外, 在实际过程中如何确定噪声结构类型和取
值范围、如何建立系统模型、如何设计保守性低的

算法也将极大地影响控制效果. 这些问题的可能解
决办法和未来可能的研究方向如下:
观测器和控制器的综合: 当系统状态不可测或

只有部分可测时, 利用观测器对状态进行观测来设
计反馈控制器往往效果更好. 有时为了实现一些特
殊目的也需要获取某些新变量的信息, 如为了实现
无偏 (Offset-free) 跟踪需要将噪声看作新状态进行
观测. 观测器中的不同预测增益矩阵 (滤波增益矩
阵) L 对控制器的影响也会显著不同, 极端情况甚至
会使得控制器不稳定. 如何把 L 和反馈控制率进行

综合设计, 可否利用可测的部分状态信息来修正观
测值, 都是值得探索的话题.
前馈与反馈的综合: 在经典控制论中, 前馈的引

入常常能有效地提高控制器的表现. 而在模型预
测当中, 研究前馈的工作还相对较少, 文献 [137] 讨
论了这方面的内容, 如何把前馈的设计和反馈结合
起来, 以及前馈在 RMPC 中的应用, 特别是 SMPC
的应用仍需要更多的工作.
模型及优化问题的简化: 简化模型和优化问题

主要是为了提高运算速率, 可以从模型降阶、模型
转化、优化问题的分解方面考虑. 模型降阶在传统
MPC 上的工作已经有不少, 而在 RMPC 和 SMPC
方面仍有不足, 特别是利用离线数据进行模型校准
问题, 仍是需要攻克的难点. 利用基函数对原模型
进行转化也是一个可研究的方向, 如文献 [138−139]
等利用混沌多项式展开模型把高维系统模型转化为

基函数的参数模型从而实现快速运算, 类似的还有
径向基函数模型. 这些模型在 RMPC 和 SMPC 的
相关研究还较少, 例如现在对于基函数的选择往往
是固定的, 是否可以根据测量数据自适应地调整基
函数, 仍需要更多的研究. 有时对优化问题进行分
解, 将线上计算部分和线下计算部分尽可能分离, 或
将复杂问题分解为可并行处理的子问题, 往往可根
据对象特性适当考虑.
轨迹跟踪问题: RMPC 中的轨迹跟踪已有较多

研究, SMPC 领域相对较少, 特别是对时变轨迹的
跟踪问题. 目前 SMPC 中对轨迹的跟踪往往是利用
状态期望去跟踪轨迹, 如果轨迹具有统计特性时 (如
上层计算传递下来的带有概率分布的轨迹), 在惩罚
函数中引入跟踪误差的期望和方差项, 能否提高跟
踪效果, 如何解决其带来的计算问题, 还需要更多的
研究. 另外, 基于不变集的算法一般来说是不太适合
跟踪轨迹的, 因为系统状态最终都会收敛到不变集,
如果跟踪轨迹不在不变集内, 是否可设计不变集跟
随轨迹变动的算法呢. 前馈往往可以提供更多跟踪
轨迹的信息, 跟踪中引入前馈或许会有好的效果.
多领域的综合: 文献 [140−141] 等对 RMPC 在

经济 MPC (EMPC) 的应用进行了研究, 而近期文
献 [142]将 SMPC与 EMPC进行了较好的综合,但
这方面的研究相对来说是比较少的, 仍有较多的工
作可以进行. 文献 [143] 最近提出了一种迭代MPC
的算法, 可对这种方法在 RMPC 和 SMPC 上的应
用进行研究.
更多应用: 从第 3 节的表 7 可以看到, RMPC

和 SMPC 的应用是比较广泛的, 但在医疗、金融、
云计算、城市交通领域的应用相对较少, 进一步加深
对这些领域的研究, 把理论和实际更紧密结合, 探索
RMPC 和 SMPC 更多的适用场景, 在促进各领域
发展的同时也能促进 RMPC 和 SMPC 算法本身的
研究进展.
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附录

DME2M RMPC 的 “外部控制器” OCP:

min
uuul

max
l

: xxxT
l Qxxxl + uuuT

l Ruuul

s.t.

xk+1,l = Axk,l + Buk,l + Gwk,l,∀l ∈ N[1,nN
v ]

Exxxxl ≤ 1,∀l ∈ N[1,nN
v ]

Euuuul ≤ 1,∀l ∈ N[1,nN
v ]

xk+N,l ∈ S,∀l ∈ N[1,nN
v ] (终值约束)

xk+j,l1 = xk+j,l2 ⇒ uk+j,l1 = uk+j,l2(因果约束)
(A1)

RT RMPC 的 OCP:

min
xk,vvv

: xxxTQxxx + vvvTRvvv + `f (xk+N)

s.t.

(12)

xxx ∈ (X ª Sr)N

vvv ∈ (U ªKSr)N

xk+N ∈ Xf

xk ∈ xk ⊕ Sr

(A2)

其中, xxx = {xk, xk+1, · · · , xk+N−1}, vvv =
{vk, vk+1, · · · , vk+N−1}, A+BK 需要严格稳定. Xf

实际上是系统 (1) 在约束X ª Sr 和 U ªKSr 下的

CI 集.
HT RMPC 的 OCP:

min
xk,{vk+j},{αk+j}

:
N−1∑
j=0

xT
k+jQxk+j + vT

k+jRvk+j+

qα(αk+j − α)2 + xT
k+NPxk+N + pα(αN − α)2

s.t.

(12)

xk+j ∈ X ª αk+jSr, j ∈ N[0,N−1]

vk+j ∈ U ªKαk+jSr, j ∈ N[0,N−1]

(A + BK)αk+jSr + GW ⊆ αk+j+1Sr, j ∈ N[0,N−1]

xk+N ∈ Xf (αN)

xk ∈ xk ⊕ Sr

(A3)
PT RMPC 的 OCP:

min
Uk,Hu,Hx

:
N−1∑
j=0

|Xk+j|S

s.t.

(14)

x0
k ∈ X

x0
k+j ⊕

j⊕
i=0

Di
k+j ⊆ X, ∀j ∈ N[1,N−1]

X i
k+j ⊆ Di

k+j,∀i ∈ N[1,j],∀j ∈ N[1,N−1]

u0
k ∈ U

u0
k+j ⊕

j⊕
i=0

V i
k+j ⊆ U,∀j ∈ N[1,N−1]

U i
k+j ⊆ V i

k+j,∀i ∈ N[1,j],∀j ∈ N[1,N−1]

x0
k+N ⊕

N⊕
i=0

Di
k+N ⊆ S

X i
k+N ⊆ Di

k+N ,∀i ∈ N[1,N ]

(A4)

其中, x0
k = xk, Di

k+j = {x|Exx lehi
x,k+j}, U i

k+j =
{u|Euu ≤ hi

u,k+j}, Hu = {hhhu,k+1,hhhu,k+2, · · · ,

hhhu,k+N−1},hhhu,k+j = {h1
u,k+j, h

2
u,k+j, · · · , hj

u,k+j},Hx =
{hhhx,k+1,hhhx,k+2, · · · ,hhhx,k+N},hhhx,k+j = {h1

x,k+j, h
2
x,k+j,

· · · , hj
x,k+j}. x0

k+j⊕
⊕j

i=0 Di
k+j 和u0

k+j⊕
⊕j

i=0 V i
k+j

才是一般意义上的 Tube.
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Stochastic tube MPC with state estimation. Automatica,
2012, 48(3): 536−541

62 Schwarm A T, Nikolaou M. Chance-constrained model pre-
dictive control. AIChE Journal, 1999, 45(8): 1743−1752

63 Magni L, Pala D, Scattolini R. Stochastic model predic-
tive control of constrained linear systems with additive
uncertainty. In: Proceedings of the 2009 European Con-
trol Conference (ECC). Budapest, Hungary: IEEE, 2009.
2235−2240

64 Farina M, Scattolini R. Model predictive control of linear
systems with multiplicative unbounded uncertainty and
chance constraints. Automatica, 2016, 70: 258−265

65 Farina M, Giulioni L, Scattolini R. Stochastic linear model
predictive control with chance constraints — a review.
Journal of Process Control, 2016, 44: 53−67



6期 谢澜涛等: 不确定系统的鲁棒与随机模型预测控制算法比较研究 989

66 Batina I. Model Predictive Control for Stochastic Systems
By Randomized Algorithms [Ph.D. dissertation], Technis-
che Universiteit Eindhoven, Netherlands, 2004.

67 Blackmore L, Ono M, Bektassov A, Williams B C. A
probabilistic particle-control approximation of chance-
constrained stochastic predictive control. IEEE Transac-
tions on Robotics, 2010, 26(3): 502−517

68 Campi M C, Garatti S. The exact feasibility of randomized
solutions of uncertain convex programs. SIAM Journal on
Optimization, 2008, 19(3): 1211−1230

69 Campi M C, Garatti S. A sampling-and-discarding ap-
proach to chance-constrained optimization: feasibility and
optimality. Journal of Optimization Theory and Applica-
tions, 2011, 148(2): 257−280

70 Calafiore G C, Campi M C. The scenario approach to ro-
bust control design. IEEE Transactions on Automatic Con-
trol, 2006, 51(5): 742−753

71 Calafiore G C. Random convex programs. SIAM Journal
on Optimization, 2010, 20(6): 3427−3464

72 Alamo T, Tempo R, Luque A, Ramirez D R. Random-
ized methods for design of uncertain systems: sample com-
plexity and sequential algorithms. Automatica, 2015, 52:
160−172

73 Cannon M, Kouvaritakis B, Wu X J. Probabilistic con-
strained MPC for multiplicative and additive stochastic
uncertainty. IEEE Transactions on Automatic Control,
2009, 54(7): 1626−1632

74 Gidon D, Graves D B, Mesbah A. Model predictive con-
trol of thermal effects of an atmospheric pressure plasma
jet for biomedical applications. In: Proceedings of the 2016
American Control Conference (ACC). Boston, MA, USA:
IEEE, 2016. 4889−4894

75 Wang Qiu, Qu Ting, Chen Hong. Steering control of au-
tonomous vehicles based on stochastic model predictive
control. Information and Control, 2015, 44(4): 499−506
(王秋, 曲婷, 陈虹. 基于随机模型预测控制的自主车辆转向控制.
信息与控制, 2015, 44(4): 499−506)

76 Carvalho A, Gao Y Q, Lefevre S, Borrelli F. Stochastic pre-
dictive control of autonomous vehicles in uncertain envi-
ronments. In: Proceedings of the 12th International Sym-
posium on Advanced Vehicle Control. Tuat, Japan: AVEC,
2014.

77 Schildbach G, Borrelli F. Scenario model predictive control
for lane change assistance on highways. In: Proceedings of
the 2015 IEEE Intelligent Vehicles Symposium (IV). Seoul,
Korea: IEEE, 2015. 611−616

78 Moser D, Waschl H, Kirchsteiger H, Schmied R, del Re
L. Cooperative adaptive cruise control applying stochastic
linear model predictive control strategies. In: Proceedings
of the 2015 European Control Conference (ECC). Linz,
Austria: IEEE, 2015. 3383−3388

79 Liu C C, Carvalho A, Schildbach G, Hedrick J K. Stochas-
tic predictive control for lane keeping assistance systems
using a linear time-varying model. In: Proceedings of the
2015 American Control Conference (ACC). Chicago, IL,
USA: ACC, 2015. 3355−3360

80 Gray A, Gao Y Q, Lin T, Hedrick J K, Borrelli F. Stochas-
tic predictive control for semi-autonomous vehicles with
an uncertain driver model. In: Proceedings of the 16th In-
ternational IEEE Annual Conference on Intelligent Trans-
portation Systems-(ITSC). The Hague, the Netherlands:
IEEE, 2013. 2329−2334
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